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unter  den  Lehrbüchern  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung, welche  im  Laufe  des  letzten  Decenniums  veröffent- 
licht worden  sind,  erscheint  das  Werk  des  Herrn  Serret  zu 
einem  ersten,  grundlegenden  Studium  besonders  geeignet;  demi 
es  verbindet  mit  klarer  Präcision  eine  grofse  Vollständigkeit 
in  den  Anwendungen  dieser  Theorie.  Je  vollkommener  die 
Einsicht  in  die  Mannigfaltigkeit  der  reellen  Funktionen^  von 
denen  die  komplexen  doch  nur  eine  besondere  Art  bilden, 
geworden  ist,  um  so  mehr  erhöhen  sich  die  Anforderungen 
an  eine  exakte  Begründung  der  Analysis.  Dieselbe  wird  in 
dem  vorliegenden  Werke  dadurch  angestrebt  und  erreicht,  dafs 
alle  Lehrsätze  zwar  nicht  immer  in  der  vollen  Allgemeinheit 
ihrer  Gültigkeit  dargelegt,  jedoch  stets  mit  genauer  Angabe 
der  Voraussetzungen  bewiesen  werden.  Dies  nur  ist  zunächst 
notwendig,  ja  für  den  Beginn  des  Studiums  allein  zweckmäfsig. 
Denn  dieses  soll  vor  allem  dazu  fähren,  daCs  der  Anfänger 
alsbald  erkennt,  wie  vielseitig  und  vollkommen  die  Methode 
ist,  mit  welcher  wir  die  stetigen  Formen  und  Bewegungen  der 
mefsbaren  Gröfsen  bis  zu  ihren  Grenzen  zu  untersuchen  ver- 
mögen. Der  erste  Teil,  die  Differentialrechnung,  enthält  daher 
eine  umfassende  Theorie  der  Kurven  und  Flächen,  während 
in  der  Integralrechnung  eine  Theorie  der  Differentialgleich- 
tmgen  gegeben  ist,  wie  sie  in  den  deutschen  Lehrbüchern, 
abgesehen  von  dem  Werke  des  Herrn  Dienger,  das  schon 
einer  früheren  Zeit  angehört,  eigentlich  vollständig  fehlt. 
Freilich  ist  gerade  auf  diesem  Gebiete,  besonders  bei  den 
linearen  Gleichungen,  die  Art  der  Problemstellung  in  den  letzten 
Jahren  eine  wesentlich  neue  geworden;  doch  bleiben  die  älteren 
Methoden  eines  Euler  und  Lagrange  als  Grundlage  des 
Ganzen  nach  wie  vor  unentbehrlich,  wenn  auch  das  Bestreben, 
alle  Probleme  in  dieselbe  Form  zu  zwingen,  sich  als  wertlos 
erwiesen  hat.  Für  die  Litegration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  ist  nur  die  Methode  von  Cauchy, 


a* 


IV  Vorwort  zur  deutschen  Aasgabe. 

für  Grleichnngen  zweiter  Ordnung  die  von  Monge  und  Ampere 
angegeben,  und  ich  habe  dies  auch  in  der  vorliegenden  Aus- 
gabe nicht  geändert,  zumal  da  die  Jacobischen  Arbeiten  jetzt 
zugänglicher  als  früher  geworden  sind. 

In  der  Erkenntnis,  daTs  es  nicht  thunlich  ist,  dem  Stu- 
dierenden, der  sich  neue  Begriffe  zu  eigen  machen  soll,  ein 
Lehrbuch  zu  empfehlen,  welches  in  einer  fremden  Sprache  ge- 
schrieben ist,  selbst  wenn  er  dieselbe  einigermalBen  beherrscht, 
habe  ich  diese  deutsche  Bearbeitung  unternommen,  als  ich  im 
vorigen  Herbst  meine  Lehrthätigkeit  für  längere  Zeit  unter- 
brechen mufste.  Die  Genehmigung  dazu  wurde  mir  in  bereit- 
willigster Weise  von  dem  Herrn  Verfasser  sowohl,  wie  von 
dem  Verleger,  Herrn  Gauthier-Villars,  erteilt,  denen  ich 
meinen  verbindlichsten  Dank  hierfür  ausspreche.  Meiner  Arbeit 
liegt  die  zweite  Ausgabe  des  französischen  Originales  zu 
Grunde,  deren  Bände  in  den  Jahren  1879  und  1880  erschienen 
sind.  Es  war  nicht  mein  Bestreben,  den  Inhalt  des  Werkes 
zu  erweitem,  das  sich  schon  in  vielen  Kapiteln  durch  aus- 
gedehntere eigene  Untersuchungen  des  Herrn  Serret  aus- 
zeichnet. Auch  die  allgemeinen  Lehrsätze  habe  ich  fiEist 
sämtlich  in  dem  Umfange  belassen,  welche  der  Verfasser  ihnen 
gegeben  hat.  Die  Werke  der  Herren  Dini,  Pasch,,  du  Bois- 
Reymond,  sowie  mein  eigenes  vor  einigen  Jahren  erschienenes 
Buch  können  für  Fragen  dieser  Art  zur  Ergänzung  dienen; 
auch  darf  ich  wohl  auf  meine  beiden,  soeben  in  den  Mathe- 
matischen Annalen  veröffentlichten  Abhandlungen:  „die  all- 
gemeinen Sätze  über  den  Zusammenhang  der  Funktionen  einer 
reellen  Variabelen  mit  ihren  Ableitungen^  für  weitere  Studien 
verweisen.  Gröfsere  Änderungen  oder  Ausführungen,  welche 
mir  trotzdem  wünschenswert  erschienen,  und  die  zumal  in  der 
Begründung  der  Integralrechnung  ou  mehreren  SteUen  sich 
finden,  habe  ich  durch  kleineren  Druck  kenntlich  machen  lassen. 

Der  Druck  des  zweiten  Teiles  soll  unmittelbar  nach 
Vollendung  des  ersten  beginnen,  so  dafs  der  Band  im  nächsten 
Frühjahr  erscheinen  wird. 

Juni  1884. 

Axel  Harnack« 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 

Einer  Aufforderang  des  Herrn  Verlegers  folgend  habe  ich 
die  Besorgung  der  zweiten  Auflage  des  SerretrHarnack'schen 
Werkes  übernommen.  Bei  meiner  Arbeit  leiteten  mich  folgende 
allgemeine  Erwägungen: 

Die  in  dem  Vorwort  von  Hamack  geschilderten  Vorzüge 
des  Serret'sehen  Werkes^  welche  es  fCLr  Studierende  besonders 
geeignet  machen,  sollten  nicht  yerwischt  werden.  Es  konnte 
aber  das  Werk  nicht  so  bleiben,  wie  es  war,  wollte  ich  anders 
nicht  ganz  darauf  verzichten,  die  neueren  Errungenschaften  auf 
dem  Gebiete  der  Analysis  zu  berücksichtigen.  Schon  Hamack 
hat  durch  in  den  Text  eingestreute  Bemerkungen  diejenigen 
Ei^mzungen  angebracht,  welche  er  seiner  Zeit  fClr  notwendig 
erachtete.  ]Ktte  ich  nun  diesen  Modus  beibehalten  wollen,  so 
hatte  es  sich  für  mich  nur  darum  gehandelt,  die  Hamack'schen 
Noten  passend  zu  yervollstandigen.  Ich  sah  aber  bald  ein,  dafs 
dadurch  das  Buch  einen  so  inhomogenen  Charakter  erhalten 
hätte,  daüs  es  seinen  ursprünglichen  Vorzug  grofser  Lesbarkeit 
▼oUstandig  verloren  hatte.  So  entschloJjs  ich  mich  denn  die 
Hamack'schen  Bemerkungen  und  diejenigen  Änderungen  und 
Zusätze,  die  ich  selbst  fOr  notwendig  erachtete,  in  den  Text  zu 
verweben.  Ich  muTste  demnach  einen  Teil  des  Stoffes,  der  sich 
in  allen  neueren  Lehrbüchern  der  Analysis  findet,  auch  in  den 
Serret  hinübertragen.  Nur  muljste  ich  mir  darüber  klar  werden: 
wo  sollte  ich  da  die  Grenze  ziehen?  Hierüber  will  ich  jetzt 
Rechenschaft  ablegen. 

Ich  beginne  mit  den  sachlichen  Änderungen.  Voll- 
ständig umgearbeitet  wurden  das  erste  und  elfte  Kapitel. 
Im  ersten  Kapitel  wurde  der  Begriff  der  Zahl  als  etwas  jedem 
Geläufiges  und  Evidentes  angenommen;  nur  die  Einteilung  der 
Zahlen  wurde  gegeben,  um  die  Analogie  mit  den  Funktionen 
hervortreten  zu  lassen;  eine  um  so  ausftihrlichere  Darlegung 
erfiohr  der  Begriff  der  Grenze.  Das  elfte  Kapitel  soll  den 
Studierenden  auf  die  moderne  Funktionentheorie  ein  wenig 
vorbereiten,  ohne  jedoch  gar  zu  sehr  ins  Einzelne  zu  gehen. 

Grofsere  Änderungen  findet  man  a)  in  dem  Abschnitte 
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über  die  Extremwerte  von  Funktionen  mehrerer  Veränderlicher 
(Kapitel  VI)^  wo  einige  Unrichtigkeiten  beseitigt  sind^  b)  bei 
den  singolären  Punkten  einer  ebenen  Kurve;  es  handelt  sich 
hauptsächlich  um  eine  vereinfachende  Darstellung^  die  allzu 
weitläufige  Rechnungen,  im  Besonderen  die  trigonometrischen 
Funktionen  vermeidet;  c)  möchte  ich  noch  auf  einen  Punkt 
von  prinzipieller  Bedeutung  hinweisen,  er  betrifft  das  Ver- 
hältnis des  ersten  Bandes  dieses  Werkes  zum  zweiten,  der 
Inteffralrechnunfic.  Ich  bin  der  Meinunsc,  dafs  eine  derartige 
Tre^ung  von  Differential-  und  IntegrSiechnung  keine^s 
notwendig  und  auch  nicht  in  jeder  Hinsicht  wünschenswert 
ist.  Ist  aber  einmal  ein  Werk  ganz  nach  dem  Gesichtspunkte 
einer  solchen  Trennung  angelegt,  wie  es  doch  beim  Serret  der 
Fall  ist,  und  wie  es  auch  dem  überwiegenden  Brauche  ent- 
spricht, so  soll  auch  der  Begriff  des  Integrales  so  vollständig 
wie  möglich  aus  dem  die  Differentiabechnung  lehrenden  Teüe 
verbannt  werden;  wenigstens  gilt  dies,  solange  es  sich  um  die 
Definition  des  Integrales  als  Grenzwert  einer  Summe  handelt. 
Demgemäfs  entfernte  ich  alle  die  Betrachtungen,  die  mehr 
oder  weniger  versteckt  ein  Integral  in  dieser  Weise  einführten, 
da  sie  sich  im  zweiten  Bande  viel  schärfer  und  kürzer  erledigen 
lassen.  Diese  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  Artikel:  Nr.  192, 
Flächeniahalt  einer  ebenen  Kurve;  193,  Bogenlänge  einer  ebenen 
Kurve;  257,  Bogenlänge  einer  Raumkurve.  Im  elften  E^apitel 
über  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  benutzte 
Serret  —  wenn  auch  versteckt  —  den  Begriff  des  Integrales 
einer  komplexen  Veränderlichen,  erstreckt  über  einen  Weg  in 
der  komplexen  Ebene.  Auch  dies  ist  bei  meiner  Umarbeitung 
im  ersten  Bande  fortgelassen  mit  der  Absicht,  jenen  Begriff 
in  der  Integralrechnung  zu  bringen. 

Was  nun  im  Übrigen  die  sachliche  Bearbeitung 
des  ersten  Bandes  betrifft,  so  ging  mein  Bestreben  dahin,  den 
Sätzen  eine  möglichst  präcise  Fassung  zu  geben  und  offenbare 
Unrichtigkeiten  nach  Kräften  auszumerzen.  In  dieser  Hinsicht 
hat  mir  das  Werk  von  Genocchi  Peano,  das  auch  in  den 
Bemerkungen  öfter  citiert  ist,  sehr  gute  Dienste  geleistet. 
So  ist  nun  ein  Werk  zustande  gekommen,  das  einen  Kom- 
promisstandpunkt einnimmt  zwischen  denjenigen  Büchern,  die 
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nur   die    allerersten  Unterweisungen  fQr  Anfanger  geben  und 
denjenigen  y  welche  nur  den  Gesichtspunkt  einer  wissenschaft- 
lichen Entwicklung  unbekümmert  um  paedagogische  Absichten 
im  Auge  haben.     Zum  SchluTs  habe  ich  noch  einige  Bemer- 
kungen zusammengestellt,  die  dem  Leser  ermöglichen  sollen 
auf  Grund  der  Lektüre  des  Serretschen  Buches  sich  in  einigen 
Punkten    weiter    zu    bilden,    in    welchen    er    eine    genauere 
Orientierung  erstrebt   Dabei  war  es  keineswegs  meine  Absicht, 
immer  direkt  auf  die  Originalarbeiten  zurückzugehen  sondern 
nur  solche  Quellen  anzugeben,  welche  zur  Orientierung  über 
den    fragUchen    Gegenstand    mir    jedesmal    am    geeignetsten 
erschienen. 

Zum  Schlüsse  sind  noch  einige  Änderungen  von  äufser- 
licher  Natur  zu  verzeichnen.  Die  einzelnen  Kapitel  sind 
konsequent  in  bestimmte  Paragraphen  geteilt  und  die  Nummern 
der  einzelnen  Artikel  durchgängig  mit  Überschriften  versehen 
worden;  dadurch  erfuhr  auch  das  Lihaltsverzeichnis  eine 
YerYoUstöndigung.  Am  Ende  des  Werkes  findet  sich  ein 
alphabetisches  Sachregister. 

Ich  kann  nicht  hoffen,  dafs  die  jetzige  Ausgabe  des  Serret- 
Hamackschen  Werkes  allen  Wünschen  und  Forderungen,  die 
man  an  sie  zu  stellen  hat,  gerecht  wird,  und  wenn  ich  auch 
vielfach  mit  Fachgenossen  über  die  Anlage  des  Unternehmens 
und  über  Einzelheiten  Bücksprache  genommen  und  ihnen  viele 
Batschlage  zu  danken  habe,  so  enthält  eine  derartige  Aufgabe 
gar  Vieles,  das  ganz  vom  subjektiven  Ermessen  des  Einzelnen 
abbangt.  Um  so  dankbarer  werde  ich  Berichtigungen  und 
Batschläge  au&ehmen,  die  mir  aus  dem  Leserkreise  zugehen, 
zumal,  wenn  sie  sich  für  die  beiden  folgenden  Bände  benutzen 
lassen  würden.  Es  erscheint  hiermit  der  erste  Band,  die  beiden 
anderen  werden  bald  nachfolgen. 

Der  Verlagsbuchhandlung  bin  ich  für  die  Bereitwilligkeit, 
mit  der  sie  aUen  meinen  Wünschen  entgegengekommen  ist, 
zu  grolsem  Danke  verpflichtet. 

Gottingen,  im  November  1896. 

G.  Bohlmann. 
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Einleitende  Begriffe. 


§  1.  Ton  den  Zahlen« 

1.  Die  Grundgesetse.  Dasjenige,  was  die  Zahlen  charak- 
terisiert, das  sind  die  Gesetze,  welchen  sie  gehorchen.  Diese 
lassen  sich  auf  einige  wenige  Grundformeln  zurückführen, 
deren  Gültigkeit  zunächst  f&r  die  ganzen  positiven  Zahlen 
festgestellt  wird.  Man  kennt  4  elementare  Rechnungsarten, 
die  4  Species  genannt:  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation, 
Division.    Für  sie  sind  die  oben  erwähnten  Grundformeln  diese : 

i.  AddiHon. 

1)  Associatives  Gesetz: 

(a  +  &)  +  c  =*  ö  +  (fc  +  c)- 

2)  Eommutatives  Gesetz: 

IL  Multiplikation, 

1)  Associatives  Gesetz: 

(ab)c ««  a{bc). 

2)  Kommutatives  Gesetz: 

ab  =  ba. 

3)  Distributives  Gesetz: 

(a  +  b)c  =  ac  +  bc, 

2.  Der  Bereich  der  rationalen  Zahlen.  Die  sogenannten 
indirekten  Operationen,  Subtraktion  und  Division,  lassen  sich 
im  Bereiche  der  ganzen  positiven  Zahlen  nicht  mehr  allgemein 
ausfahren.  Man  definiert  deshalb  neue  Gröfsen,  die  negativen 
ganzen  Zahlen  und  die  Quotienten  von  ganzen  Zahlen  oder 
Brüche;    jene    um    die   Subtraktion,    diese    um    die   Division 

Serret,  DUT.-  u.  Integral-Bechnung.    I.   2.  Aufl.  1 
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allgemein  möglich  zu  machen.  So  entsteht  der  Bereich  aller 
rationalen  Zahlen.  Dabei  zeigt  sich,  dafs  fär  die  rationalen 
Zahlen  die  oben  genannten  Bechnnngsgesetze  erhalten  bleiben 
und  eben  aus  diesem  umstände  leitet  man  die  Berechtigung 
her  sie  ebenfalls  Zahlen  zu  nennen.  Freilich  eine  sehr  wich- 
tige Thatsache  ist  hier  anzumerken:  Nicht  möglich  ist  die 
Division  durch  Null.    Vielmehr  beachte  man  immer  die  Regel: 

Man  dividiere  nie  durch  eine  Zahl,  bevor  man  sich  iibef'- 
&eugt  hat,  was  geschieht,  wenn  diese  Zahl  null  ist, 

3.  Der  Bereich  der  reellen  Zahlen.    Eine  Gleichung  wie: 

a;*  —  2  =  0 

hat  im  Gebiete  der  rationalen  Zahlen  keine  Lösung.  Man 
weifs  aber,  dafs: 

}/2  =  1,414  . . . 

sich  mit  beliebig  grofser  Annäherung  durch  rationale  Zahlen 
darstellen  lälst.  Dieser  Umstand  hat  zur  Folge,  dafs  bei 
passender  Interpretation  auch  für  }/2  die  obigen  Rechnungs* 
gesetze  erhalten  bleiben.  y2  ist  also  eine  Zahl.  Allgemein 
kann  man  zeigen: 

„Jede  Gröfse,  welche  sich  mit  beliebig  grofser  Annäherung 
durch  rationale  Zahlen  darstellen  läGst,  befolgt  die  oben  ge- 
nannten Gesetze.     Sie  heilst  deshalb  eine  Zahl.'^ 

Nehmen  wir  alle  so  entstehenden  Zahlen  zu  den  ratio- 
nalen Zahlen  hinzu,  so  entsteht  der  Bereich  aller  reellen  Zahlen 
überhaupt. 

Jede  nicht  rationale  Zahl  heifst  irrational.  }/2  ist  irrational. 
Auch  die  Zahl,  welche  die  Länge  eines  Halbkreisbogens  mit 
dem  Radius  1  mifst: 

jc  =  3,14159  . . . 

ist  irrational.  Man  unterscheidet  aber  die  irrationalen  Zahlen 
noch  weiter.  Eine  Zahl  x,  welche  —  wie  }/2  —  einer  alge- 
braischen Gleichung: 

«o^**  +  «1^""^  +  •  •  •  +  a«  =  0 

mit  rationalen  Koeffizienten  aQO^  . , .  an  genügt,  heifst  eine 
algAraische  Zahl.  Jede  nichtalgebraische  Zahl  heifst  Irans- 
cendent.    %  ist  transcendent. 
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Über  den  Bereich  der  reellen  Zahlen  hinausgegangen 
wird  im  elften  Kapitel  dieses  Bandes.  Bis  dahin  soll  —  wenn 
nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich  bemerkt  ist  —  unter  Zahl 
schlechthin  immer  eine  reelle  Zahl  verstanden  werden. 

Bildet  man  die  Reihe  von  Begriffen: 

Beeile,  algebraische,  rationale,  ganze  {  .      Zahl, 

so  ist  in  ihr  jeder  folgende  Begriff  als  Spezialfall  im  vorher- 
gehenden enthalten. 

4.  Der  absolute  Betrag.  Die  reellen  Zahlen  sind  —  ab- 
gesehen von  der  Null  —  positiv  oder  negativ.  Unter  dem 
„absoluten  Betrage*'  einer  Zahl  a  versteht  man  a  oder  —  a, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.  Der  absolute  Betrag 
von  null  ist  selbst  null.  Den  absoluten  Betrag  von  a  be- 
zeichnet man  nach   Weierstrass  durch  \a\.    Es  ist  also: 

|7|  =  |-7|  =  7. 

Es  seien  jetzt  a,  h,  . ,  .n  eine  Brcihe  von  Zahlen ^  und 
a,  ß,  . , ,  V  ihre  absoluten  Beträge.     Dann  ist: 

'  a^=^  -j^a,  fe'^  +  i';  ...n^a  +  v. 
Rechts  gilt  in  jeder  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen^ 
je  nachdem  die  linke  Seite  positiv  oder  negativ  ist. 

Ist  nun  die  Summe  a  -}"  ^  +  '  *  *  +  ^  nicht  negativ^  so  ist: 

Nimmt  man  in  der  letzten  Summe  alle  Zeichen  positiv,  so 
wird  diese  nicht  verkleinert;  es  ist  also: 

(a-j-5-|--«-nl5;a-f-/J-j f-v=a|a|-^-    6|-^-•••  +  |n|. 

Ist  dagegen  die  Summe  a  +  &  +  ■•+  *»  negativ,  so  ist 

die    Summe    von   —  a,  —  b,  — n    positiv    und   daher 

nach  dem  eben  Bewiesenen: 

I  —  a  —  b  —  •••w|^|  —  ^l  +  l  —  ^l  +  *''  +  |  —  w|- 
Da   aber   immer   |  —  o;  |  =  |  a;  {   ist,   so   gilt   auch   in  diesem 
Falle  die  Beziehung: 


d.  h.: 

Der  absolute  Betrag  einer  Summe  ist  Meiner  oder  höchstens 
gleich  der  Summe  der  absoluten  Beträge,    Der  FaU  der  Oleich- 

1* 
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heit  tritt  nur  ein,  wenn  alle  von  nuU  verschiedenen  Summanden 
das  gleiche  Vorgeichen  haben. 

5.  GtoometriflOhe  BepriLsentation  der  Zahlen  durch  Punkte 
einer  Geraden.  Nehmen  wir  auf  einer  geraden  Linie  will- 
kürlich einen  festen  Punkt  0  und  eine  Längeneinheit  an^  so 
können  wir  die  Entfernung  irgend  eines  Punktes  P  der  Gera- 

Pig.  1.  den  von^O  mit  Hülfe  jener  Längen- 

^ ^     einheit  messen.  Der  so  gefundenen 

^  Zahl  erteilen  wir  das  positive  oder 

negative  Zeichen,  je  nachdem  P  rechts  oder  links  von  0  liegt. 
Den  Punkten  P  der  Geraden  entsprechen  somit  bestimmte 
Zahlen,  umgekehrt  können  wir  einer  Zahl  einen  bestimmten 
Punkt  der  Geraden  zuordnen,  indem  wir  von  0  aus  eine 
Länge  OP  abtragen,  welche  durch  den  absoluten  Betrag  jener 
Zahl  gemessen  wird,  und  zwar  wird  man  P  rechts  oder  links 
von  0  annehmen,  je  nachdem  das  Vorzeichen  der  Zahl  positiv 
oder  negativ  ist.  Praktisch  hat  freilich  die  Genauigkeit  einer 
solchen  Messung  ihre  Grenzen.  Wir  wollen  uns  jedoch  vor- 
stellen, dafs  wir  die  Genauigkeit  der  Messung  so  weit  treiben 
könnten  wie  wir  wollten.  Alsdann  kann  man  das  folgende 
Axiom  aussprechen : 

Axiom,  Die  Gesamtheit  aller  reellen  Zahlen  x  und  die 
Gesamtheit  aUer  Punkte  P  einer  Geraden  lassen  sich  durch 
unsere  Messung  eindeutig  aufeinander  heeiehen;  dergestalt ,  dafs 
jeder  reeUen  Zahl  ein  und  nur  ein  Punkt  der  Geraden  entspricht 
und  jedem  Punkte  der  Geraden  eine  und  nur  eine  reeUe  Zahl. 
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§  2.  Yen  den  Funktionen. 

6.  Veränderliche.  Funktionen.  Die  Gröfsen,  welche  den 
mathematischen  Untersuchungen  zu  Grunde  liegen,  sind  von 
zweierlei  Art;  die  einen  besitzen  einen  bestimmten  festen  Wert, 
die  anderen  können  unendlich-  viele  verschiedene  Werte  an- 
nehmen. Jene  nennt  man  konstante,  diese  veränderlicfie  oder 
variabele  Gröfsen.  Die  Gesamtheit  der  Werte,  welche  eine 
Veränderliche  annimmt,  heifst  ihr  Variabüitätsbereich, 

Hat  man  bei  einer  Aufgabe  mehrere  Variabele  zu  be- 
trachten, so  kann  man  einigen  von  ihnen  willkürliche  Werte 
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beilegen,  und  alsdann  erhalten  die  anderen  Yariabelen  be- 
stimmte Werte.  Erstere  beifsen  die  unabhängigen  Veränder- 
lichen, die  anderen  die  abhängigen  Veränderlichen  oder  die 
FunkUonen  der  unabhängigen. 

So  führt  z.  B.  die  Untersuchung  des  Kreises  auf  drei 
Grofsen:  den  Badius,  die  Peripherie  und  die  Fläche.  Erteilt 
man  einer  dieser  Grofsen  willkürliche  yerschiedene  Werte,  so 
bekommen  die  anderen  beiden  bestimmte,  entsprechende  Werte; 
sie  sind  also  Funktionen  der  ersten,  welche  selbst  hierbei  die 
unabhängige  Variabele  ist. 

Bei  einem  geraden  Kreiscylinder  hat  man  Tier  Grofsen 
zu  betrachten:  den  Radius,  die  Hohe,  die  Oberfläche  und  das 
Yolnmen.  Hier  kann  man  zweien  der  Grofisen  willkürliche 
Werte  beilegen,  die  anderen  beiden  bekommen  alsdann  be- 
stimmte Werte,  sie  sind  also  Funktionen  von  zwei  unab- 
hängigen Yariabelen. 

Allgemein  definiert  man: 

y  ist  eine  FunkHon  der  einen  Veränderlichen  x,  wenn  jedent 
Werte  der  Veränderlichen  x  ein  bestimmter  Wert  y  eugeordnet  wird. 

y  ist  eine  Funktion  der  Veränderlichen  Xi,  x^,  .  .  .,  wenn 
jedem  Wertsysteme  der  Veränderlichen  x^y  x^^  . . .  ein  bestimmter 
Wert  y  zugeordnet  ist. 

7.  Binteilong  der  Funktionen.  Die  Funktionen,  welche 
wir  betrachten  werden,  werden  meistens  analytisch  definiert 
sein  durch  eine  Formel,  welche  die  Veränderlichen  x  enthält 
und  deren  Werte  die  Funktionswerte  y  repräsentieren. 

Man  teilt  die  Funktionen  in  ähnlicher  Weise  ein,  wie 
wir  es  f&r  die  Zahlen  bereits  kennen  gelernt  haben. 

unterwirft  man  die  Veränderlichen  und  Eonstanten  einer 
endlichen  Anzahl  von  Additionen,  Subtraktionen  und  Multi- 
plikationen, so  entsteht  ein  Polynom  oder  eine  ganee  rationale 
Funktion.     Die  Gleichung: 

y  =  OqX"^  +  a^x""-^  H h  «m 

definiert,  wenn  die  a  Eonstanten  sind,  y  allgemein  als  ganze 
rationale  Funktion  von  x.  Sind  die  a  ganze  rationale  Funk- 
tionen einer  zweiten  Variabelen  a;^,  so  ist  y  eine  ganze  ratio- 
nale Funktion  von  x  und  Xi,  sind  die  Eoeffizienten  a  ganze 
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ationale  Funktionen  von  x^  und  X2,   so   wird  y  eine  ganzer 
rationale  Funktion  von  x,  x^^  x^  n.  s.  w. 

Der  Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Funktionen: 


a^x"^  +  a^x"^"^  -{ \-a 


m 


h^x""  +  b^x""-^ -\ \-b^ 

lieiüst  eine  gebrochene  rationale  Funktion.  Die  ganzen  und  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen  zusammen  bilden  den  Bereich 
der  rationalen  Funktionen  schlechthin. 

Ist  y  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Koef- 
fizienten ganze,  rationale  Funktionen  sind,  so  heilst  y  eine 
algebraische  Funktion.  Die  algebraischen  Funktionen  umfassen 
also  als  spezielle  Fälle  die  rationalen,  y  «=»  |  Yx  \  ist  demnach 
eine  algebraische  Funktion  ebenso  wie  y  «=»  —  |  Yx  \ ;  denn  in 
beiden  Fallen  genügt  y  der  algebraischen  Gleichung: 

y«  -  a;  =  0. 

Eine  nicht  algebraische  Funktion  heilst  eine  transcendente. 
Binx  ist  eine  transcendente  Funktion  von  x. 

Eine  Funktion  y  heifst  explicüe  gegeben,  wenn  die  sie 
definierende  Gleichung  nach  y  aufgelöst  ist;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  ist  y  implieite  gegeben.  |  Yx  \  ist  durch 
y  =  I  Y^  I  explicite,  durch  y^  —  a;  «=  0  implieite  gegeben. 

Der  Yariabilitätsbereich  von  x,  für  welchen  die  ganzen 
rationalen  Funktionen  von  x  definiert  sind,  besteht  aus  allen 
reellen  Zahlen  überhaupt;  der  für  die  gebrochenen  rationalen 
Funktionen  umfaist  ebenfalls  {alle  reellen  Zahlen  x,  ausge- 
nommen die  etwaigen  Nullstellen  des  Nenners;  \Y^\  endlich 
ist  nur  definiert  für  den  Yariabilitätsbereich  aller  ^^sitiven 
reellen  x. 

um  zu  bezeichnen,  dafs  y  eine  Funktion  von  x  oder  eine 
solche  von  x^,  x^f  u.  s.  w.  ist,  schreibt  man: 

y  =  f{x)   bezw.   y  =  fi^u  a:,),  u.  s.  w. 

Der  Buchstabe  f  zur  Bezeichnung  einer  Funktion  ist  zwar 
die  Regel,  er  kann  aber  auch  durch  jeden  anderen,  ersetzt 
werden. 

Geometrisch  repräsentiert  man  gewöhnlich  Funktionen 
einer  Veränderlichen    durch    Kurveninige,    Funktionen    zweier 
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Veränderlichen  durch  Flächen.  Wir  wollen  nun  einige  spezielle 
transcendente  Funktionen  betrachten. 

8.  Die  Exponentialfnnktioni  a'.  Ist  a  eine  positive  Zahl^ 
so  ordnet  der  Ausdruck  a'  jeder  Zahl  x  eine  positive  Zahl  a^ 
za.  Von  denjenigen  Werten  von  a*,  die  nicht  reell  und 
positiv  sind,  sehen  wir  hier  ab.  Die  so  entstehende  Zu- 
ordnung der  Zahlen  x  und  a'  macht  a'  zu  einer  Funktion 
Ton  X,  Um  uns  über  den  Verlauf  von  ihr  zu  unterrichten, 
zeichnen  wir  die  Kurve  y  '^  a'.  Je  nach  dem  Werte  von  a 
sind  da  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden: 

«)    a>l.  /J)    a=l.  y)    a<l. 

a)  Ist  zunächst  |a>  1,  so  hat  die  Kurve  ungefähr  die 
untenstehende  Gestalt,  die  sich  auf  den  Fall  a  ««  2  bezieht. 
Die  Figur  lehrt  uns  Folgendes: 

Wenn  x,  von  sehr  grofsen  negativen  Werten  aus  wach- 
send, bis  0  geht,  wächst  die  Funktion  a'  von  sehr  kleinen 
positiven  Werten  bis  1.  Geht  dann 
X  von  0  bis  zu  sehr  grofsen  posi- 
tiven Zahlen,  so  wächst  a'  weiter 
und  zwar  immer  stärker  von  1  bis 
zu  sehr  grofsen  positiven  Zahlen.  In 
arithmetischer  Progression  stehen- 
den Abscissen  entsprechen  in  geo- 
metrischer Progression  stehende  Or- 
dinaten.  a*  wächst  also  beständig 
and  nimmt  daher  jeden  positiven 
Wert,  und  jeden  nur  einmal  an. 

ß)  Ist  a  =  1 ,  so  ist  a*  eben- 
falls bestandig  gleich  1. 

y)  Ist  endlich  a  <  1 ,  und  geht  x  von  sehr  grofsen  nega* 
tiven  Werten  aus  wachsend  durch  0  und  weiter  zu  sehr  grofsen 
positiven  Werten,  so  fallt  umgekehrt  a'  von  sehr  grofsen  posi- 
tiven Werten  beständig  bis  a^  «s  1  und  dann  weiter  bis  zu 
immer  kleineren  positiven  Werten,  a*  nimmt  vneder  jeden 
positiven  Wert  und  jeden  nur  einmal  an. 

9.  Die  goniometrischen  Funktionen.  Die  goniometrischen 
Funktionen  sind: 
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SinuSy     Cosinus,    TangenS;     Cotangens. 

Wir  bezeichnen  sie  durch: 

sin,    cos,    tg,     ctg. 

Die  goniometrischen  Funktionen  sind  im  Unterschiede  yoa 

den  bisher  betrachteten  nicht  numerisch,  sondern  geometrisch 

Fig.  8.  definiert.    In   der  Trigonometrie 

aber  wird  schon  gelehrt,  wie  man 
zu  jedem  Winkel  eines  Kreises 
den  numerischen  Wert  der  Funk- 
tionen sin,  cos,  etc.  mit  beliebiger 
Annäherung  berechnen  kann. 

Die  Zahl  x^  durch  welche 
die  Gröfse  des  Winkels  gemessen 
wird,  ist  hierbei  als  absolute  Zahl 
gedacht,  sie  giebt  die  Länge  des 
zum  Winkel  gehörigen  Bogens, 
gemessen  auf  einem  Kreise  mit  dem  Radius  1  (yergl.  Fig.  3). 
Die  volle  Umdrehung,  der  Winkel  von  360**,  erhält  dabei  den 
Zahlenwert  2%  und  jeder  Winkel,  dessen  Gradzahl  a  ist,  den 

numerischen  Wert: 

c^         a  an 

360        180 

Man  nennt  dieses  Winkehnafs  das  natürliche. 

Ein  Winkel  von  a  —  P  wird  im  natürlichen  Winkelmafs 
durch  die  Zahl 

gemessen.     Umgekehrt    entspricht    dem   Winkel    o;  «>  1    im 
Gradmafs: 


a  =  — —  57^ir44,8 


tf 


Zeichnet  man  unter  Festhaltung  des  natürlichen  Winkel- 
mafses  die  Kurven 

Ij/  — sin«,    y  — cosa;,    y  =  tgfl;,    y  =  ctga?, 

so  zeigen  diese  das  aus  der  Goniometrie  bereits  bekannte  Ver- 
halten.    Folgendes  m5ge  dabei  hervorgehoben  werden. 

1)  Alle  vier  Funktionen  sind  periodische  Funktionen  von  x, 
d.  h.  sie  bleiben  ungeändert,  wenn  man  das  Argument  x  um 
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eine  gewisse  Konstante,  die  Periode  genannt,  vermehrt.    Die 
Periode  von  sin  und  cos  ist  2;r,  die  von  tg  und  ctg  bereits  7t, 

Fig.  4. 


sma: 
cosac 


2)  Sinns  nnd  Cosinus  nehmen  alle  Werte  zwischen  —  1 
und  -|-  1  an,  Tangens  und  Cotangens  alle  reellen  Werte  Über- 
haupi. 

3)  Der  Sinus  nimmt  in  dem  Intervalle  — ö"  =  ^  =  T  *^^® 
Werte  zwischen  —  1  und  4~  1  ^^^  jeden  nur  einmal  an;  denn, 


n 


u 


Fig.  5. 


wenn  x  von  —  -r-  bis  +  y  g©ht,  wächst  sin  x  von  —  1  bis 

-f  1.  Der  Cosinus  nimmt  alle 
Werte  zwischen  —  1  und 
+  1  und  jeden  nur  einmal 
in  dem  Intervalle  0  ^  a;  ^  ä 
an.  Beschränken  wir  bei 
Tangens  und  Cotangens  das 
X  auf  dieselben  Intervalle 
wie  bezw.  bei  Sinus  und 
Cosinus,  so  nehmen  tg  und 
ctg  alle  reellen  Zahlenwerte 
und  jeden  nur  einmal  an. 

Ausnahmestellen  sind  x  =»  — 

f&r  den  Tangens,  x^^O  und 
x»3r  für  den  Cotangens, 
wo  die  fraglichen  Funk- 
tionen keinen  bestimmten 
endlichen  Wert  haben;  viel- 
mehr können  sie  dort  sowohl  -f-  cx>  als  —  oo  sein. 

10.   Die  inverse  Funktion.     Es  sei  y «« fix)  eine  Fimk- 
tion  von  a:,  für  jedes  a:,   welches   dem  Intervalle  « ^  a?  ^  6 
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Fig.  6. 


angehört.  Alsdann  entspriclit  jedem  Werte  x  dieses  Inter- 
valles  ein  bestimmter  Wert  y.  Die  Gesamtheit  dieser  Werte  y 
möge  dem  Intervalle 

angehören.  Nimmt  nun  f(x)  in  dem  Intervalle  jeden  Wert 
zwischen  Ä  und  B  einmal  und  nur  einmal  an,  so  entspricht 
auch  umgekehrt  jedem  Werte  y  des  Intervalles  A  bis  B  ein 
und  nur  ein  bestimmter  Wert  x,  für  welchen  y  =  f(x)  wird. 
Es  ist  dann  auch  x  eine  Funktion  von  yy  x  =^  ^  (y)  und  zwar 

heilst  9?(y)  eine  eu  f(x)  inverse 
Funktion.  Die  nebenstehende  Figur 
sucht  die  Definition  zu  erläutern. 
Der  Eurvenbogen  giebt  den  Ver- 
lauf der  Funktion  y  =  f{x)y  wenn 
X  als  Äbscissenachse^  y  als  Ordi- 
natenachse  gewählt  ist.  Die  Pro- 
jektion der  Kurvenpunkte  auf  die 
x  a;- Achse  liefert  alle  Punkte  des 
Variabilitätsbereiches  a^x^b. 
Die  Lote  oder  Ordinaten  in  diesen  Eurvenpunkten  geben  die 
zugehörigen  Fmoiktionswerte  y.  Projiziert  man  den  Eurvenzug 
auf  die  y-Achse^  so  wird  auf  dieser  gerade  das  Intervall  von 
A  bis  B  abgeschnitten.  Da  umgekehrt  jedem  Werte  y  dieses 
Intervalles  ein  und  nur  ein  Wert  x  des  Intervalles  a  bis  b 
entsprechen  soll,  so  wird  bei  der  Projektion  des  Eurvenbogens 
auf  die  y-Achse  der  Abschnitt  von  A  bis  B  lückenlos  und 
überall  einfach  überdeckt.  Betrachtet  man  jetzt  y  als  unab- 
hängige Veränderliche  und  sucht  denjenigen  Wert  x  in  dem 
Intervalle  von  a  his  b,  für  welchen  y  «=  f(x)  wird,  so  bildet 
man  die  Funktion  a;  =  9(y).  Geometrisch  wird  diese  erhalten, 
indem  in  den  einzelnen  Punkten  y  des  Intervalles  -4  ^  y  ^  J? 
Parallelen  zur  ^- Achse  von  der  Länge  und  Richtung  gezogen 
werden,  die  jedesmal  durch  x  =^  ip(j/)  bestimmt  sind.  Dabei 
entsteht  genau  der  alte  Kurvenzug  wieder.  Nur,  dafs  dieses  Mal 
die  Abscissen-  und  Ordinaienachse  ihre  RoUe  vertauscht  haben. 

Betrachten  wir  beispielsweise  die  Funktion  y  ^=0^  und 
weisen  x  alle  positiven  Zahlen  als  Variabilitätsbereich  an. 
Dann  nimmt  y  ebenfalls  alle  positiven   Zahlenwerte  an   und 
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jedem  positiven  Werte  x  entspricht  ein  und  nur  ein  positiver 
Wert  y  und  jedem  positiven  Werte  y  ein  und  nur  ein  positiver 
Wert  X.  Hier  wird  dann  x  ^  j  Yy  \  die  betreffende  zu  m?  inverse 
Funktion.    —  \Vy\  wäre  die  andere  zu  x^  inverse  Funktion. 

IL  Der  Iiogarithinns.  Betrachten  wir  die  in  8.  definierte 
Funktion  y  —  a',  so  sahen  wir,  wenn  a;  von  —  c»  bis  +  (x> 
länft^  nimmt  y  alle  positiven  Werte  und  jeden  nur  einmal  an. 
Natürlich  ist  dabei  a  als  positiv  und  von  Null  und  1  ver- 
schieden vorausgesetzt.  Es  wird  daher  umgekehrt  x  eine 
Funktion  von  y  werden.  Die  so  entstehende  Funktion  heifst 
bekanntlich  der  Logarithmus  von  y: 

o;  — «logy. 

Durchläuft  y  alle  positiven  Zahlen  von  0  an,  so  nimmt  der 
Logarithmus  alle  positiven  und  negativen  Werte  und  jeden 
nur  einmal  an.  Für  negative  Werte  von  y  ist  'logy  nicht 
definiert. 

12.  Die  oydometrifiM^hen  Funktionen*  Die  inversen  Funk- 
tionen der  goniometrischen  Funktionen  heifsen  die  cjclo- 
metrischen. 

9t  tt 

a.  Ist  z.B.  y  «>  tga;,  so  wird,  wenn  x  von  —  y  ^is  +  y 

läuft,  y  alle  negativen  und  positiven  Werte  durchlaufen  und 
jeden  Wert  nur  einmal  annehmen.  ^^^  ^ 

Jedem  Werte  y  entspricht  daher 
ein  und  nur  ein  Wert  x  zwischen 

—  Y  und  +  Y*  ^  ^^^  ®^  ^^^^ 
Funktion  von  y,  welche,  wenn  y 
alle  reellen  Werte  durchläuft,  alle 

Werte  zwischen  —  —  und  +  v 

annimmt.  Die  so  definierte  Funk- 
tion heilst  der  Arcus  Tangens  von 
y  und  man  schreibt: 

x  —  arctg  y, 

weil  X  ein  Bogen  ist,  dessen  Tangens  gleich  y  ist. 

Die  so  entstehenden  Werte  x  sind  aber  nicht  die  einzigen, 
welche  die  Gleichung  y  <»  tga;  erfüllen.  Da  vielmehr  der  Tangens 
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die  Periode  tc  besitzt,  so  ist  auch  y»'tg(a;4~%^)>  ^^  ^  irgend 
eine  ganze  Zahl  ist,  und  daher  erfüllt  ^auch: 

X  =  arctgy  +  kTC 

die  Gleichung  y  —  tgo:.  Jede  Funktion  der  Form  arc  ig  y^-kx 
ist  daher  eine  zum  Tangens  inverse  Funktion.  Die  Gleichung 
X  — ="  arc  tg  y  +  Ä«  liefert  aber  alle  Werte  x,  welche  y  »=•  tg  a? 
genügen,  wenn  Je  alle  ganzen  Zahlen  durchläuft, 

b.  Ist  dagegen  y  <»  ctg  x  und  durchläuft  x  alle  Werte 
von  0  bis  ä,  so  durchläuft  y  alle  reellen  Werte  und  jeden 
nur  einmal.     Umgekehrt  wird  daher: 

X  =  arc  ctg  y 

eine  Funktion,  welche  alle  Werte  zwischen  0  und  n  und  jeden 
nur  einmal  annimmt,  wenn  y  alle  reellen  Werte  durchläuft 
ÄUe  Werte  x,  welche  y  «>  ctg  x  erfüllen,  liefert  die  Gleichung 

X  =«  arc  ctg  y  +  ^^» 

wenn  k  alle  ganzzahligen  Werte  durchläuft. 

c.  Ist  femer  y  =»  sin  o;  und  durchläuft  x  alle  Werte  von 

—  -^  bis  +  — ,  so  durchläuft  y  alle  W^rte  von  —  1  bis  +  1 

und  setzt  man  umgekehrt: 

X  =  arc  sin  y, 

so  wird  dies  eine  Funktion,  welche  nur  für  alle  Werte  y 
zwischen  —  1   und  +  I    definiert   ist.     Durchläuft  y    dieses 

Intervall,   so  nimmt  x  alle  Werte  zwischen  —  ~  und  +  — 

und  jeden  nur  eiumal  an. 

Da  aber  sina;  «=  sin(Ä  —  x)  ist,  so  ist  neben  x  «=  arc  sin  y 

auch 

X  «^  7C  —  arc  sin  y 

eine  Lösung  der  Gleichung  y  =  sinn;.  Da  endlich  sin  (x  -f-  2%») 
>a  sina;  ist,  so  stecken  alle  Lösungen  der  Gleichung  y  <=  sinx 
in  den  zwei  Formeln: 

X  «=  arc  sin  y  +  2k7C 

rr  =  —  arc  siny  +  (2k  +  1)^» 

in  welchen  k  ii^end  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

d.  Ist  endlich  y  »=  cos  x  und  durchläuft  x  alle  Werte  von 
0  bis  Ä,  so  durchläuft  y  alle  Werte  von  —  1  bis  -(-1  ^^^ 
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X  s»  arc  cos  y 

wird  eine  Funktion^  welche^  wenn  y  alle  Werte  zwischen  —  1 
und  -j"  ^  durchläuft,  alle  Werte  zwischen  0  und  x  und  jeden 
irnr  einmal  annimmt.  Eine  neue  Losung  der  Gleichung  y^^coBX 
ergiebt  sich  wegen  cosx  «»  cos(23r  —  x),  nämlich: 

x  =  2«  —  arc  cos  y 

und  alle  Lösungen  jener  Gleichung  stecken  in  den  zwei  Formeln: 

X  a=  arc  cos  y  -(-  2kn 

a;  «=»  —  arc  cos  y  +  2Ä«, 
in  welchen  k  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

§  3.  Der  Begriff  der  Grenze. 

18.  Grenxwert  bei  wachsendem  x.  Wir  wollen  der  Ver- 
änderlichen X  den  Yariabilitätsbereich  aller  reellen  Zahlen  von 
b  bis  a  anweisen,  b  eingeschlossen,  a  ausgeschlossen: 

b^x  <Ca 

und  in   diesem  Bereiche   jedem  Werte   x   einen   bestimmten 
Wert  y  zuordnen,  also  y  zu  einer  Funktion  von  x  machen. 

Der  nebenstehende  Eurven- 
zug  stelle  diese  Funktion  vor. 
Man  wird  versucht  sein  die  Eurye 
auch  bis  a  fortzusetzen,  und  so 
entstände  eine  Ordinate^.  Diese 
Ordinate  nennt  man  den  Grenz- 
wert, dem  y  oder  f(x)  sich  nähert, 
wenn  x  sich  wachsend  dem  Werte 
a  nähert.  Dieser  Grenzwert  hat 
also  mit  dem  Werte,  der  f(x) 
selbst  an  der  Stelle  a  vorge- 
schrieben ist,  d.  h.  mit  f(a)  gar 
nichts  zu  thun.  An  der  Stelle  x  ^=  a  ist  ja  die  Funktion  noch 
gar  nicht  definiert.  Vielmehr  wird  Ä  nur  von  den  Werten  f(x) 
abhängen,  welche  die  Funktion  vor  der  Stelle  x  »^  a  annimmt. 
Die  beiden  folgenden  Figuren  beziehen  sich  auf  andere  Möglich- 
keiten, wie  f(x)  sich  mit  gegen  a  wachsendem  x  dem  Werte  A 
nähern  kann. 


a-A 


'  JC 
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In  Fig.  8  nähert  sich  f{x)  wachsend,  in  Fig.  9  (ämehmend, 
in  Fig.  10  osciUierend  dem  Grenzwerte  Ä.  Das  eben  geschil- 
derte Fortsetzungsgefühl  kommt  daher,  dafs  in  allen  Fällen 
vor  rc  as  a  lauter  Ordinaten  liegen,  die  sämtlich  nur  noch  sehr 
wenig  von  A  abweichen. 


A-V 


^ 


Fig.  9. 


a-h 


a 


X 


A-d 


Ö- 


Fig.  10. 


r»i^    mA 


a-h 


CL 


-w 


Versteht  man  also  unter  6  eine  kleine  positive  Zahl  und 
zieht  zur  rc-Achse  im  Abstände  A  —  tf  und  A-^-  fS  Parallelen 
und  bildet  so  einen  kleinen  Streifen  von  der  Breite  26,  so 
werden  von  einer  bestimmten  Stelle  an  —  in  den  Figuren  für 
alle  X  hinter  a  —  Ä  —  die  zugehörigen  Kurvenpunkte  in  dem 
Streifen  eingeschlossen  sein.  Ja  sogar,  wenn  man  beliebig 
klein  die  Zahl  tf,  also  auch  die  Breite  2(7  des  Streifens,  vor- 
giebt,  so  kann  man  immer  eine  Stelle  vor  a,  rr  =  a  —  h 
finden,  so  dafs  für  alle  auf  a  —  Ä  folgenden  Werte  von  x  bis 
zur  Stelle  o;  =»  a  hin  die  Endpunkte  der  zugehörigen  Ordi- 
naten y  in  den  vorgegebenen  Streifen  hineinfallen,  der  von 
den  Parallelen  zur  a;-Achse  im  Abstände  A-^-  fS  und  A  —  fS 
begrenzt  wird.  Diese  Beobachtungen  führen  zur  folgenden 
Definition  des  Grenzwertes: 

Definition,  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x)  erhält  den 
Grengwert  A,  wenn  x  his  a  wächst,  so  bedeutet  dies: 

Wird  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  6  willkürlich  vor- 
geschrieben, so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden^ 

so  dafs: 

\f{a^h')-A\<6 

wird  für  jedes  positive  K,  das  Meiner  als  h  ist 
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Fig.  11. 

y 


%j  =  a? 


Einige  Beispiele  mögen  das  Gesagte  erläutern. 

Beispiel  L  Wächst  x  von  einer  negativen  Zahl  bis  0^ 
so  erhält  die  Funktion  ^  «=>  o;'  an  der  Stelle  x  >=  0  den  Grenz- 
wert null. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  wird  bereits  durch  den 
Anblick  der  untenstehenden  Figur  plausibel  gemacht.  In 
der  That^  sei  6  eine  beliebig 
kleine,  Yorgegebene  positive 
Zahl;  etwa: 

6  =  0,001 5 

alsdann  vnrd  nach  der  Behaup- 
tung ^esO  und  a  =  0;  es  ist     ^_+ 

also  zu  zeigen,  dafs  eine  po- 
sitive Zahl  h  gefunden  werden 
kann,  so  dafs 

!  (—  hy  I  <  0,001 

wird  fOr  jedes  h'  <.h.    Diese 
Bedingung  ist  aber  erfüllt,  wenn  h  »>  0,1  gesetzt  wird. 
Beispiel  IL    Die  zahlentbeoretische  Funktion 

in  welcher  nach  Gaufs  [x]  die  gröfste  ganze  in  x  enthaltene 
Zahl  bedeutet,  erhält,  wenn  x  bis  a  ^^  3  wächst,  den  Grenz- 
wert 2. 

Das  geometrische  Bild 
der  Funktion  wird  durch  die 
nebenstehende  Fig.  12  gelie- 
fert. Die  Kurve  verläuft  so, 
dals  f£Lr  alle  x,  die  in  den 
Intervallen 

0^a;<l, 

2^x<3,  ... 

liegen,  die  Funktion  y  einen 
im  ganzen  Intervalle  kon- 
stanten Wert  behält,  nämlich  bezw.  0,  1,  2,  ... .  In  dem 
Endpunkte  jedes  Intervalles  springt  sie  plötzlich  auf  einen  um 
1  höheren  Wert, 


Fig.  18. 


[x] 


z- 


O 


¥ 
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vor,   so 


Gebe  ich  nun  ö  beliebig  klein,  etwa  gleich  -rx 
wird  die  Differenz 

|[3-AT-2|  =  0<-j^ 

für  jedes  h\  welches  den  Bedingungen 

2  ^  3  —  Ä'  <  3 
genügt,  also  für  jedes  positive  h'y  welches  kleiner  als  1  ist. 

Beispiel  HL    Nähert  sich  x  vom  Negativen   her   der 

Null,  so  strebt  die  Funktion  y  «=»  sin—  überhaupt  gar  keinem 
Grenzwerte  für  a;  «*  0  zu. 

Fig.  13. 


— a: 


-f 


Während  nämlich  x  vom  Negativen  her  bis geht, 

nimmt  y  ununterbrochen  ab  von  0  bis  —  1,  in  den  immer 
kleiner  werdenden  Intervallen  von  x  « 


bis  a;  «=»  —  ^  - , 


von  x 


bis  X 


2 


a  —  ---,  u.  s.  w.  schwankt  nun  y  be- 
1   und  +  1  hin  und  her,   so  dafs,   wie 


Sn 

ständig  zwischen 

klein  man  auch  das  Intervall  von  a;  =«  —  Ä  bis  a;  =  0  nehmen 

mag,  immer  noch  y  «=»  sin—  in  ihm  den  Wert  —  1  sow;ohl 

SD 

als  4*  1  annehmen  kann,  so  dafs  die  Oscillationen  nicht  gegen 
null  konvergieren.  Giebt  man  also  z.  B,  <y  —  ^  vor,  so  kann 
man  nie  eine  Zahl  h  finden,  so  dafs  für  alle  x  zwischen  —  h 


und  0 


sin 


X 


<  0  bleibt. 


14.  Grenzwert  bei  abnehmendem  x.    Wir  wollen  jetzt  x 
den  Yariabilitätsbereich  erteilen: 

a  <ix^c, 

also  a  ausschliefsen,   c  einschliefsen   und   nun  wieder  jedem 
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Werte  x  des  Bereiches  einen  bestimmten  Wert  y  zuordnen, 
so  daüs  y  eine  Funktion  von  x  wird.  Denkt  man  sich  die 
Enryenztlge  der  Figuren  8.  9.  10.  an  der  Ordinate  y  ^^  A  ge- 
spiegelt, so  entstehen  zu  ihnen  ganz  symmetrische  Eurvenzüge, 
deren  Ordinaten  in  der  Richtung  von  rechts  nach  links  dem 
Werte  A  zustreben.  Sie  geben  dann  ein  Bild  daför,  wie  eine 
Funktion  f{x)  bei  nach  a  abnehmendem  x  sich  dem  Grenz- 
werte A  nahem  kann. 

Versteht  man  wieder  unter  6  eine  beliebig  klein  vor- 
gegebene positive  Zahl  und  konstruiert  wieder  einen  von  den 
Parallelen  y  i^  A  —  6  und  y  =>  ^  -|-  <T  eingeschlossenen 
Streifen,  so  wird  fClr  jeden  Wert  Xy  der  gröfser  als  a,  aber 
kleiner  als  a  -^-h  ist,  der  Endpunkt  der  zugehörigen  Ordi- 
nate y  »s  f^x)  in  den  Streifen  hineinfallen.   Wir  definieren  also: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f(x)  erhält 
den  Grenswert  A,  wenn  x  bis  a  abnimmt,  so  bedeutet  dies: 

Wird  eine  (Jbdidng  kleine)  positive  Zahl  6  ivilüoürlich  vor- 
gesehrieben,  so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden^  so  dafs 

\f(a  +  h')-A\<6 

wird  für  jedes  positive  h\  das  kleiner  als  h  ist. 

Nehmen  wir  unsere  früheren  Beispiele,  so  sehen  wir: 
Seispiel  I.    Nimmt  x  von  einer  positiven  Zahl   bis  0 

ab,  80  erhalt  die  Funktion  y «»  o;'  an  der  Stelle  x  ^=^0  den 

Grenzwert  0. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  lehrt  wieder  fast  schon 

der  blofise  Anblick  auf  die  rechte  Hälfte  der  Figur  11.    Ist  0 

wieder  eine  beliebig  kleine,  vorgegebene  positive  Zahl,  etwa: 

6  «-  0,001, 

80  wird  zu  zeigen  sein,  dafs  für  ein  passendes  h: 

|Ä'»|<0,001 

wird  fOr  jedes  positive  h',  das  kleiner  als  h  isi  Auch  hier 
ist  h  —  0,1  das  gesuchte  h, 

Beispiel  IL  Die  Funktion  y  >»  [x"]  erhält,  wenn  x  bis 
a  «->  3  abnimmt,  den  Grenzwert  3.    In  der  That  wird 

|[3  +  A1  — 3|  =  0<<y 

fBr  beliebig  kleines  positives  6,  wenn  nur  die  positive  Zahl  h' 
kleiner  als  1  ist. 

8»rret,  Diit-  o.  Intogral-Beobnung.    L    8.  Aufl.  2 
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Beispiel  HL  Die  Funktion  y  =«  sin—  erhält  fttr  a?  =  0 

auch  dann  keinen  bestimmten  Grenzwert^  wenn  x  vom  Posi- 
tiven her  abnehmend  sich  der  Null  nähert;  denn  auch  in 
jedem  noch  so  kleinen  Intervalle  rechts  vom  Nullpunkte  er- 
reicht sie  die  Werte  +  1  und  —  1. 

15.  Grenswert  überhaupt.  In  unseren  drei  Beispielen 
hat  also  die  Funktion  y  »» f(x)  an  der  gerade  betrachteten 
Stelle  X  '^  a  nur  in  dem  ersten  Falle  einen  bestimmten  Grenz- 
wert ^  der  denselben  Wert  hat,  von  welcher  Seite  aus  man 
auch  sich  x  dem  Werte  a  nähern  läfst.  Denn  rc'  wird  für 
o;  c»  0  in  beiden  Fallen  null,  [o:]  hat  zwar  bei  beiden  Rich- 
tungen der  Annäherung  einen  bestimmten  Grenzwert  fQr 
X  ^=  3y  aber  dieser  ist  2^  wenn  x  sich  wachsend^  er  ist  3^ 

wenn  x  sich  abnehmend  der  Stelle  x^=  3  nähert,    sin  —  end- 

X 

lieh  besitzt  für  a;  =  0  weder  bei  der  einen  noch  bei  der 
anderen  Art  der  Annäherung  an  o?  ^s  0  dort  einen  bestimmten 
Grenzwert.  Nur  von  Funktionen,  welche  wie  x^  an  der  be- 
trachteten Stelle  bei  beiden  Arten  der  Annäherung  denselben 
Grenzwert  hat,  sagen  wir,  sie  besitzen,  schlechthin  an  der 
Stelle  X  =^  a  einen  bestimmten  Grenzwert  und  wir  sagen  daher: 

Definition.  y^Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x)  hat 
den  Grrenzwert  A  an  der  Stelle  x^^  a,  so  keifst  dies  f(x)  hat 
sowohl  bei  nach  a  wachsendem,  als  nach  a  abnehmendem  x  den 
Grenzwert  AJ^ 

Vergleicht  man  die  für  den  Grenzwert  bei  abnehmendem 
und  wachsendem  x  gegebenen  Definitionen  untereinander,  so 
erkennt  man,  dafs  sie  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  der  dort 
vorkommenden  Grofse  h'  unterscheiden;  daher  kann  die  letzte 
Definition  auch  durch  diese  ersetzt  werden: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x)  hat  den 
Grenzwert  A  an  der  Stelle  rr  =  a,  so  heifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  6  vorgesdiriebeii^ 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs: 

\f(a  +  h')  —  A\<6 

wird  für  jedes  von  nuU  verschiedene  h',  dessen  Betrag  kleiner 
als  h  ist. 
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Betrachten  wir  wieder  unser  Beispiel  v?  an  der  Stelle  0 
und  wählen  6  =  0,001,  so  wird 

|Ä'»|<  0,001 

f&r  jedes  &',  für  welches  |  A'  |  <  0,1  ist. 

Hat  eine  Funktion  f{jc)  an  der  Stelle  x^^  a  den  Grenz- 
wert A^  so  nennt  man  diesen  auch  den  Limes  von  f{x)  fär 
o;  =  a  und  schreibt: 


Es  ist  also: 


lim    f{x)  =  A. 

lim    a?'  —  0. 
«  —  0 


16.  Funktionen  mehrerer  Ver&nderliohen.  Die  vorher- 
gehenden Definitionen  lassen  sich  mutatis  mutandis  auch  auf 
Funktionen  mehrerer  Veränderlichen  x^x^. . ,  ausdehnen.  Ist 
die  Zahl  dieser  Veränderlichen  2,  so  kami  man  zur  geome- 
trischen Interpretation  greifen,  indem  man  die  2  Veränder- 
lichen x^j  x^  durch  Punkte  einer  Ebene  und  den  zu  jedem 
Wertsysteme  Xj,  x^  zugehörigen  Funktionswert  y  durch  ein 
Lot  von  der  Länge  y  auf  der  Ebene  {x^  x^)  im  Punkte  {x^  x^) 
repräsentiert.     Setzt  man  allgemein 

Xi  ^*»  ^1}  *^  ^^  ^i)  •  •  •} 
so  sagt  man,  man  fixiert  eine  bestimmte  Stelle  ftlr  das  Wert- 
system ar^,  X2y ...    Die  Stelle  oder  das  Wertsystem  äj^,  rCj, ... 
ist  null,  wenn  alle  x  einzeln  null   sind.     Die  Definition  des 
Grenzwerts  lautet  hier  so: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x^y  ^s;-.-) 
Tuxt  den  Grrenjswert  A  an  der  Steile  x^  <=  a^,  rr,  ■»  o^, . . .,  so 
heifs  dies: 

Wird  eine  (beUä>ig  Meine)  positive  Zahl  6  vorgeschrieben, 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

l/'(«i  +  V,  a^  +  }H\'")-A\<6 

trird  für  jedes  von  nuU  verschiedene  Wertsystem  h',  welches  den 
Bedingnngen : 

|Ä/I<A,1V1<Ä,--. 
genüffL 


2' 
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§  4.    Die  Begriffe  +  oo  und  —  oo. 

17.    Endlicher  Girmswert  bei  nnendHehem  x.    Zeichnet 

man  sich  die  Kurve  y  «»  -, »  ^^  erhält  man  zwei  Aste  in  der 

in  Figur  14  dargestellten  Weise,  Der  den  positiven  Werten 
X  entsprechende  Ast  nähert  sich  mehr  und  mehr  der  Abscissen- 
achsC;  je  gröfser  x  wird;  ohne  sie  jemals  zu  erreichen.    Man 

sagt  daher^  wenn  x  posi- 
tiv unendlich  groüs  wird, 

hat  -i  zum  Grenzwert  null 


und  schreibt 
lim 


X' 


0. 


OS—  00 

Nimmt  x  von  einem  ne* 
gativen  Werte  aus  immer 
mehr  ab,  so  nähert  sich 
der  andere  Ast  ebenfalls 
immer  mehr  der  o;- Achse, 
ohne  sie  je  zu  erreichen. 

Man  sagt  entsprechend,  -^  hat  den  Grenzwert  null,  wenn  x 

so 

negativ  unendlich  groüs  wird  und  schreibt: 


lim 


«  —  —  00 


x" 


0. 


Schlieüst  man  den  Grenzwert  der  Funktion  y,  also  y  <»  0, 
wieder  in  einen  Streifen  ein,  indem  man  im  Abstände  -f-  6 
und  —  6  Parallelen  zur  Abscissenachse  zieht,  so  bleiben  von 
einem  bestimmten  o;  an  (in  der  Figur  von  a;  =  +  n,  bezw.  —  n 
an)  die  zugehörigen  Eurvenpunkte  hestimdig  innerhalb  dieses 
Streifens  und  dies  gilt,  wie  klein  man  auch  die  Zahl  <r  wäh- 
len mag.    Dementsprechend  definiert  man: 

Definition.     Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f{x)  hat  den 

+  cx)  uKichst 


Grenzwert  A,  wenn  x  bis  I 


CX)  abnimmt 


,  und: 
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lim   f{x)  —  A, 

0?  —  00 

lim      fix)  »=•  A 

Xmm  00 

sdireibt,  so  heißt  dies: 

Wird  eine  (beliebig  Heine)  positive  ZcM  0  vorgesehnSben^ 
so  hmn  man  immer  eine  positive  Zahl  n  finden^  so  dafs 

\fix)-A\<6 
unvd  für  jedes  \  ^^.     [  a?,  dessen  Betrag  n  übersteigt 

In  d€m  Beispiele  y«  -§  sei  <r  —  O^OOOl  vorgeschrieben 


PH' 

1 


imd  zu  zeigen^  dafs    lim     ;^  "»  0  ist.    Dann  ist   ein  n  zu 

d?  —  00 


finden,  so  dals  für  jedes  x>n 

<  0,0001 


X 


1_ 

* 


wird.     Das  gesuchte  w  ist  n  «=  100. 

18.   Unendlicher  Grenzwert  bei  endlichem  x.   Betrachtet 

man  hingegen  y  «»  -^  in  der  Nähe  von  ^  «.  0,  so  wird,  wenn 

X  sich  (von  irgend  einer  Seite  her)  der  Null  nähert,  y  immer 

gröüser  und  gröfser.     Man  sagt  daher  -;   hat    an   der   Stelle 

«■=»0    den   Grenzwert  oo.      Würde  man  die  Kurve  an  der 

X '  Acluse  spiegeln,    so   entstände   die  Kurve  y «» -^   die 

Fimktion  y  — 1  hätte  fttr  a:  —  0  den  Grenzwert  —  oo. 

"  X 

Schreibt  man  bei  der  Kurve  y  '^    ^  eine  beliebig  grofse 

positive  Zahl  N  vor,  und  zieht  im  Abstände  N  zur  x  Achse 
eine  Parallele,  so  schneidet  diese  die  Kurve  in  zwei  Punkten, 
deren  Abscissen  die  Länge  h  haben  und  jeder  Abscisse,  deren 
Länge  kleiner  als  h  ist,  entspricht  eine  Ordinate  y,  die  noch 
groiser  als  die  vorgegebene  Ordinate  n  ist.  Demnach  defi- 
niert man: 

Definition.    Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f(x)  hat  an  der 

Stelle  a?  —  a  den  Grenjswert  |  _  oo,  und  schreibt: 
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im    f{x)  —  {  "•"  (X), 

mm  a  ^ 


lim 

X 


80  keifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  grofse)  positive  Zahl  N  vorgeschriebeny 
fo  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs: 


{  +  /-(a+A')>jr 


wird  für  jedes  von  NuU  verschiedene  h\  dessen  Betrag  kleiner 
als  h  ist. 

19.     Unendlioher   Grenzwert  bei   nnendliohem  x.     Die 

Funktion  y  '^  a?,  deren  Kurvenbild  in  Figur  5  dargestellt  ist, 
hat  für  x^^  -^  (x>  den  Grenzwert  +  <^;  fftr  a?  —  —  oo  den 
Grenzwert  —  oo.  Würde  man  die  Kurve  an  der  y- Achse 
spiegeln,  so  entstände  das  Bild  der  Funktion  —  a?  und  diese 
weist  für  a;  =  +  oo  den  Grenzwert  —  oo,  fftr  a?  ■=  —  oo  den 
Grenzwert  +  oo  auf.  Genau  so  wie  in  den  vorhergehenden 
Fällen  führt  diese  Beobachtung  zu  der  Definition: 

Definition.     Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f(x)  hat  für 

a;  =a  -|-  (X) 


den  Orenm/oert  +  ^^  ( —  ^  w«(Z  schreibt: 

a:  —  —-  oo  *        ^         ^ 


lim    f{x)  =  oo,  (—  oo), 

{x^  —  oo 
so  hei f 8t  dies: 

Wird  eine  (beliebig  grofse)  positive  Zahl  N  vorgeschrieben, 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  n  finden,  so  dafs: 

+  f(^x)>N,i-f(x)>N) 

wird  für  jedes  |  -^       .     x,  dessen  Betrag  n  übersteigt. 

Natürlich  giebt  es  auch  Funktionen,  welche  auch  fQr 
^  BBS  oo  keinen  bestimmten  (endlichen  oder  unendlichen)  Grenz- 
wert haben;  sina:  schwankt,  wie  grofs  auch  x  werden  mag, 
zwischen  den  Grenzen  +  1  ^^^'^  —  1;  ^^^  ^^  immer  wieder 

erreicht,  hin  und  her;  ein    lim    sino;  existiert  also  nicht. 

a:  a-  oo 

Man  erkennt  aus  dem  Vorhergehenden,  dafs  die  Symbole 
-f-  oo  und  —  oo  manche  Eigenschaften  mit  den  Zahlen  ge- 
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mein  haben.  Da  sie  aber  in  anderen  Punkten  durchaus  nicht 
ihren  Gesetzen  gehorchen^  werden  wir  sie  nicht  als  Zahlen 
bezeichnen  dürfen.  Wenn  daher  im  Folgenden  von  Zahlen 
die  Bede  ist,  oder  Buchstaben  a  . . .  eingeführt  werden ,  sollen 
die  Symbole  -|-  cx)  und  —  oo  stets  ausgeschlossen  sein. 

§  5.    Stetigkeit 

20.  Stetigkeit  von  Funktionen  Biner  Ver&nderliohen. 
Betrachten  wir  die  bisher  gezeichneten  Kurven  an  denjenigen 
Stellen,  an  welchen  wir  sie  untersucht  haben  der  Beihe  nach 
und  beginnen  mit  [x],  so  macht  diese  Funktion  an  der  Stelle 
x  =  i  (und  ebenso  für  jeden  anderen  ganzzahligen  Wert  von  x) 
einen  Sprung  (ygl.  Fig.  12),  sie  wird  dort  unstetig,  sie  hat  an 
der  Stelle  x  «=  3  nicht  denselben  Grenzwert^  je  nachdem  x 
wachsend  oder  abnehmend  in  die  Stelle  ^  =  3  hineinrückt. 

Noch  weniger  hat  sin  —  (Fig.  13)  an  der  Stelle  x  =  0  einen 

sc 

bestimmten  Grenzwert,  auch  diese  Funktion  wird  man  nicht 
als  stetig  in  ^  »=»  0  bezeichnen  wollen.     Die  Funktion  y  «•  - , 

besitzt  für  :c  >=  0  zwar  einen  bestimmten  Grenzwert  (Fig.  14), 

aber  dieser  ist  xmendlich  grofs  und  deshalb  wird  auch  y  «"  ~, 

an  der  Stelle  a;  «=  0  nicht  stetig  genannt  werden  können. 
Damit  also  eine  Funktion  f(x)  allgemein  an  der  Stelle  o? «»  a 
stetig  genannt  werden  darf,  ist  jedenfalls  notwendig,  daXs  f(x) 
an  der  Stelle  x  ^^  a  einen  bestimmten,  endlichen  Grenzwert 

besitzt: 

lim    f(x)  —  A. 
x  —  a 

Diese  Bedingung  erfüllt  z.  B.  die  Funktion  o;'  für  2;  -»  0 
(ygl.  Fig.  11).  An  dieser  Stelle  besitzt  x^  einen  ganz  be- 
stimmten Grenzwert.  Aber  noch  mehr,  dieser  Grenzwert  ist 
genau  gleich  dem  Zahlenwerte,  welchen  a^  erhält,  wenn  man 
einfach  o;  «- 0  in  den  Ausdruck  der  Funktion  a^  einsetzt; 
denn  der  Ghrenzwert  ist  ebenso  wie  der  Funktionswert  für 
o;  «3  0  gleich  null.  In  der  That  yerläuft  auch  die  Eunre 
y  BS  ^  im  Punkte  o;  *«  0,  wie  der  blofse  Anblick  lehrt,  ganz 
stetig.    Wir  werden  deshalb  als  eine  zweite  Bedingung  für  die 
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Stetigkeit  die  einf&hren,  daCs  der  Grenzwert  Yon  f{x)  9Sa  x^^a 
gleich  f(a)  selbst  ist.    Also: 

A  -  f(a). 

Wie  notwendig  diese  zweite  Bedingung  ist^  lehrt  ein  sehr 
einfaches  Beispiel^  welches  an  unsere  Funktion  a?  anknüpft. 
Wir  definieren  eine  Funktion  y  -"  9(^);  indem  wir  festsetzen 
fp{x)  soll  für  jedes  von  null  verschiedene  x  denselben  Wert 
wie  7?  haben,  nur  für  o;  «-  0  setzen  wir  ^(^r)  «-  7,  So  will- 
kürlich diese  MaJsregel  ist^  das  so  konstruierte  ip{x)  fällt  unter 
den  Begriff:  „FunkMon  von  x^.  Das  Eurvenbild  von  y  «^  fp{x) 
wird  genau  das  der  Figur  11  sein,  nur  für  o;  >»  0  springt  die 
Ordinate  auf  den  Wert  y  «>  7,  Für  diese  Funktion  tp  (x)  bleibt 

also 

lim    q>{x)  «■  0 

05  —  0 

denn  der  Grenzwert  yon  q)(x)  für  x  =s  0  hängt  ja  nur  yon  den 
Werten  in  der  Nähe  von  o;  =  0  ab  und  diese  stimmen  sämt- 
lich mit  denen  von  x^  überein.    Aber  es  ist: 

9(0)-7 

denn   das   haben  wir  ja  festgesetzt    Es  ist  also  hier  zwar 

lim  f{x)  »^  Ä  ein  bestimmter  Wert;  dieser  ist  aber  yerschie- 
X  M.  a 

den  von  f{a)  und  dem  entspricht,  dafs  das  geometrische  Bild 
der  Kurve  y  »=  9(^)  an  der  Stelle  0  eine  Unstetigkeit  aufweist. 
Also  erst  die  Bedingungen 

lim  f(x)  —  ^  —  f(a) 

charakterisieren  mathematisch  ausreichend  die  Forderung,  dafs 
f(x)  an  der  Stelle  a  stetig  ist  und  wir  definieren  daher  jetzt 
ganz  kurz: 

Definition.  Wenn  wir  sagen  ^  die  Funktion  f{x)  ist  stetig 
an  der  Stelle  x^»  a^  so  keifst  dies^  sie  hat  für  x^^  a  ünen  be- 
stimmten endlichen  Gfrenetvert  und  dieser  Grrensnoert  ist  f(a). 

Erinnert  man  sich  der  Bedeutung  der  Ausdrucksweise: 
eine  Funktion  besitzt  an  einer  bestimmten  Stelle  einen  ge« 
wissen  endlichen  Grenzwert,  so  kann  man  die  Definition  der 
Stetigkeit  auch  so  fassen: 
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Definition.  Wenn  wir  sagen,  die  Funktion  f(x)  ist  stetig 
an  der  Stdle  x^^a,  so  heifst  dies: 

Ist  0  eine  (heUSbig  Mein)  vorgegebene  positive  Zahl,  so  Icann 
man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs: 

\f(a  +  V)-f(a)\<6 

wird  für  jedes  K,  dessen  Bdrag  kleiner  als  h  ist. 

2L  Stetigkeit  von  Funktionen  mehrerer  Ver&nderliohen. 
Analog  definiert  man  die  Stetigkeit  der  Funktionen  mehrerer 
Yeränderlichen  so: 

Definition.  Wenn  man  sagt  die  Funktion  f{x^,  x^,  ...) 
ist  stetig  an  der  Stelle  x^^^a^,  x^^^  a^y  . . .,  so  heifst  dies,  sie 
hat  an  dieser  Stelle  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  und 
dieser  Qrengwert  ist 

Hiermit  deckt  sich  die: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  Funktion  f(x^,  x^,  ...) 
ist  stetig  an  der  Stelle  x^^^  c^,  ^^  «-  o^^  . . .,  so  heifst  dies: 

Ist  6  eine  (beliebig  klein)  vorgegebene  positive  Zahl,  so  kann 
man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs: 

\f(fli  +  Kf  ««  +  V>-- •)  —  /"(«!  «8- -Ol  <<f 

wird  für  jedes  Wertsystem  (ä/  ä,'  . , .),  welches  den  Bedingungen: 

I  Äj'  I  <  Ä,    I  Ä'j  I  <  Ä,  .  .  . 

genüfft. 

22.  Xin  allgemeiner  Sats.  Sind  f^,  f^,  *  *  .fn  Funktionen 
von  Xi,  x^y  ...  Xfn,  die  an  der  Stelle  x^  '==  a^,  x^  ^^  a^,  *  • .  ^m 
«B  €tm  stetig  sind  und  dort  die  Werte  b^,  b^,  ...  bn  annehmen 
und  ist  g ^fx,  y«,  ...  l/n)  an  Stelle  y^  =  b^,  yi  —  b^,...yn  —  &• 
stetig,  so  ist  auch  g{fi,  f%,  ...  fn)  eine  Funktion  von  x^...  x^^ 
welche  an  der  Stelle  x^  »•  a^,  Xg'^a^,  . ..  Xm^^"  Om  stetig  ist. 

Ist  6  eine  vorgeschriebene  positive  Zahl,  so  läfst  sich 
eine  positive  Zahl  k  finden,  so  dafs: 

\9(3/if  •  •  •  yn)—9(Pi  ...  bn)\<if 
wird  fBr  jedes  Wertsystem  y,  welches  den  Bedingungen  ge- 
nügt: 

\yi-'h\<^7  I  y«  —  *«  i  <  *;  •  •  •  \yn  —  bn\<k. 
Denn  g(ifi  • .  •  y«)  ist  ja  an  der  Stelle  yi^^^b^,  ...  y^^^bn  stetig. 
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Aber  jedes  y  «»  f(xi . . .  Xm)  ist  an  der  Stelle  fl?i  —  a^,  . . .  a?« 
«s  Om  stetig  und  nimmt  dort  einen  der  Werte  b  an.  Also 
laust  sich  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafis  fBr  jedes  f: 

\  f(x^  ...Xm)—  f(a^  .  .  .  Om)  i  <  * 

wird,  sobald: 

1  a?i  —  a^  I  <  Ä,  ...  I  a;,n  —  «m  |  <  ä 
ist.     Folglich  läfst  sich  zu  jeder  vorgeschriebenen  positiven 
Zahl  6  eine  Zahl  %  finden^  sodals: 

I  P(/*i(^)  .  ^ '  fn{x))  -  9 {f,{a)  . .  ./;(a))  I  <  6 
wird  für  jedes  Wertsystem  Xy  welches  den  Bedingungen 

I  iTi  —  «1  I  <  Ä,   ...    \Xm «TO  I  <  Ä 

genügt.     Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 

28.  Beispiele  von  stetigen  Funktionen,  a.  Das  Produkt 
von  X  und  einer  Konstanten  G,  also  Cx  ist  für  jeden  Wert  x 
eine  stetige  Funktion  von  x. 

Zeichnet  man  sich  die  Kurve  y  «»  CXy  so  ist  diese  eine 
im  Winkel  arctg  C  gegen  die  positive  Richtung  der  ^- Achse 
geneigte  gerade  Linie,  welche  an  keiner  Stelle  eine  Unstetig- 
keit  aufweist.  Der  exakte  Beweis  für  den  Satz  liegt  in  der 
Thatsache,  dats    lim  Cx  «=  Ca  ist.     Um   aber    dies   zu  er- 

kennen,  braucht  man  nur  eine  positive  Zahl  h  zu  finden,  so 
daCs  C  •  (a  +  Ä')  —  Ca  '^  CK  absolut  kleiner  wird  als  irgend 
eine  vorgegebene  positive  Zahl  <9,  wenn  nur  {  A'  |  <  A  ist.  Die 
gesuchte  Zahl  h  ist: 

b.  Eine  Konstante  C  ist  für  jeden  Wert  x  eine  stetige 
Funktion  von  x. 

Die  Kurve  y  =  C  ist  eine  im  Abstände  C  zur  rr- Achse 
gezogene  parallele  Gerade  und  läfst  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung bereits  sehr  wahrscheinlich  erscheinen.  Diese  ist 
aber  auch  sofort  erwiesen;  denn  für  jede  Zahl  a  ist 

f(a)  -  C 
und  für  jedes  Ji   auch: 

f{a  +  h')  =  C, 
mithin  ist  immer: 
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\aa  +  h')-f(a)\^0', 

und  dies  ist  gewils  kleiner  als  irgend  eine  positive  Zahl  6. 

0.  Xi  +  a^  ist  an  jeder  Stelle  x^^^  a^^  x^t^  a^  eine  stetige 
Funktion  von  x^  und  x^. 

Geometrisch  wird  der  Verlauf  der  Funktion  y  «=«  a?i  +  äj^ 
durch  eine  Ebene  dargestellt,  die  durch  den  Eoordinatenanfang 
hindurchgeht  und  gegen  die  Achsen  in  leicht  zu  bestimmen- 
der Weise  geneigt  ist.  Die  Anschauung  läist  an  keiner  Stelle 
der  Ebene  eine  Unstetigkeit  erkennen. 

Ist  in  der  That  6  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene 

positive  Zahl  und  setzt  man  %  «» -^-^  ^^  ynxA  für  jedes  Wert- 
sjstem  («1,  x^y  welches  den  Bedingungen  \xi  —  ay\  <hy  {x^ — a^lKh 
genügt,  auch: 

Ka?!  +  a:,)  —  (ai  +  Oj)  |<  1  a?!  —  ai  I  +  I  a;,  —  Og  I  <  2h  =  6. 

d-  Sind  f^  (Xi . . .  Xn)  und  f^  (a?i . . .  x„)  an  der  Stelle 
Xi  ^^=  Ol,  . . .  Xm  ^^^  am  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  ihrer  Summe: 

Setzt  man: 

Vi  =  /i  (^1  •  •  •  ^);    y%  ■*=  /2  (^1  •  •  •  ^mj) 
\'^fl(fll'"  ^);    ^2  =  ^2  (^1  •  •  •  ^) 

und 

9(3/x7  ^2)  — yi  +  y2, 

so  sind  laut  Annahme  f^  und  f^  an  der  Stelle  x^  =  a^,  .  . ,  x^ 
■=  Ofn  stetig  und  nehmen  dort  die  Werte  61,  6j  an.  y^  +  y^ 
ist  aber  nach  dem  vorigen  Satze  gewiiis  an  der  Stelle  yt'^hi, 
y,  SS  ^  stetig.  Also  greifen  die  Voraussetzungen  von  22 
Platz  und  es  folgt,  dafs  auch 

gifuQ-fx  +  f, 

an  der  Stelle  Xi=^  a^  ...  Xm'^  Om  stetig  ist. 

e.   Sind  /i,  f^,  ...  /*«  an  der  Stelle  a?i  «=»  a^, . . .  a;«  =  a^ 

stetig,  so  gut  Gleiches  von  ihrer  Summe:  /i  +  ^2  +  *  *  •  +  Zie- 
lst der  Satz  bereits  für  /i,  ^2 .  •  ./*«  — 1  bewiesen,  so  weifs 

man,  dafe  /i  +  /i  +  *••/»  —  1  ^^  ^®^  Stelle  rcj  =  aj, . . .  aj^  =  «m 
stetig   ist.     Gleiches    gilt    von  /»,    also    nach    d.    auch   von 

fi+ft-i hA-i  +  A-     I^'^n   gilt  der   Satz  fQr  n  =  2, 

also  gilt  er  auch  fdr  n  «»  3,  u.  s.  w. 
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f.  Das  Produkt  x^  x^  ist  an  jeder  Stelle  ^  ■"  Oj,  Xg^a^ 
eine  stetige  Funktion  nan  x^  und  s,. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  labt  zunächst  die  geo- 
metrische Anschauung  vermuten.  Die  Gleichung  y  '^  XiX^ 
stellt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  vor  und  das  Modell  eines 
solchen  läfst  keinerlei  Unstetigkeiten  erkennen. 

Thatsachlich  ist  zunächst  unmittelbar  klar,  dals  Xi  x^  an 
der  Stelle  x^. ^^  0,  o;,  *»  0  stetig  ist.  Denn  setzt  man  h  >»  |  |/tf  |, 
so  wird  \XyX^\<€  ftir  jedes  Wertepaar  Xi^  x^,  das  den  Be- 
dingungen \xi\<,hj  I  oTi  {  <  %  genügt.  ^1  x^  ist  aber  auch 
an  jeder  anderen  Stelle  o^i  «>  a^,  X|  »»  a^  stetig.  Denn 
(Xi  —  a,)  (x^  —  Og)  ist  gewifs  an  dieser  Stelle  stetig.  Nach  a. 
sind  aber  auch  a^  x^  und  o,  x^,  nach  b.  auch  —  a^  a,  an  der- 
selben Stelle  stetig.    Also  ist  nach  e.  auch  die  Summe 

Xi  x^  ■■  (a?i  —  a^)  (a?2  —  ötg)  -f-  a^  a^  -f-  <H  ^  —  «i  öj 

an  derselben  Stelle  stetig,  w.  z.  bw.  w. 

Mit  Hülfe  von  No.  22  schliefst  man  analog  wie  bei  d.: 

g.  Sind  /*!  (^1 . . .  Xm)  und  /,  (^i . . .  Xm)  an  der  Stelle 
x^  aa  a|;  . . .,  Xm'^  an  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  ihrem  Pro- 
dukte fi  (x)  •  fg  (x). 

Und  durch  den  Schlufs  von  n  auf  n  -f*  1  ergiebt  sich 
wie  bei  e.: 

h.  Sind  /i,  /i, .  • .  fn  on  der  Steile  Xi^^a^,  . .  •  a?«  —  o« 
stetig,  80  gilt  Gleiches  von  ihrem  Produkte:  fiff-fn- 

Da  eine  Eonstante  C  ebenso  wie  x^,  x^ . . .  Xm  fClr  alle 
Stellen  Xi  '^  a^,  ...  ^  »>  a,  stetig  ist,  so  gilt  Gleiches  von 
einem  Produkte  von  beliebig  vielen  dieser  Funktionen: 

*  Xi       Xq       ...  3t/ffi        * 

Addiert  man  irgend  eine  endliche  Anzahl  solcher  Terme,  so 
entsteht  wieder  eine  stetige  Funktion  der  X]  dafs  heifst: 

i.  Eine  ganze  rationale  Funktion  ist  überall  stetig. 
Femer  gilt  der  Satz: 

k.  —  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x^^a,  die  von  null  ver- 
schieden ist. 

Setzt  man  x  —  a^^K,  so  wird: 
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1       M  _      I  *'  I  _  ^  I Ä' 


X         a  \        I  a  I  a  +  Ä'  I  ^  I  a  I  (I  a  I  -  I  Ä'  I)  ' 
Setzt  man  nun 

1  +  lal«' 

wo  tf  eine  TOi^schriebene  (beliebig  kleine)  Zahl  ist,  so  wird 
fBr  jedes  h',  dessen  Betrag  kleiner  als  h  ist: 


Ä';<    '•"'" 


cL  L 


<(y. 


la|(|a|~|Ä'|) 
Also  wird  dann  föx  \h'  \  <ih  auch: 

1  1 


1^ £ 

X         a 


<(f. 


a  +  h'        a 

L  Ist  f(Xi  x^ . . . Xm)  on  der  Steüe  d^i  —  o^;  ...  Xm^^CLm 
stetig  und  van  nüU  verschieden,  so  gut  Gleiches  von  ^i ^  • 

Der  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorigen  und 
Ton  22. 

Ist   daher  f^pa^ . . .  Xi^  eine  ganze  rationale  Funktion,  so 

ist  Y  stetig   an   allen  Stellen,   an   welchen  f  nicht  null  ist. 

Ist  ^  (a;^  . . .  Xv)  eine  zweite  ganze  rationale  Funktion,  so  ist 

diese    überall    stetig,    also   ist  nach    g.    das    Produkt   g  -  -j 

stetig  an  allen  Stellen,  an  welchen  f  nicht  verschwindet    Mit- 
liin  gilt  der  Satz: 

m.  Jede  rationale  JFkmktion  ist  stetig  an  allen  Stdlenj  an 
wddien  ihr  Nenner  nicht  versehmndet. 

n.  Wenn  die  Funktion  fix),  wahrend  x  äUe  Werte  des 
IntervaUes  a^x^b  durchläuft ,  beständig  wachsend  aUe  Werte 
wm  A  bis  B  annimmt,  und  immer  einen  bestimmten  endlichen 
Wert  behält,  so  ist  sie  stetig  an  jeder  Stelle  innerhcüb  des  Inter- 
vaUes von  a  bis  b. 

Ist  X  »»  Xq  irgend  eine  Stelle  im  Inneren  des  IntervaUes 
▼on  a  bis  b,  x^  >  x^  eine  zweite  solche  Stelle,  so  bilde  man 
die  Differenz 
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Dann  ist  r  positiv.     Ist  nun  6  eine  vorgeschriebene  positive 
Zahl,  so  kann  erstens  sein 

Alsdann  setze  man  rrT^  «»  a;^  -f-  \>   Alsdann  ist  bereits 

0  <  /-(«o  +  *')  -  /"W  <  <^ 
für  jedes  positive  K j  das  kleiner  als  \  ist.  Ist  dagegen  Bwei" 
tens  t>  6y  80  wird  nach  Voraussetzung,  während  x  alle  Werte 
zwischen  Xq  und  x^  durchlief,  f{x)  —  /"(^o)  heständig  wachsend 
alle  Zahlen  von  0  bis  r  passiert  haben.  Für  eine  bestimmte 
Stelle  a;  =  a?0  +  Äj  zwischen  Xq  und  x^  wird  daher  jene  Diffe- 
renz auch  den  Wert  6  angenommen  haben  und  für  jedes  po- 
sitive h\  das  kleiner  als  \  ist,  wird  dann  wieder: 

Betrachtet  man  ebenso  eine  Stelle  x^  <  Xq,  so  findet  man 
eine  positive  Zahl  ^,  so  dafs 

0  <  fix,)  -  f(x,  -h')<6 

wird  für  jedes  positive  V,  das  kleiner  als  h^  ist.  Nimmt  man 
daher  h  gleich  der  kleineren  der  beiden  Zahlen  h^  und^,  so  wird 

für  jedes  h',  dessen  Betrag  kleiner  als  h  ist.    f(x)  ist  also 
stetig  an  der  Stelle  x  *^  Xq. 

Vertauscht  man  f{x)  mit  —  f{x)y  so  ergiebt  sich  sofort: 
o.  Wenn  die  Funktion  f(x),  wahrend  x  alle  Werte  von 
a  bis  b  durchläuft  y  beständig  abnehmend  alle  Werte  von  Abis  B 
annimmt,  und  dabei  immer  einen  bestimmten  endlichen  Wert  be- 
haUf  so  ist  sie  stetig  an  jeder  Steile  innerhalb  des  IntervaUes 
von  a  bis  b. 

Aus  den  letzten  beiden  Sätzen  ergiebt  sich  sofort: 

p.  Die  Funktion  a'  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x,  wenn  a  eine 
positive  Zahl  ist. 

Ist  a  as  1,  so  ist  die  Function  konstant  1,  wir  kommen 
auf  eine  Trivialität  und  den  bereits  bewiesenen  Satz  b. 

Ist  a>  1,  so  gilt  für  jedes  noch  so  grofse  Intervall,  in 
dem  man  x  variieren  läfst,  der  Satz  n.;  denn  für  a  >  1  wächst 
o*  beständig;  ist  a  <  1,  so  nimmt  a'  beständig  ab,  und  es 
gilt  der  Satz  o. 
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q.   Die  Funktion  sin  x  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x. 

In  dem  Intervalle  von  0  bis  y  wächst  der  Sinus,  es  gilt 

Satz  n,,  Ton  y  bis  sr  nimmt  er  ab,  es  gilt  Satz  o.     sin:r  ist 

also  gewifs  an  jeder  Stelle  zwischen  0  und  y  und  zwischen 

y  mid  Jt  stetig.    Er  ist  aber  auch  an  der  Stelle  x  *«  -^  stetig, 

ann  sin  t.  n  ab  Art  sich   mit    gegen 

-  n.1iTiAliTnAnriAm  /k  Atki 


iewoL  tanx  nähert  sich   mit   gegen  y  wachsendem  x  sowohl 
als  mit  gegen  -^  abnehmendem  x  dem  Grenzwerte  1  und  gleich- 


zeitig ist  sin  y  «=  1.    Analog  erkennt  man,  dafs  er  auch  in 

0  und  7t  stetig  ist.    Die  Formeln 

sin  (2ä  —  o;)  «=  sin  x,  sin  a?  —  sin  (a?  +  2  kjt) 

lehren  jetzt,  dafs  er  auch  ftir  alle  anderen  aus  dem  Intervalle 
O^x^Tt  heraustretenden  x  stetig  ist. 

r.   Die  Funktion  cos  x  ist  stetig  an  jeder  Stelle  x. 
Es  ist  cosa;  =«  sin  fy  —  xj. 

8.  Die  Funktionen  tg  x  wnd  ctg  x  sind  stetig  an  jeder  Stdle, 
äie  von  (2k  +  1)  y  beisw.  kn  verschieden  ist,  k  bedeutet  eine 

ganze  ZaM. 

Es  ist: 

,  sin  o;        .  cos  x 

Der  Quotient  zweier  stetigen  Funktionen  ist  stetig  an 
jeder  Stelle,  an  der  der  Nenner  nicht  null  ist  (1.)  cos  a:  wird 

aber  null  für  x  «-  (2k  +1)  y  und  sin  a;  für  a;  =  hc. 

t.  Die  Funktion  *loga;  ist  für  jeden  positiven  Wert  stetig. 

Ist,  um  die  Ideen  zu  fixieren  a>l,  so  nimmt  ^logri; 
beständig  wachsend  alle  reellen  Zahlenwerte  an,  wenn  x  von  0 
ausgehend  wachsend  alle  positiven  Zahlen  durchläuft.  Es 
findet  also  Satz  n.  Anwendung.    Ist  a  <  1,  so  gilt  Satz  o. 

u.  Die  cydometrischen  Funktionen  sind  stetig  für  cUle  Werte 
Xf  für  die  sie  definiert  sind. 

Geht  x  von  —  1  bis  +  1,  so  durchläuft  arcsina;  bestän- 
dig wachsend   alle  Zahlen  von  —       bis  -f-  -   ,  arccoso;  be- 
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ständig  abnehmend  alle  Zahlen  yon  %  bis  0.    Beide  sind  also 

nach  n.  und  o.  stetig  für  alle  Werte  x  zwischen  —  1  und  +  1. 

Durchläuft  x  wachsend  alle  reellen  Zahlen,  so  durchläuft 

arctgfl?  beständig   wachsend   alle  Werte   von  — Ybis  +  -2"' 

arcctgrr  beständig  abnehmend  alle  Werte  von  n  bis  0.  Beide 
sind  also  nach  n.  und  o.  stetig  an  jeder  Stelle  x. 

§  6.    Das  Rechnen  mit  Grenzwerten. 

24.  Beohnungsregeln  für  den  Limes. 

Ist  g  eine  Funktion  von  y^^  y%  -  *  ^yn,  welche  an  der  Stelle 
y^  as»J)^^  ...  y^  m  2»^  stetig  ist,  so  ist  bekanntlich  an  der 
Stelle  yi  —  6j,  . . .  y«  —  6^: 

lim  5r(yj,  y,  . . .  y„)  —  5^(6^,  6g,  .  . .  6,). 

Sind  nun  die  y  noch  Funktionen  von  x^ . . .  Xmi 

yx  ^  / 1  \P^i  •  •  •  ^m)y   •  '  •  Vn  *™  /»  \P^i  •  •  •  ^m)f 

welche  an  der  Stelle  x^^^  üi,  ...  Xm^=  (hn  die  Grenzwerte 
bi,  &2  -  •  •  ^n  haben,  so  ist  für  alle  f  an  der  Stelle  a: 

lim  f(Xi . . .  Xm)  -«  b 
und  daher: 

lim ^  (yi,  y,  . . .  y,)  —  g  Oimf^y  . . .  lim/*«) 

oder  auch: 

\img(fi,  /;.../;)  — 5r(lim/;,  ...  lim/«) 

Die  Limites  beziehen  sich  jetzt  auf  beiden  Seiten  darauf  dafis 
(oTi . . .  Xm)  in  die  Stelle  (Oj . . .  Om)  hineinrücken  sollen.  Es 
gilt  also  der  Satz: 

Wenn  die  Funktionen  fiix^. . .  Xm)  .../*«  (a?! .. .  Xm)  an  der 
SteUe  Xi'^ai...Xfn'=^€hn  bestimmte  endliche  Grenewerte  6^ •  •  •  &» 
besiteen  und  g{jf^  ...  y«)  als  Funktion  der  y  an  der  Stelle 
y^mmbi...yn'^bn  stctig  ist,  so  ist  an  der  SteUe  a?!  «=»  o^  . .  .Xm 
'^Ofnlimglfi,  ^...A)«="^(lim/;,  ...  lim/«). 

Ist  z.  B.  ^r  =  y^  +  y,,  so  folgt: 

a)  lim  (/;  +  Q  —  lim  f,  +  lim  f^. 
in  Worten: 

Wenn  /i  (x^  . . .  Xn)  und  /i  (a?i  . . .  a:«)  an  der  SteUe 
a?!  ■=  a^  .  •  •  Xm'^  On   bestimmte   endliche    Gremnverte   besiteen^ 
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SO  isi  der  Limes  der  Summe  von*fi  und  f^  gleich  der  Summe 
der  Limites  von  f^  und  f^. 

Unter  derselben  Yoraussetznng  ergiebt  sich: 

b)  lim  c  '  f       mm  c  lim  /*,  wo  c  eine  Eonstante  bedeutet 

c)  lim  (/l  •  fj)  «=  lim  f^  -  lim  f^  in  Worten: 

Der  Limes  eines  Produktes  ist  gleich  dem  Produkte  der 
Limites. 
Und,  wenn  noch  lim  f%^0  ist: 

d)  Um-J-  —  !^  in  Worten: 

Der  Limes  eines .  Quotienten  ist  gleich  dem  Quotienten  der 
Limites, 
Überhaupt  gilt  nach  23  i.: 

Wenn  /J,  f^.  ..fm  on  der  Stelle  a?^  «a  a^ . . .  a;^  «=■  Om  6c- 
stimnUe  endliche  Qrengwerte  besitzen  und  g  eine  ganee  rationale 
Funktion  bedeutet,  so  ist: 

lim^(/; .../;) —5r(lim/;,  ...  lim/;). 

25.   Bestimmung  des  Grenswerta  durch  Einengung. 

Von  Wichtigkeit  ist  der  folgende  Satz,  den  wir  der  Be- 
quemlichkeit halber  nur  ftir  Funktionen  Einer  Veränderlichen 
aussprechen,  obwohl  es  evident  ist,  daCs  er  ebenso  für  beliebig 
viele  Yeränderliche  gilt. 

Ist  lim  f(x)  «=  A  und   lim  ^(o;)  —  -4  und  für  aUe  Werte 

X  in  hinreichender  Nahe  rechts  und  links  van  a  f(x)  ^  g)(x)  ^  g(x), 

so  ist  auch    lim    q)(x)  »»  A. 
X  '^  a 

Nach  Voraussetzung  ist  für  irgend  ein  6\ 

\f{a  +  h')--  A\<6,\g{a  +  V)-A\<6 

f&r  alle  V ,  deren  Betrag  kleiner  als  eine  gewisse  Grolse  h  ist. 
Also  wird: 

—  <f<f{a  +  h')'-'A<6    —ö<:g(a  +  K)'-A<6. 

Nun  folgt  aber  aus: 

f(a  +  h')^g>{a  +  V)£g(a  +  h') 

f(a  +  h')  —  A£fp(a  +  h')  —  A^g{a  +  K)  —  A 

Also 

S«Tret,  Biff.-  a.  Intogral-Bechnang.    L    i.  Aufl.  3 
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—  6<9(a  +  K)  —  A-<6]  Itp^a  +  h')--  Ä\<6 
d.  i. 

lim    g>(x)  «"  Ä. 

26.   Anwendung. 

Es  ist  bekanntlich  fQr  0^x<~ 

Also  ist  auch: 

^^      ^^  sin  X 
cos  X  sin  a?  ^  a;  < 

und  daher: 


^     X    ^     1 
cosa?^-; — < 


==  sin  a:  ==  cos  x 
Da  aber    lim   cosd;  *«  1   und    lim    >»  1  ist,  so  ist  auch 

Ä  rv     008  XC  ' 

lim     ^ —  «=  1 


und  also  auch 


,.        Bin«       . 
hm    ■«  l . 
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Der  erste  Differentialqnotient  der  Fnnküoiieii 
einer  unabMngigen  Yariabelen. 


Fig.  15. 


§  1.  Die  al)geleitete  Funktion. 

87.  Definition  der  Ableitung.  Gegeben  sei  eine  Fonk- 
iioA  f{po)y  die  fttr  alle  Zahlen  x  in  einem  bestimmten  Inter- 
TttUe  definiert  ist.  Die  nebenstehende  Figm:  mag  den  Yeriauf 
der  Funktion  geometrisch  Tereonnlichen. 
Iflt  X  (-»  OP)  ein  bestimmter  Wert 
der  unabhängigen  Veränderlichen,  so 
ist  f{x)  (™  MF)  der  zugehörige  Funk- 
tionswert. Lassen  wir  jetzt  x  um  eine 
(positive  oder  negative)  Zahl  zunehmen, 
etwa  um  h  (—  PP')i  so  wird  f{x  -|-  Ä) 
(«—  M'P^  der  zu  a?  +  Ä  (—  OF)  gehörige  Funktionswert  sein. 
Der  Zunahme  h  («»  MQ)  der  unabhängigen  Veränderlichen  x 
entspricht  also  die  Zunahme  f{x  +  ä)  —  fix)  («■  M'  Q)  der 
Funktionswerte.     Der  Quotient  beider  Zunahmen  wird  also: 

eine  bestimmte  Funktion  der  beiden  Veränderlichen  x  und  h. 
Sein    geometrischer  Ausdruck    (-g^)   ist    der  Tangens    des 

Winkels,  welchen  die  Sehne  MM'  mit  der  positiven  Richtung 
MQ  der  Abscissenachse  bildet  BesitsBt  nim  f(Xf  h),  als  Funk- 
tion Ton  h  betraditet,  an  der  Stelle  6  •»  0  einen  bestimmten 
Grenzwert^  so  wird  dieser  eine  Funktion  von  x  allein: 


]imr{x,K)  —  f'(x). 


3' 
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Dieser  Grenzwert  heilst  nach  Lagrange  die  Ableitung  der 
Funktion  f{x)  und  wird  ebenfalls  nach  Lagrange  einfach  mit 
f{pc)  bezeichnet. 

Geometrisch  giebt  er  den  Tangens  des  Winkels,  welchen 
die  Tangente  MB  im  Punkte  M  an  die  Kurve  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  o;- Achse  bildet.  Denn  wenn  h  in  die  Null 
hineinrückt,  rückt  M*  nach  Jlf  und  die  Sehne  üf'Jlf  dreht  sich 
um  My  bis  sie  in  die  Lage  MR  kommt. 

Man  definiert: 

Definition,    Hat  für  einen  bestimmten  Wert  von  x  der 

Quotient  '^^'^  h  '  wenn  h  null  wird,  den  Grenzwert: 

/-(^)_lini/^+^)p«5), 

Ä=-0  '* 

so  keifst  dieser  die  Ableitung  der  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  x. 
Nach  dem,  was  in  Nr.  15  über  den  Begriff  des  Grenz- 
wertes gesagt  ist,  ist  es  selbstverständlich,  dafs  sowohl,  wenn 
h  von  einem  positiven  Werte  aus  abnehmend  nach  0  hinein- 
rückt, als  auch,  wenn  h  von  einem  negativen  Werte  aus  zu- 
nehmend nach  0  hineinrückt,  der  Quotient  ^  einen 

bestimmten  und  jedes  Mal  denselben  Grenzwert  haben  muis. 
Dies  läuft  darauf  hinaus,  daüs  —  unter  h  eine  positive  Zahl 

verstanden  —  die  beiden  Aus- 
""•^  "•  drücke: 

f(x+h)'-f(x)       ,  fix  ^h)^  fix) 
Ä ^^  ^h 

für  nach  null  abnehmendes  h  den- 
selben Grenzwert  erhalten  müssen. 
Haben  wir  z.B.  eine  Kurve, 
welche  wie  die  in  Fig.  16  im 
Punkte  M  eine  Ecke  hat,  so 
haben  wir  in  diesem  Punkte  nicht 
eine  bestimmte  Tangente,  viel- 
mehr wird  hier  eine  Tangente  zur  Rechten  MRi  zu  unter- 
scheiden sein,  welche  aus  der  Sehne  MMi  entsteht,  wenn  M^ 
nach  M  hineinrückt  und  eine  Tangente  zur  Linken  MR^^ 
welche  aus  der  Sehne  MM^  hervorgeht,  wenn  M^  nach  M 
hineinrückt. 
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Im  Folgenden  jedoch  werden,  so  lange  nicht  das  Gegen- 
teil ausdrücklich  bemerkt  ist,  immer  nur  solche  Funktionen 
Ton  X  betrachtet  werden,  welche  mindestens  f&r  ein  Intervall 
Xq  ^  X  ^  X  die  folgende  Forderung  erftUlen. 

Forderung  %.  Die  Funktion  f(x)  besüet  an  jeder  Stelle  x 
des  Intervaües  x^^^x-^X  nickt  nur  selbst  einen  hestimmten 
endlichen  Wert,  sondern  auch  eine  bestimmte,  endliche  Ableitung. 

Wir  werden  sehen,  daJb  für  die  bekannten  Funktionen 
wie  z*,  sina?,  u.  s.  w.  die  Forderung  Ä  immer  erfüllt  ist. 
Femer  mag  noch  die  folgende  Bemerkung  angeknüpft  werden: 

BemerJcung.  In  dem  Intervalle,  in  welchem  eine  Funk- 
Üon  fix)  die  Forderung  %  erfüllt,  ist  sie  auch  stetig. 

Denn  hat  f(x)  an  der  Stelle  o;  "=  a  einen  bestimmten 
endlichen  Wert,  so  ist: 


A— 0 


nnd  mithin: 


\im  {f(a  +  h)  -  f(a)] 


►  -0  ^  *  ' 


A— 0 


_  lim  fJ^^^lrm.hmh  -  f'(a)-]imh  -  0. 

Also  ist: 

lim  f(a  +  Ä)  -  fia) 

und  da  f(a)  auch  endlich  sein  soll,  so  ist  nach  Nr.  20  f(x) 
an  der  Stelle  x  ^^  a  auch  stetig.  Dies  gilt  für  jeden  Wert  a 
des  Interralles  XQ^a<X, 

Hieraus  ergiebt  sich,  dafs 
man  an  einer  Unstetigkeitsstelle 
gewib  nicht  auf  einen  bestimm- 
ten endlichen  Wert  der  Funktion 
and  der  Ableitung  rechnen  darf 

28.  Der  lüttelwertBata.  Be- 
trachtet man  in  nebenstehender 
Figur  den  Eurvenzug  m^M  und 
zieht  die  Sehne  m^  M,  so  werden 

die  Tangenten  in  den  einzelnen  Eurrenpunkten  von  der  in  hIq 
vorhandenen  Richtung  schliefslich  in  diejenige  Richtung  über- 


y— jp 


88  Zweites  Kapitel. 

gefaen^  welche  die  Tangente  in  M  hat.  Inzwischen  wird  einmal 
eine  Lage  der  Tangente,  etwa  in  m^,  eintreten,  welche  der 
Sehne  m^M  parallel  ist.  Ist  x^  die  Abscisse  dieses  Ptinktes  nt^ 
und  sind  Xq  und  X  die  Absdssen  der  Punkte  m^  und  M,  nnd 
ist  endlich  y  »»  f{x)  die  Gleichung  der  Kurve  m^M^  so  wird 
die  Richtung  der  Sehne  m^M  durch  den  Quotienten: 

f(X)  ^  fix,) 

gegeben.  Die  Richtung  der  Tangente  in  m^  hingegen  ist 
durch  r(x^)  bestimmt,  den  Wert  der  Ableitung  von  f(x)  im 
Punkte  x^.     Mithin  wird: 

Diese  Beobachtung  f&hrt  zu  dem  sogenannten 

MittelwertsaU.  Erfüllt  f(x)  die  Forderung  9  für  jedes  x 
in  dem  Intervalle  Xq^x^X,  so  ist: 

Ein  arithmetischer  Beweis  des  Satzes  ist  der  folgende: 

Der  Quotient 

f(X)  -  f(x,) 

X  — ajo 
hat,  der  Voraussetzung  nach,  einen  endlichen  Wert.     Nennt 
man  diesen  Wert  Ä,  so  hat  man 

(1)  \f(X)  -  ÄX]  -  [/•(«„)  -  Ax^  -  0. 

Bezeichnet  man  mit  (p(x)  eine  Funktion,  welche  durch 
die  Gleichung 

(2)  <p{x)  -  [fix)  -  Ax]  -  [fix,)  -  Ax,] 

definiert  ist,  so  ist  nicht  nur  q)(x^  *^0,  sondern  infolge  der 
Gleichung  (1)  auch  ip(X)  *»  0.  Die  Funktion  verschwindet 
also  für  diese  beiden  Werte  von  x.  Wir  nehmen  Jir>  ^^  an 
und  lassen  x  von  x^  bis  X  wachsen.  Die  Funktion  ip(x)  ist 
an  der  Anfangsstelle  null.  Nimmt  man  nun  an,  dafs  sie  nicht 
konstant  0  ist,  so  erhält  sie  im  Intervalle  entweder  nur  positive 
Werte,  oder  nur  negative,  oder  sie  besitzt  sowohl  positive, 
wie  negative  Werte.  Wenn  die  Funktion  positive  Werte  erhalt, 
so  giebt  es,  da  sie  an  den  Endpunkten  verschwindet,  einen 
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grSIsten  Wert,  der  an  einer  oder  an  melireren  Stellen  im  Innern 
des  Intervalles  erreicht  wird.  Solch  eine  Stelle  sei  Xi  und  der 
zagehörige  Wert  der  Funktion  <p(Xi)]  alsdann  sind,  wie  klein 
auch  immer  h  gewählt  wird, 

(p(Xi  —  Ä)    nnd    ^(x^  +  h) 

kleiner   oder   gleich   9(^1)7   jedenfalls    nicht    grofser.     Wenn 

dagegen  ip(x)  im  Intervalle  von  x^^  bis  2  negatiy  wird,  so 

giebt  es  einen  kleinsten  Wert  der  Funktion,  der  an  einer  oder 

mehreren  Stellen  im  Innern  des  Intervalles  erreicht  wird,  und 

die  Gröfsen 

g>(Xi  —  A)    und     (p(xi  +  Ä) 

sind,  wenn  x^  solch  eine  Stelle  bezeichnet^  grofser  oder  gleich 
^(xj),  jedenfalls  nicht  kleiner.  In  beiden  Fällen  haben  die 
Differenzen 

q>(Xi  —  Ä)  —  q)(x^    und    q>(Xi  +  Ä)  —  9>(«i) 
dasselbe  Vorzeichen,  und  folglich  sind  die  Quotienten 

rg\  y(gt  —  ^)  —  y(a^)     ^^    yC^t +^)  —  y(<gt) 

von  enigegex^esetztem  Vorzeichen. 

Dabei  ist  zu  bemerkeii,  dafs  auch  die  Annahme  nicht 
ausgeschlossen  wird,  daCs  einer  dieser  Quotienten  bei  kleinen 
Werten  von  h  stets  0  bleibt,  was  dann  eintritt,  wenn  die 
Funktion  9(0;)  den  nämlichen  Wert  innerhalb  eines  Intervalles 
von  endlicher  Länge  behält  Ist  insbesondere  die  Funktion 
q>{x)  konstant  gleich  0,  fOLr  alle  Werte  von  x  zwischen  x^ 
und  2,  so  sind  beide  Quotienten  gleich  0. 

Die  Quotienten  (3)  konvergieren  nach  der  nämlichen 
Grenze,  wenn  h  nach  0  konvergiert,  denn  wir  haben  an- 
genommen, dafs  die  Funktion  f(x)  fdr  jedes  x  eine  bestimmte 
Ableitung  besitzt,  und  folglich  gilt  dasselbe  fOr  die  Funk- 
tion (p(x).  Andererseits  sind  diese  Verhältnisse  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen;  folglich  ist  ihre  Grenze  gleich  0.  Also 
hat  man 

Ä«0  ^ 

oder  nach  Gleichung  (2): 
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Demnaeh  ist 

oder 

(4;  f{X)  -  r(Tj  -=  (X  -  XoTC*:  K 

wie  die  Beluuiptiiiig  besagL 

Setzt  man  Xo^x^-f-liy  so  kann  die  Grobe  x,,  wdche 

zwiadien  jt^  und x^ -j- '^  ^^^^  dnreh  j:;^-!'^^  beBodmet  werden, 
wobei  6  dme  ZaU  zwischen  0  und  1  bedeutel  Man  kann 
also  sdireiben 

(5)  fix,  +  A)  -  f(x,)  =  hf'ir,  +  eÄ\ 

SO*  Bio  Abiaftmc  «tner  Kmurtanian  ist  nnlL  Eine  nn- 
mittelbare  Folge  des  Mittelweitsaizes  ist  di&  folgende: 

Satz.  Ist  die  Funktim  fix)  fwr  aOe  Wewie  um  x  twier- 
halb  eme$  gegAenen  LäervaUa  hmsiatd,  so  ist  die  Aüatimg  f{x) 
für  diesdben  Werte  van  x  ^feüA  0.  CW  wmgMkri,  warn  die 
Ableitimg  f(x),  hei  aUen  Werten  vom  x,  inmerialb  eitles  gegAeman 
JntervaUes  gleidi  0  ist,  so  hat  die  FmdUion  f{x)  t»  diesem  hUer" 
taue  einen  hmstamten  Wert 

1.  Ist  fix)  konstant  in  einem  InteiTalley  und  sind  x^  nnd 
Xq  +  h  zwei  Werte  Ton  Xj  die  zn  diesem  Interralle  geboren, 
so  ist 

f(x,  +  h)-f(x^^O,    /(^«  +  *^-Aa^„o, 
mid  gebt  man  zur  Grenze  für  A  «»  0  über,  so  ist  aacb 

lim  (^*±R=lß<>  =  ^(^^)  .  0. 

2.  Ist  omgekebrt  /^(x)  gleich  0  für  alle  Werte  von  x 
innerhalb  gegebener  Grenzen,  und  sind  x^  nnd  x^^  h  zwei  be- 
liebige Werte  Ton  x  innerhalb  dieser  Grenzen,  so  hat  man  (28) 

r(««  +  *)  -  A*o)  -  *r  (^«  +  e*;. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  der  Annahme  nach 
noll,  und  denmach  ist 
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/•(«o  +  *)  =•  /"(«o). 
d.  h.  f{x)  hat  einen  konstanten  Wert. 

Folgerung,  Wenn  Btcei  Funktionen  f{x)  und  F(x)  sich 
nw  um  eine  Konstante  unterscheiden  für  alle  Werte  von  x  inner- 
halb geg(3bener  Grerusen,  so  sind  hei  den  nämlichen  Werten  von  x 
audi  die  Anleitungen  dieser  Funktionen  einander  gleich, 

und  umgekehrt:  Wenn  die  Ableitungen  f(x)  und  F\x) 
snoeier  Funktionen  f(x)  und  F(x)y  einander  gleich  sind  für  aUe 
Werte  van  x  innerhalb  gegebener  Grenisen,  so  unterscheiden  sich 
auch  die  Funktionen  selbst  bei  diesen  Werten  von  x  nur  um  eine 
Kenstante, 

Denn  bezeichnet  man  die  Differenz  der  Funktionen  f{z) 
und  F{x)  mit  q>{x)y  so  ist 

ip(x)  =  fix)  -  Fix),    q>{x  +  Ä)  -  fix  +  Ä)  -  Fix  +  h), 

folglich 

y(a;  +  fe)  — y(a;)        f{x  +  h)-  fjx)  _  F{x  +  ^)  —  F(x) 
h  '^  h  Ä  * 

Geht  man  zur  Grenze  ftir  A  »»  0  über,  so  ist 

q>'ix)=ri^)-F'ix). 

Ist  g>(x)  konstant,  so  ist  qp'(a;)  «»0;  also  sind  die  Ableitungen 
f{x)  und  F'{x)  einander  gleich. 

Umgekehrt:  Sind  f'(x)  und  F'(x)  gleich,  so  ist  q>'(x) 
null,  und  also  ist  q)(x)  eine  Eonstante. 

80.  Das  Wachsen  und  Abnehmen  der  Funktionswerte. 
Ebenfalls  aus  dem  Mittel wertsatze  fliefst  der  folgende: 

8at0.  In  dem  Intervalle  Xq^x^X  erfülle  die  Funk- 
tion f(x)  die  Forderung  S(.  f'{x)  sei  im  ganzen  Intervalle 
positiv  (negativ).   Dann  nimmt  f{x)  zu  (ab)  mit  loachsendem  x. 

Ist  X  irgend  eine  Stelle  des  Interralles  x^Kx  <iK  imd 
x-\-h>  X  eine  zweite  Stelle  desselben;  dann  ist  nach  Nr.  28: 

f(x  +  h)  —  f(x)^hr(x  +  ^h),    o<e<i 

und  X  -{-  ^h  gehört  ebenfalls  dem  Intervalle  an. 

Ist  f(x)  positiv  in  dem  Intervall,  so  wird  daher 

fix  +  Ä)  >  fix) 
für  irgend  zwei  Stellen  x,  x  -{-  h  des  Intervalles,  für  welche 
x  +  h>X',   das  heifst  h  positiv  ist.    f(x)  wächst  also   mit 
wachsendem  x. 
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Ist  f{x)  negativ^  so  ist  — f{x)  positiv.  Nach  dem  eben 
Bewiesenen  wächst  daher  '—  f{x)  in  dem  Intervall  und  f{x) 
nimmt  ab  mit  wachsendem  x. 

8L  Verallgemeinenmg  des  MitleLwertMtcee.  Eine  all- 
gemeinere Form  des  Mittelwertsatzes  ist  die  folgende: 

Sab.  Die  Funktionen  f{x)  und  F(x)  möffm  in  dem  Inter- 
valle x^^x^X  die  Bedingung  Sl  erftÜUn  und  F'ix)  werde 
in  demselben  Intervalle  nie  nuüy  dann  ist: 

f{X)  ^   fix,)  fix,)        ,       ^a:  ^X 

FiX,)  -  Fix,)        Fix,)  ^^  ^0  <  ^1  <  •^• 

Wir  wenden  dieselbe  Überlegung  an,  welche  zum  Be- 
weise des  Satzes  I  diente.     Setzt  man 

fiX)^   fix,)         . 
'F(X)  -  Fix,)       ^^ 
so  ist: 

(1)  lf(X)  -  f(x,)]  -  ÄlFiX)  -  Fix,)]  -  0. 
Hieraus  folgt,  dalis  die  Funktion 

(2)  9(x)  -  [fix)  -  ÄF{x)]  -  [fix,)  -  ÄFix,)], 

welche  ^r  x  '^^  Xq  verschwindet,  auch  f&r  o;  •>»  X  gleich  0  ist. 
Ist  also  die  Funktion  q>(x)  nicht  durchaus  gleich  0,  so  giebt 
es  mindestens  eine  Stelle  x^  im  Innern  des  Intervalles,  an 
welcher  sie  ihren  Maximal-  oder  Minimalwert  amiimmt.  Für 
diese  Stelle  sind 

h  ™*^  —  Ä 

von  entgegengesetzten  Zeichen ,  also  ist: 

lim  y(^i  +  ^)^y(^i)  ^^  Q 
h 

d.  h.  nach  Gleichung  (2) 

lim  /'(^  +  *)  -  ^C«.)  -  ^  lim  J'C«'.  +  \)  -  •g'(».)  -  0, 

h  h 

oder 

rix^)  -  Ar  ix,)  -  0. 

Der  Wert  x^  ist  weder  gleich  Xq  noch  gleich  X;  der 
Voraussetzung  nach  wird  F(x)  weder  0  noch  unendlich  fttr 
Werte  von  x  zwischen  Xq  und  X;  daher  folgt 

Fix,) 
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und  sonach  ist 

f(X)  -  fix,)  _  rix,) 


F{X)-^Fix.)        rix,) 

Setet  man  X^^x^-^h^  wobei  h  eine  po8iti?e  oder  nega- 
ti?e  Gr5fse  sein  kann,  so  \si  x^^^x^-^-  Oi,  und  8  ein  Brach 
zwischen  0  und  1;  die  Gleichung  erhält  die  Form: 

r(^o  +  ^~  fix,)     nx,  +  %h) 

Fix,  +  Ä)  —  Fix,)  ~  ^rix,  +  eÄ)  ■ 

82.  Bie  Ableitung  als  Büferentialquotient.  Ist  f{x)  die 
Ableituig  der  Funktion  y  ^  f{x)  an  einer  bestimmten  Stelle 
X  und  bezeichnet  man  mit  dx  eine  willkürliche  gewählte 
Zahl,  um  welche  die  Zahl  x  vermehrt  -^  ^^ 

wird,  so  kann  man  eine  zweite  Zahl 
dy  bestimmen,  sodafs: 

wird.    Die  beiden  zusammengehörigen 
Werte  dx  und  dy  nennt   man   Diffe- 
rentiale und  deshalb  bezeichnet  man  nach  LeSmÜMj  die  Ab- 
leitung f{x)  als  den  Quotienten  der  beiden  Zahlen  den  Diffe- 
renfiälquotienten  der  Funktion  f(x): 


äy       dm  _/-/^^ 


dx         dx 

Für  denselben  Begriff  hat  man  also  zwei  Terschiedene  Namen: 
^^bleitung''  und  ^Differentialquotient'^  und  entsprechend  zwei 
Terschiedene  Zeichen: 


Betrachten  wir  wieder   die   Figur    16.     "Wählt   man   in   ihr 
dx  —  FF  —  MQ,  so  wird: 

dy  -  df{x)  -  f{x)dx  -  JlfÖtgL  QMR^MQ  •  J|  -  B«. 

Wenn  also  die  unabhängige  Veränderliche  z  um  die  Zahl 
dx  vermehrt  wird^  so  giebt  df(x)  nicht  den  Zuwachs  der 
Funktion  f(x)  an,  sondern  den  Zuwachs,  welchen  die  Ordi- 
nate der  Tangente  im  Punkte  (x,  y)  erfahrt,  wenn  x  um  dx 
wächsl     Ferner  lehrt  die  Anschauung  Folgendes: 
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Die  Tangente  giebt  die  Richtung  an,  welche  die  Kurve 
im  Punkte  M  einzuschlagen  bestrebt  ist.  Die  Neigung  dieser 
Tangente  gegen  die  o;- Achse  giebt  ein  Mafs  für  die  Stärke, 
mit  welcher  die  Kurve  im  Punkte  M  zu  steigen  oder 
wachsen  bestrebt  ist.  Würde  die  im  Punkte  (x,  y)  vorhan- 
dene Stärke  des  Wachsens  der  Funktion  f{x)  wirklich  kon- 
stant bleiben,  so  würde  der  Punkt  M  nicht  die  Kurve  weiter 
entlang  laufen;  denn  auf  dieser  ändert  sich  ja  von  Punkt  zu 
Punkt  die  Richtung  der  Tangente,  also  auch  die  Stärke  des 
Wachsens  der  Funktion  f{x)f  sondern  M  würde  auf  der  Tan- 
gente weitergehen.  Deshalb  definiert  man  auch  analog  wie 
in  der  Mechanik  die  G-eschwindigkeit  (die  in  der  That  Newton 
zu  seiner  „Fluxionsrechnung''  führte)  hier  den  Differential- 
quotienten so: 

Würde  die  Funktion  f{x)  an  der  Stelle  x  in  demselben 
Mause  weiter  wachsen,  wie  sie  es  an  dieser  Stelle  thut,  so 
würde  einer  Zunahme  der  Veränderlichen  x  um  dx  eine  Zu- 
nahme der  Funktion   um  df{x)  entsprechen.     Der  Quotient 

dfix) 
beider  Zunahmen     ,       ist  daan  seiner  Definition  nach  unab- 
hängig von  der  willkürlich  gewählten  Zunahme  dx  und  heifst 
der  Dtfferentiälquotient  oder  die  Ableitung  der  Funktion  f(x) 
an  der  Stelle  x. 

In  Wirklichkeit  erfahrt  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  Xy 
wenn  x  um  Aa:  vermehrt  wird,  die  Zunahme:  f(x  -f-  Aa?)  —  f{x) 
=  /"(af,  Ax),    Bezeichnet  man  diese  durch  A/'(a;),  so  ist: 

der  Differenzenquotient  der  Funktion  f(x).  Er  ist  abhängig 
sowohl  von  der  betrachteten  Stelle  x  als  der  Zunahme  Ax^ 
Nach  No.  27  bestimmt  er  die  Neigung  der  Sehne  MM' 
gegen  die  o:- Achse.  Ax  ist  hier  dieselbe  Zahl  wie  h  in  No.  27. 
Aber  nach  No.  27  ist  sein  Grenzwert  für  Ax  =  0  der  Diffe- 
rentialquotient an  der  Stelle  x.     Wir  haben  also: 


lim    ^^(^)  =  ^IM  =  rCrA 


A        A  Aä  dx 

Der  Differentialquotient  ist   der  Orenawert  des  Differenzenqtio- 
tienten. 
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Eine  lineare  Funktion  f(x)  wird  geometrisch  durch  eine 
Gerade  repräsentiert.  Bei  dieser  fallt  in  jedem  Punkte  die 
Tangente  mit  der  Geraden  selbst  zusammen ,  der  Differential' 
quatient  fäJU  hier  eusammen  mit  dem  Biffereneenquotienten,  In 
der  That  wird  hier: 

f{x)  *»  aa;  +  fc 

f{x  +  Aa?)  ^»  az'\-h  '\-  a  Aa? 

Af(x)  =  f{x  4-  Aar)  —  f'(x)  «=  a  Ax 

Ax 
Dieser  Differenzenquotient  ist  unabhängig  von  der  Wahl 
des  Ax  und  daher  auch  f&r  Aa;  »»  0 

^-     lim    ^««a. 

§  2.    Die  Differentiation  der  expliciten  algel^raischen 

Funktionen. 

Die  Bechnung,  durch  welche  man  die  Ableitung  oder 
den  Differentialquotienten  einer  Funktion  bestimmt ,  heiljst  die 
Differentiation.  Die  Regeln  zur  Differentiation  von  Funk- 
tionen bilden  die  Grundlage  der  Differentialrechnung.  Nach 
Ableitung  eines  allgemeinen  Hülfssatzes  werden  wir  zunächst 
die  einfachen  Fälle  behandeln,  bei  denen  die  vorgelegte  Funk- 
tion algebraisch  zusammengesetzt  ist  aus  einer  oder  aus  meh- 
reren Funktionen,  deren  Ableitungen  bekannte  Werte  haben. 
Wir  machen  hier  sofort  die  Annahme: 

Die  vorkommenden  Funktionen  besitzen  an  der  gerade  betrach- 
teten Stelle  endliche  Werte  und  bestimmte  endliche  Ableitungen. 

88.  Die  Funktion  einer  Funktion.  Es  sei  y  eine  Funk- 
tion Ton  u  etwa  y  ■»  f(u)  und  u  wieder  eine  Funktion  von 
X,  dann  ist  y  wieder  eine  Funktion  yon  x,  indem  y  eine  Funk- 
tion einer  Funktion  von  x  ist. 

Dies  festgesetzt,  beweisen  wir  den  folgenden  Satz,  den 
man  als  grundlegend  zu  betrachten  hat. 

Ist  -T^  die  Ableitung  von  u  ais  Funktion  von  x,  und  f(u) 

die  Ablesung  von  f(u)  als  Funktion  von  u,  so  ist  die  Ableitung 
von  f(u)  als  Funktion  von  x: 
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dm        ^,  V    du       dm_    du 
dx    '^'   V»*;  •  ^rß         ^^      dx 

Denn  erteilt  man  der  unabhängigen  Yariabelen  x  den  Zuwachs 
^Xy  so  erleidet  u  eine  Änderung,  die  mit  Au,  mid  dadurch 
y  eine  Änderung,  die  mit  Ay  bezeichnet  werde.    Es  ist 

Ay-A«*  +  ^«*)-/^(«)   oder   ^ ^^^^^^^f ~'-^i' 

Für  Aa;  —  0,  wird 

lim  ^  -.  lim  (C^L+A^'^^m  .  ^). 
Ad;  \  Att  Ax/ 

Nach  Voraussetzung  ist  aber: 

V       ^^       ^^ 
A«  — 0 

und,  da  mit  Ax  auch  Au  «»  u(x  -j-  ^^)  —  <^(^)  Terschwin- 
det,  ist  auch 

A«  -  0  ^«*  Au  -  0  ^"  ^  ^ 


Also  wird: 


also: 


lim^^?>-r(«)- 


du 
Ax         '   ^'^^    dx 


df{u)  ^f(^\,du^  dfiu)    du 


dx         '   ^  ^    dx         du      dx 

84.   Differentiation  einer  Summe.     Wir  betrachten  die 
Funktion 

y  —  +  «*  +  Wi +  *'«  +  •••  +  Wm-l, 

u,  ti|,  ti,, . . .  Un— 1  sollen  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen 
X  sein,  deren  Ableitungen  als  bekannt  angenommen  werden. 
Der  Yariabelen  x  erteilen  wir  den  Zuwachs  Ax,  und  es  seien 

Ay,  All,  Aui, . . .  Atfm--i 
die  entsprechenden  Änderungen  der  Yariabelen 

y,  W,  Ui,  .  .  .  Um-l. 

Es  ist  einleuchtend,  dais  die  Gleichung  besteht: 

Ay  —  +  A  u  +  Attj  +  •    •  Ai*m-i 
Also  ist  auch: 


A  ^  in   A  —  ZL    A  ^    _!_  ITI         A 


m— 1 


Aa:        -^  Ao;  -^  Aä  -^         -^      Ax 
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Geht  man  jetzt  zu  den  Grenzen  über^  so  wird: 
^^4.^  +  i?Lj L^^iril 

dx        -^  daj  -^  <Jä  -*-         -^     dx 
Daraus  folgt: 

Die  Ableitung  einer  alg^raischen  Summe  van  Funktionen 
ist  ^eid^  der  Summe  aus  den  Ableittmgen  dieser  Funktionen: 

85.   BüferentiAtion  eines  Produktes.     1.  lat 

y  «M  au 

und  a  eine  Konstante,  u  eine  Funktion  von  r,  so  wird^  wenn 
man  die  Zuwüchse  Ton  u  und  y  mit  Am  und  Ay  bezeichnet^ 
während  x  um  Ao;  sich  ändert, 

Ay  —  aAw,  also  .-^  ««  a  ^^r--- 

Geht  man  zu  den  Grenzen  über,  so  folgt 

dy  du 

dx  dx 

Also: 

Die  Ableitung  des  Produkt  aus  einer  Funkticn  und  einer 

Konstanten  ist  gleich  dem  Produkte  aius  der  Ableitung  dieser 

Funktion  mit  der  Konstanten. 

2.   Betrachten  wir  das  Produkt 

y  =  u  •  v, 

wobei  u  und  v  Funktionen  Ton  x  sind.  Bezeichnen  dann 
wiederum  Ao;,  Ay,  Au,  Av  die  Änderungen  dieser  Variabelen, 
80  ist 

Ay  •=  (u  +  Au)  (y  +  Av)  —  u  •  v  — ■  vAu  +  uAv  -f-  Au  Av^ 

also: 

Ay  ^**  j_      At?    I    AuAt?  j. 

Ax  ^      Ax    '        Ax    *    AxÄx 

Sind  nun  ^  und  j-  die  Ableitungen  von  u  und  v,   so 

wird  för  Aa;  —  0: 

dy  du   ,       dv 

dx'^     dx"*       dx' 

Die  Ableitung  eines  Produktes  zweier  Funktionen  ist  gleich 
der  Summe  aus  den  Produkten  y  welche  man  erhält ^  indem  man 
jede  Funktion  mit  der  Ableitung  der  anderen  muUiplißiert 
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Bezeichnet  man  die  Ableitungen  kurz  durch  Accente^  so 
wird  y' =  ti'v  +  uv'  oder  auch^  wenn  man  durch  y^^^uv 
dividiert  : 

y       u  "*"  f?  ' 

Der  Quotient  der  Ableitung  einer  Funktion  und  der 
Funktion  selbst  heilst  ihre  logarithmische  Ableitung.  Die 
Formel  sagt  also  aus: 

Die  logarithmische  Ableitung  eines  Produktes  aus  0u?ei  Fak- 
toren ist  glüch  der  Summe  der  logariOimischen  JMeitungen  dieser 
Faktoren. 

Diese  Eigenschaft^  welche  analog  ist  einer  Eigenschaft 
der  Logarithmen^  rechtfertigt  den  Namen  logariihmische  Ab- 
leitung. 

3.  Wir  betrachten  endlich  das  Produkt  aus  einer  belie- 
bigen Anzahl  Ton  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  x, 
es  heiTse 

y  «»  Uitl,  ...  Um. 

Nach  der  Regel  fär  die  logarithmische  Differentiation 
eines  Produktes  hat  man 


y         Ui    •     u^u^  ,  .  .u 


m 


Wi    "*"  V  "*"    »8  •  •  •  «m 


^» 


Die  letzte  dieser  Gleichungen^  nämlich 

s= 1 -1-    .   .    .    -J 

y  ^1      ^     «*«    ^  ^m 

besagt,  dafs  die  logariihmische  Ableitung  eines  Produktes  gleich 
der  Summe  aus  den  logariöimischen  Ableitungen  seiner  Fak- 
toren  ist 

um  die  Ableitung  y'   selbst  zu  erhalten,  genügt  es  die 
letzte  Gleichung  mit  y  zu  multiplizieren;  es  wird 

Der  Beweifs  ist  aufserdem  unter  der  Annahme  geführt/ 
dafjs  keine   dieser  Funktionen  u  für  die  betrachteten  Werte 
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von  X  verschwindet.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen^  dab  die 
zuletzt  gewonnene  Gleichung  Ton  dieser  letzteren  Annahme 
unabhängig  ist^  da  man  dieselbe  auch  direkt  aus  der  Glei- 
chung y  "»  uVj  y'  «=  UV  -f-  u  t;  gewinnen  kann. 

86.  Differentiation  eines  Quotienten.     Sind  u  und  v  zwei 
Funktionen  Ton  x  und  betrachtet  man  den  Quotienten 


y^  ^f 


u 

V 

80  hat  man 

u -\- Au        u        vAu  —  uAv 


Ay 


V  +  Av        V  v{v  +  Av) 

ftUr  jeden  Wert  von  x,  für  welchen  nicht  gerade  v  =^0  ist. 

Also  wird 

Ay  1         Au  tf  Av 


mithin 


oder 


Are        V  -}~  ^f>    ^x        v(v  -\-  Av)    Ax^ 

du         dv 

dy        ^  ^       ^^^  dg  dx 

dx        V  dx        V*  dx  v^  ' 

f  VU'  —  UV* 

y ^i — 


DiTidiert  man  diese  Gleichung  durch  y  «»  —;  so  folgt: 

y_  _  JL  _ :?!. 

y  u         V  * 

also: 

Die  logarithmische  Ableitung  eines  Quotienten  ist  gleich  der 

logarUhmischen  Ableitung  des  Zählers,  vermindert  um  die  logarith- 

mische  Atieüung  des  Nenners. 

87/ Differentiation  der  Potensen  einer  Funktion.  Es  sei 
tt  eine  Funktion  von  x  und  man  betrachte  die  Potenz 

(1)  y  -  u-, 

in  welcher  der  Exponent  m  eine  Eonstante  ist. 

1.  Ist  m  eine  ganze  positive  Zahl,  so  ist  y  das  Produkt 
▼on  m  gleichen  Faktoren  u^  infolge  dessen  ist  die  Ableitung 
der  Funktion  y  nach  der  dritten  Regel  der  Nr.  35  zu  bilden 
und  es  wird: 

(2)  j^  —  mw"»~^  -^  oder  y'  —  mw*"""*  u    oder  -^  =  w  -~  • 
^  ^      dx  dx  ^  y  u 

Sarret,  Biff.-  u,  Integral-Bechnong.     I.    2.  Aufl.  4 
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2.  Ist  m  ein  positiTer  Brach^  mit  dem  Nemier  i,  so  ist 

Setzt  man  0  —  y',  also  e  =  u^\  so  ist  0'  ^  mtw"*'""*u'. 

Ans  der  Gleichnng  0  ^^  y*  folgt  aber 

also  ist: 

*y'~*y'  ^  wiu*"'"~^u'     oder    y»'— *y'«—  fnw'^'^^u'. 
Dividiert  man  dnrch  y%  so  folgt 

^  3=  m  —    oder    y'  -«  mu^'—^w', 

also  die  frühere  Formel. 

3.  Ist  m  eine  ganze  oder  gebrochene  negative  Zahl^  so 
hat  man  nach  der  Formel  (1)  für  alle  Werte  von  x^  für 
welche  u  nicht  gleich  0  ist^ 

yw-«  OB  1. 

Da  das  Produkt  yw^  konstant  ist^  so  ist  seine  Ab- 
leitung 0;  die  Dififerentiation  der  letzten  Gleichung  ergiebt 
also 

oder 

9  ^     y  u 

Also  ist  die  Formel 

— — ■ssmi«"*""*^    oder    (u"*)' «»  mw'^—^w' 

allgemein  gültig  fbr  jeden  positiven  oder  negativen  rationalen 
Exponenten.  (DaTs  sie  auch  f&r  irrationale  Exponenten  gilt, 
wird  in  Nr.  47  gezeigt  werden.) 

Reduziert  sich  die  Funktion  u  auf  die  Yariabele  x,  ist 

also  u  ■»  ^  und 

y  —  x"^, 
so  wird 

(x^)  mmmx^~^     oder      ^     =ina;"*-"*. 

Die  Begel  lautet: 

Die  Äbkiiufig  der  tnf*^  Totem  von  x  ist  gleich  dem  m-fachen 
der  m — 1'**  Poten0  von  x. 
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Für  den  Fall  m  •»  r  ergiebt  sich 

y^yü 


dy       1    —Xdu        ■,  /       1  tt' 

-^  mm  -u    2  —     oder     w  «=  -  -—  . 

dx        %  dx  2  Vi« 


S  3.  Anwendungen. 

88.  FoxmelbeiBpiele.  Eine  explicite  algebraische  Funktion 
wird  erhalten,  indem  man  mit  der  Variabelen  x  und  mit  Kon- 
stanten algebraische  Bechnungsoperationen  in  endlicher  Anzahl 
ansfBhrt.  Die  Ableitung  solch  einer  Funktion  kann  man  daher 
immer  yermittelst  der  bisherigen  Regeln  berechnen.  Wir  wollen 
hier  einige  Beispiele  geben: 

1.  Ist 

y  -«  Ax^  +  JBa?"  +  Cx^  *j-  . . .  Lx"^ 

wobei  Ay  B^  C . .  bestimmte  Eonstante,  und  m,  n,  p  rationale, 
ganze  oder  gebrochene  Zahlen  bedeuten,  so  erhält  man  un- 
mittelbar durch  Anwendung  der  Regeln  f&r  Summe,  Produkt 
und  Potenzen: 

y'  =»  mAx"^-^  +  nBa?"~^  +  pCx^"^  H —  •  rLx""-^, 

2.  Ist  im  Besonderen 

y  —  a  +  iyx  +  ;^  +  — , 

yx        X 

wobei  üy  b,  e,  e  Eonstante  sind^  so  kann  man  schreiben: 

y  «=  a  +  bx"^^  +  ca:""*  +  co?""^ 
und  man  hat 

y'  —  [5  bx"^  —  ^  ex""*  —  ea:"^] , 
oder 

3.  Ist  

y^x\a^+x^)ya^  —  x^ 

und  a  eine  Eonstante,  so  ist 

y  _  (cfla^'{'Xl^)ya^ — x^f 
folglich: 
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2    j/a*— a?*       dos 


—  )/a*  — ic*(2a«a:  +  4»»)  —  (a«x*  +  x^) 


X 


oder 


ya»-a?»^ 


» 


(2a*  +  a»«»  —  6ar*)«  . 


Va*  —  aj« 
4.  Ist 

y  =  (aa?*»  +  6)" 

und  sind  a,  6,  m,  n  konstante  Zahlen,  so  wird 

also: 

89.  Gtoometrisohe  Anwendungen.  Die  bisherigen  Regeln 
reichen  zur  Losung  mehrerer  Aufgaben  bereits  aus;  es  wird 
nützlich  sein,  hiervon  einige  Beispiele  zu  geben.  Wir  entr 
nehmen  dieselben  der  Geometrie  und  müssen  zunächst  einige 
in  der  Euryentheorie  gebräuchliche  Benennungen  einführen« 
Ist  eine  Kurve  auf  zwei  geradlinige  Koordinatenachsen  bezogen, 
und  konstruiert  man  in  einem  Punkte  die  Tangente  und  die 
Normale,  so  heiXsen  die  Strecken  auf  diesen  Geraden,  welche 
zwischen  dem  Kurvenpunkte  und  der  Abscissenaxe  liegen,  die 
Länge  der  Tangente  und  die  Länge  der  Normaley  während  die 
Projektionen  dieser  Strecken  auf  die  Abscissenaxe  die  Namen 
Subtangente  und  Subnormäle  haben. 

Aufgabe  L   Es  soll  die  Kurve  bestimmt  werden,  für  welche 
im  rechtwinkligen  Koordinatensysteme  die  Subnormale  gleich  einer 

gegebenen  Konstanten  p  ist 

Sind  X  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  eines  Punktes  M  der  ge- 
suchten Kurve,  so  ist  y  als  Funktion 
von  X  zu  betrachten,  und  diese  Funk- 
tion ist  zu  bestimmen.  Es  werde  die 
Ordinate  MP  des  Punktes  M  und  die 
Normale  MN  konstruiert,  dann  ist  die  Subnormale  PN  gleich 
der  Ordinate  MP^=^y,  multipliziert  mit  Tangente  des  Winkels 


Fig.  18. 
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FMN.  Dieser  Winkel  ist  aber  gleich  dem  Winkel  MTx^ 
welchen  die  Tangente  des  Punktes  M  mit  der  Abscissenachse 

bildet;  also  ist  sein  Tangens  gleich    ^*    Die  Bedingung  der 

Aufgabe  ist  also  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 

dy 

oder 

2yy'—2p. 

Das  erste  Glied  derselben  ist  die  Ableitung  yon  y*  (nach 
Nr.  37);  das  zweite  Glied  ist  die  Ableitung  von  2px.  Wir 
haben  also  zwei  Funktionen  von  x,  nämlich  ^  und  2pXy 
welche  gleiche  Ableitungen  haben.  Diese  Funktionen  können 
sich  also  nur  (29)  um  eine  Eonstante  unterscheiden^  und 
man  hat: 

wobei  C  eine  willkürliche  Eonstante  ist.  Die  Parabeln  mit  dem 
Parameter  p^  deren  Aze  mit  der  Geraden  zusammenfallt^  auf 
welcher  man  die  Subnormale  konstruiert,  sind  also  die  einzigen 
Eurven,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Aufgabe  IL  Es  soll  die  Kurve  bestimmt  werden  y  deren 
Normale  gleich  einer  gegebenen  Konstante  a  ist 

Man  sieht  aus  der  Torigen  Figur,  dafs  das  Quadrat  der 

Normalen    gleich   ist    dem  Quadrate   der  Subnormalen  y-jr-f 

yermehrt  um  das  Quadrat  der  Ordinate;  man  hat  also  die 
Bedingung: 

Diese  Gleichung  wird  befiriedigt,  wenn  man  y  »»  +  a  setzt; 
denn  hieraus  folgt  3^  ■*==  0.  Die  beiden  Geraden,  welche  pa- 
rallel zur  Abscissenaze  in  der  Entfernung  a  von  dieser  Axe 
laufen,  bilden  also  eine  Lösung  des  Problemes.  Abgesehen 
Yon  dieser  Lösung,  folgt  aus  der  obigen  Gleichung: 

1  ^    yy' 

wobei  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  sowohl  positiv,  wie 
negativ  sein  kann.    Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  die 
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Ableitung   von  —  ]/«•  —  y*,   folglich  drückt  diese  Gleichung 
aus^  dais  die  Funktionen 

X  und  —  ya^  —  y* 

dieselbe  Ableitung  haben.    Denmach  können  sich  diese  Funk- 
tionen nur  um  eine  Eonstante  a  unterscheiden^  und  man  hat 


(x  —  «)«  +  y 


2 


a 


8 


Fig.  19. 


Die  Kreise  mit  dem  Radius  a,  deren  Mittelpunkte  auf 
der  Abscissenaxe  liegen^  sind  die  Lösungen  der  Aufgabe. 

Aufgabe  IIL  Es  ist  ein  Kegelschnitt  OAB  gegeben. 
Man  soU  eine  Kurve  IM  so  bestimmen,  dass  jede  Sehne  AB  des 
Kegdschnütes,  wdche  eugtmh  die  Kurve  IM  berührt ,  durch  den 
Berührungspunkt  M  in  zu>ü  gleiche  Teile  geteiU  wird. 

Sei  Y«  — 2i>Z+2Z«  die 
Gleichung  des  gegebenen  Kegel- 
schnittes; und 

die  Gleichung  der  Tangente  im 
Punkte  M  {x,  y)  der  unbekannten 
Kurve.  Eliminiert  man  F  zwischen 
diesen  beiden  Gleichungen,  so  wird: 

[ß-S-«]^'+4»i-«0"-i>]^+(^-43*-«- 

Die  halbe  Summe  der  beiden  Wurzeln  X  dieser  Gleichung  ist: 


'-'t^-m' 


(dyY_ 
\dx/ 


3 


Nach  der  Bedingung  dieser  Aufgabe  soll  diese  halbe 
Summe  gleich  der  Abscisse  x  des  Berührungspunktes  M  sein. 
Man  hat  also 


oder: 


P  +  Sx-y^ 


0, 


2yy'  —  2/)  +  2ix. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  die  Ableitung  von 
2px  -f-  2«';   die   linke   die  Ableitung  von  y\    Diese   beiden 
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Funktionen  nntersclieiden  sich  also  nur  um  eine  Konstante, 
d.  Il  es  ist 

die  allgemeine  Gleichung  der  gesachten  Enrye.  Diese  Eurren 
sind  Kegelschnitte  y  welche  zu  dem  gegebenen  ähnlich  und 
ähnlich  liegend  sind. 

§  4.  Satz  für  die  Differentiation  Ton  Funktionen^  welche 
ans  mehreren  Funktionen  einer  nnahhingigen  Yarlahelen 

zusammengesetzt  sind. 

40.  I>er  Satz  fOr  zwei  Terme«  Die  Resultate ,  welche 
wir  oben  gefunden  haben^  sind  in  einem  aligemeinen  Satze 
enthalten,  der  sich  auf  die  Differentiation  einer  Funktion  be- 
zieht^ die  aus  mehreren  zusammengesetzt  ist. 

Wenn  u  und  t^  zwei  Funktionen  der  unabh&i^^igen  Yaria- 
belen  x  sind,  und 

eine  Funktion  von  u  und  v  bedeutet,  so  sagt  man,  y  ist  eine 
Funktion,  welche  aus  den  beiden  Funktionen  u  und  t;  zu- 
sammengesetzt ist. 

Bilden  wir  nun 

Ay  —  /l[t*  +  Au,  V  +  Ar)  —  f(Uy  v) 

-[/(i«+Au,t;+Af^)-/-(fi,t;+At;)]  +  [/tu,t;+Ar)-/-(tt,t;] 

also: 

Ay        f(u  +  Au,f?  +  Av)  —  f(u,  v  +  At?)    Au 

Ax  Au  Ax 

I    A<*t<^  +  ^^)  — /(^tt?)  ^  Av  ^ 
*  Av  Aä* 

Der  Grenzwert,  welchen  der  Quotient 

fiyk  +  Au,  V  +  Ap)  —  fCu,  t?  +  At?) 

Att 

erhält,  wenn  man  Au  null  werden  läfst^  während  man  At;  un- 
geändert  läfist,  wird  als  die  Ableitung  der  Funktion  in  Bezug 
auf  die  Yariabele  u  zu  bezeichnen  sein.  Diese  Ableitung  wird 
eine  Funktion  von  u  sein  und  auTserdem  von  dem  Werte  V'\-L,v 
abhängen.  Wir  bezeichnen  sie  mit  9>(u,  t;  +  At?),  und  nehmen 
erstlich  an,  dais  die  Funktion  /'(u,t;  -f  Av)  als  Funktion  Ton  u 
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die  Forderung  {C  erfüllt  f&r  alle  Werte  u  in  dem  Intenralle 
Ton  u  bis  u  -{-  Au.     Alsdann  ist  aber  nach  dem  Satze  der 

Nr.  28 

Au  +  Au,.  +  AtO-Au,t;  +  A^_  ^(^  ^  eAu,t;  +  Ar). 

Ebenso  wird  die  Grenze  des  Quotienten 

als  Ableitung  der  Funktion  f(u^  v)  nach  v  zu  bezeichnen  sein; 
wir  nennen  sie  ^(u^t;).    Aus  der  Gleichui^ 

(1)   ^1  -  ^(«  +  e A«,  .  +  A«)  1^  +  ^^i^^iK,)  A^ 

folgt  nun  durch  Übergang  zur  Grenze  f&r  Hx  «>  0: 

dy  f       \    ä^   t     ,  /       \    dv 

Bei  unserem  Beweisgange  bedingt  dieser  Grenzübergang 
folgende  Voraussetzungen: 

1.  Die  Funktionen  u  und  v  yon  x  besitzen  an  der  gerade 
betrachteten  Stelle  x  bestimmte,  endliche  Ableitungen,  so  dafs 
wir  setzen  dürfen: 

V       Au       du         V       Av        ^^ 
um    -T —  s^  j— ,        lim    -T —  =  j—  • 

Aaj=0^^        ^*        Aa;-0^^        ^^ 

Hieraus  folgt  dann,  dafs  u  und  t;  an  der  Stelle  x  stetig 
sind  und  daher  mit  Hx  =^  0  auch  gleichzeitig  Au  =»  0, 
Av  «=  0  wird. 

2.  Die  Gleichung  (1)  mufs  für  das  ursprünglich  gewählte 
Ax  und  alle  absolut  kleineren  Zahlen  Are  gelten.  Dies  ist  der 
Fall,  wenn  die  Funktion  /"(m,  i;)  für  alle  Wertepaare  w,  v  bis 
u  +  Am,  i;  +  Ar  als  Funktion  von  u  die  Forderung  9[  erfüllt. 

3.  Es  muTs  lim      q>(u  +  d Am,  v  +  Av)  =  g>  (m,  v)  sein. 

Au»->0,  At?=0 

Dies  ist  der  Fall,  wenn  q>  (m,  t;)  an  der  Stelle  u,  i;  stetig  ist 
als  Funktion  der  zwei  Yariabeln  u,  v. 

4.  Es   mufs    lim  ^;  — /v^»^    einen  bestimmten 

endlichen  Wert  haben. 

Wenn  eine  Funktion  y  von  den  beiden  willkürlichen  Yariar 
belen  u  und  v  abhängt,  so  bezeichnet  man  mit  den  Symbolen 
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dujf  und  d«y  die  Differentiale  dieser  Funktion,  welche  man 
erhält,  indem  man  nur  eine  der  Gröfsen  u  oder  v  variiert;  die 

Ableitungen  (p(u,  v)  und  t(UyV)  sind  also  bezüglich  gleich  den 

d  y  d.y 

beiden  Quotienten  -^  und  -^  •    Man  läfst  gewohnlich  die  In- 

dices  in  den  beiden  Zahlern  fort;  jedoch  darf  man  dabei  nicht 
autser  Acht  lassen,  dafs  die  Zähler  dy  in  beiden  Quotienten 
etwas  yerschiedenes  bedeuten,  was  übrigens  durch  die  Nenner 
ohne  irgend  welche  Unbestimmtheit  ausgedrückt  ist.  Die  Ab- 
leitung der  Funktion  y,  als  Funktion  von  x  betrachtet,  ist  also 

äy dy  du    ,    dy  dv 

dx        du  dx"^  dv  dx 
oder 

dy       df(u,v)  du    .    df{u,v)  dv 

dx  "*"      du      d aj  "*        dv      dx 

Man  bezeichnet  die  beiden  Ableitungen  auch  mit  /'u(u,  t;), 
/^(u,  i;);  also  ist 

dy        1*1  f       \du    ,    /., /-       ^dv 

Um  unseren  Satz  kurz  aussprechen  zu  können,  wollen  wir 
die  folgende  Redeweise  einführen,  deren  wir  uns  später  noch 
oft  bedienen  werden: 

Wir  sagen  eine  Funktion  f{Xxy  ^s;  •  •  0  ^^^  ^^^  bestimmte 
Eigenschaft  in  der  üfngd>ung  einer  Stelle  a:^  ^s  ^j,  o;,  =»  a^, . . ., 
wenn  sich  eine  positive  Zahl  h  angeben  läüst,  so  dafs  f  jene 
Eigenschaft  für  alle  Stellen  x^,  x^y  ...  besitzt,  welche  die 
B®^™P^g  1  ^  —  ^1 1  <  Ä;  I  ^2  —  ^  I  <  Ä;  •  •  •  erföUen. 

Unter  Benutzung  dieser  Ausdrucksweise  können  wir  unseren 
Satz  so  aussprechen: 

Es  seien  u  und  v  ewei  Funktionen  von  Xy  welche  in  der 
UmgAung   einer   hestimmten    Stelle   x  bestimmte   endliche  Ah- 

leitungen  t—  ,  ^  besitzen.    Femer  sei  f(uy  v)  in  der  Umgebung 

der  ent^echenden  Stelle  u,  v  nebst  den  beiden  Ableitungen 
nach  u  und  v  stetig  als  Funktion  der  beiden  Variabelen  u 
und  V.    Alsdann  ist: 

df{Uy  v) df{u,v)  du    .    df{u,v)  dv 

dx  du      dx'^      dv      dx' 
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4L  Der  Sati  für  beliebig  Tiele  Terme.  Das  erhaltene 
Besultat  kann  leicht  yerallgemeinert  werden.  Seien  u,v,iv,8... 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabelen  x,  und 

eine  aus  ihnen  zusammengesetzte  Funktion«  Ersetzen  wir  die- 
selben mit  Ausnahme  der  ersten  durch  ihre  Werte  in  x,  so  hat 
man  y  ausgedrückt  in  u  und  x.  Man  kann  also  die  Formel 
des  Torigen  Paragraphen  anwenden  und  erhält 

dy  ^^  dy  du    ,    d^y 
dx        du  dx*'  dx  ^ 

wobei  -^  die  Ableitung  von  y  bedeutet^  gebildet  indem  u  als 

Eonstante  betrachtet  wird.     Mau  hat  dann  ebenso 

d'y  ^dy  dv    ,    d"y 

dx        dv  dx'^  dx  ^ 
d"  V 

wobei  -~  die  Ableitung  von  y  ist;  wenn  u  und  v  als  kon- 
stant angesehen  werden.    Femer  ist 

d"y  ^dy  dw        d"'y^ 
dx  ^^  dw  dx  '^    da?  ' 

gl*"  mß 

-~  ist  die  Ableitung  von  y^  wenn  u,  v  und  w  als  Eonstante 

gelten.  Es  ist  leicht  zu  sehen^  dals  man,  indem  man  die 
erhaltenen  Gleichungen  verbindet;  die  Gleichung  gewinnt: 

?^--,^^4-?y^4-  ^y  ^^  j.  ^y ^*  4-  . . . 

dx  "^  du  dx'^  dv  dx  ~^  dw  dx    *    ds  dx    ' 
und  man  kann  den  Satz  aussprechen: 

Die  Ableitung  einer  Funktion,  tcdche  aus  mehreren  Funk- 
tionen eusammengesägt  ist,  ist  gleich  der  Summe  aus  der,  wdche 
man  erhält,  indem  man  nach  einander  jede  der  ßusammensetemden 
Funktionen  als  die  einstige  VariabeU  ansieht. 

Der  Satz  gilt  jedenfalls  unter  den  folgenden  Bedingungen: 

Die  u,  V,  w,  .  ..s  sind  Funktionen  von  x,  welche  in  der 
Umgdmng  der  gerade  fixierten  Stelle  x  bestimmte  endliche  Ab- 
leitungen  besitzen  und  selbst  bestimmte  endliche  Werte  besitjsen. 
Sodann  ist  f(u,  v,  w  . . .  s),  als  Funktion  der  unabhängigen 
Veränderlichen  u,  v,  . . .  s,  in  der  Umgdmng  der  ent^echenden 

Stelle  (u,  V,  ...  s)  nebst  ^  •  •  •  g^  stetig. 
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48.  Anwendungen: 

1.  Ist  y  o«  Äu  +  Bv  -|-  Cw . . .  und  sind  A^B^C ...  Eon- 

stante^  so  werden  die  Ableitungen  g^,  ö^,  g^  "  '  bezüglich 
gleich  Ä,  B,  C . ..]  es  ist  also 

y'  -«  ^«'  +  jBt;'  +  <7w'  H 

2.  Ist  y  -  uvws...,  so  sind  die  Ableitungen  |^,  ff,  fj 

bezüglich  gleich 

vtos  . . .;  uu;« . .  .y  ut;^  . . ., 
man  hat  also: 

wie  schon  in  Nr.  35  gefunden  wurde.  Diese  Formel  führt, 
wie  in  Nr.  37  gezeigt  ist,  zur  Begel  für  die  DifiFerentiation 
Ton  Potenzen. 


3.  Ist  u 


V 


y  =  -^UV       , 


80  hat  man  (wenn  v  nicht  gleich  0  ist), 

du  ^     dv  ' 

also: 

y  —  t;    ^M  — uv^^v      oder    y  -» , , 

wie  in  Nr.  36  gefunden  wurde. 

48.  Folgerung  aus  dem  vorigen  Satae.  Jede  explicite 
Funktion  y  der  Yariabelen  x  wird  erhalten,  indem  man  mit 
dieser  Yariabelen  bestimmte  Rechnungsoperationen  in  be- 
stimmter Reihenfolge  ausführt.  Die  Zahl  dieser  Operationen 
wild  als  begrenzt  yorausgesetzt;  ist  sie  gröüser  als  1,  so  ist 
die  letzte  Operation  an  einer  oder  an  mehreren  Funktionen 
^y  Vy  iß  .  .  .  auszuführen^   welche   vorher   gebildet   sind.    So 

erluQt  man: 

y  =  f(u,  Vy  uf  .. .). 

Der  vorige  Lehrsatz  nun  führt  die  Differentiation  von  y 
aof  die  Differentiation  der  einfacheren  Funktionen  u,  v,  to  , . . 
und  auf  die  durch  das  Symbol  f  dargestellten  Funktionen  von 
«)  Ton  V,  von  to  . . .  u.  s.  w.  zurück.  Werden  die  Funktionen 
«, V, tc. . .  nicht  durch  eine  einzige  Operation  aus  x  berechnet, 
so  kann  man  auf  sie  dasselbe  anwenden,  was  von  y  gesagt 
wurde,  und  so  fori    Demnach  reduziert  sich  die  Differentiation 
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Yon  y  immer  auf  die  Bestimmung  von  Ableitungen  elementarer 
Funktionen,  welche  man  nicM  auf  einfachere  zurückführen  kann. 
Die  elementaren  Funktionen,  mit  denen  wir  uns  hier  zu  be- 
schäftigen haben,  sind: 

1.  Die  Funktionen,  welche  aus  einer  einzigen  algebraischen 
Operation  hervorgehen:  nämlich  a  +  ^;  ^^y  ^"*« 

2.  Die  Exponentialfunktion  a'  und  die  Funktion  Logarüh- 
mus:  logo;. 

3.  Die  goniometrischen  und  die  cyclometrischen  Funk- 
tionen. 

In  Bezug  auf  die  algebraischen  Funktionen  ist  hier  dem 
zu  Beginn  von  §  2  bereits  Gesagten  nichts  hinzuzuf&gen,  und 
wir  werden  nun  die  verschiedenen  elementaren  transscendenten 
Funktionen  betrachten. 

§  5.  Differentiation  der  Logarithmen  und  der 

Exponentialfanktion. 

44.  Die  invemen  Funktionen«    Allgemein,  wenn  man  die 

Ableitung  einer  Funktion  kennt,  so  kann  man  hieraus  auch 

die  Ableitung  der  inversen  Funktion  berechnen.    In  der  That, 

nehmen  wir   an,   dafs   die  beiden  Variabelen  x  und  y  unter 

einander  durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  welche  sowohl 

die  Form 

y  «a  f(x)  als  auch  die  Form  x  =  F(if) 

annehmen  kann,  so  folgt  aus  der  ersten  Gleichung 

ll  «  f'(x)  und  aus  der  zweiten:  1  =  ^'(y)^,  (33), 

also  ist  ^ 

l==F'(y)r(x)     oder:    JF' (y)  -  ^>-. 

In  der  LeibniUtachen  Bezeichnungsweise  schreibt  sich  dies: 

dy  dx 

Besittt  also  y  als  Funktion  von  x  an  der  Stelle  x  eine 
endliche  und  von  null  verschiedene  Ableitung  f'(x),  so  besitzt 
auch  X  als  Funktion  von  y  an  der  entsprechenden  Stelle  y  eine 
endliche  und  von  null  verschiedene  Ableitung  F'(j/)  und  die 
Ableitung  der  inversen  Funktion  ist  der  reüproke  Wert  der 
Ableitung  der  ursprünglichen  Funktion. 
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45.  Bestimmuiig  von  lim   (1  -j )    für  ganze  positive  m. 

Die  BeBtimmang  dieser  Grenze  ist  imerläfslich  für  die  Aufgaben, 
die  wir  uns  gestellt  haben.  Wir  nehmen  zunächst  an^  dafs 
die  Zahl  tn  nach  einem  positiven  unendlich  grofsen  Werte 
konvergiert;  indem  sie  nur  die  Werte  der  ganzen  Zahlen  durch- 
lauft. Alsdann  hat  man  nach  der  Binomialformel  in  Bezug 
auf  einen  ganzzahligen  positiven  Exponenten: 


( 


1  +  «;  =  ^  +  T "  w  +   1.2    w« 


,    mjm  —  1) (m  —  2)      1^    ,  ,    (l.\^ 


Ist  nun  n  irgend  eine  ganze  Zahl  kleiner  als  m,  und  be- 
zeichnet man  mit  jß»  die  Summe  aller  Glieder,  welche  auf 
das  (n  -f- 1)^  Glied  folgen^  so  kann  man  schreiben: 


(1) 


1.2.8 


+ 1.2.8...n +  ^»' 

wobei  der  Wert  von  B«  gleich  wird: 

\         «/  \         mJ        \  ml 


B, 


[ 


1  •  2  •  •  •  ti 


•  /*a_l_  1^^*•  _i_  o\  "T 


«  +  1     •         (n+l)(n  +  2)  *  (n+l)(n  +  2)  •..  f» 

In  der  zwischen  der  Klammer  enthaltenen  Summe  ist  die 

Zahl  der  Glieder  gleich  m  —  n,  und  diese  Glieder  sind  kleiner 

als  die  entsprechenden  der  unbegrenzten  geometrischen  Pro- 

nession 

111 

n  +  1  "^  (n  +  1)«  "^  (n+"l)»  "1 

Die  Summe  dieser  Reihe,  d.  h.  die  Grenze,  welcher  sich 
die  Summe  beliebig  nähert,  je  mehr  Glieder  man  summiert, 

ist  —;  folglich  kann  der  Faktor  zwischen  den  Klammem  mit 
—  bezeichnet  werden,  wenn  0  einen  Bruch  zwischen  0  und  1 
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bedeutet.     Man  hat  also;  wie  grofs  auch  immer  m  gewählt 
sein  mag: 

(2)  B,  _  ^        "^^    ,Z..n- •  I  • 

Die  Zahl  n  kann  als  imyeränderlich  angesehen  werden; 
lassen  wir  nun  m  beliebig  wachsen  und  bezeichnen  mit  9t « 
die  Grenze  von  Bny  mit  d"  die  Grenze  von  8^  so  erhalten  wir: 

(3)  liin(l  +  i)'"-l  +  |  +  ^;^  +  ...,.3^-^  +  ««. 
und  nach  Formel  (2)  ist 

«^  ist  eine  Gröfse^  von  der  nur  bekannt  ist^  dafs  sie  nichfc 
gröfser  als  1  und  nicht  kleiner  als  0  ist. 

Die  Zahl  n  kann  willkürlich  gewählt  werden^  und  wenn 
man  annimmt,  dafs  sie  ins  unendliche  wächst,  so  konvergiert 
91  n  nach  0.    Es  folgt  hieraus^  dafs,  je  mehr  Glieder  der  Summe 

'l'1.2'l-2.8~         l-2-3..n~ 

addiert  werden^  um  so  genauer  eine  bestimmte  Grenze  erreicht 
wird.  Denn  durch  Addition  beliebig  vieler  Glieder  erhält  man 
Werte,  die  immer  mehr  wachsen,  und  die  doch  kleiner  sind 
als  der  Wert 

.    ,   1   ,    JL4.        ^         I  1  . 1 1  . 

'     1   '''1.2'     1.2.3  "^         1.2.3...«'l-2S.-.nn 

Diese  bestimmte  Grenze  bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  e; 
es  ist  also 

lim_  (1  +  1) 


«1  — 00 

wenn  man 


e 


14- J_  +  _i- 4.  _i_  4- _1_  4. 

'     1    ~1.2'l.2.8'l-2.3-4~ 


setzt.  Bricht  man  die  Reihe  mit  dem  Gliede  ab,  welches  n 
im  Nenner  enthält,  so  ist  der  Fehler,  d.  h.  die  Abweichung 
vom  vollständigen  Werte,  gleich  der  Groijse  91«,  die  man  den 
Best  der  Beihe  nennt.  Dieser  Best  ist  kleiner  als  der  n^  Teil 
des  n  -|-  1^  Gliedes,  mit  dem  man  die  Summation  abgebrochen 
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hat.  Dies  gestattet  den  numerischen  Wert  der  Zahl  e  mit  einer 
beliebig  groijsen  Annäherung  zu  berechnen.    Man  findet: 

e  =  2,71828   18284  59045  . . . 
46.   Befftiniinxulg  von  lim    fl  -| j     für  beliebiges  m. 

Nehmen  wir  femer  an,  m  wird  positiv  unendlich,  indem  es 
alle  Zahlenwerte  durchläuft,  und  bezeichnen  wir  mit  fi  die 
ganze  Zahl,  welche  dem  Werte  m  jedesmal  am  nächsten  liegt 
und  kleiner  ist  als  m.    Man  hat  alsdann: 

(>+^)'<('+i)"<('+ir. 

oder 

Wenn  nun  m  ins  unendliche  wächst,  so  wird  auch  die 
ganze  Zahl  fi  unendlich.     Nun  wird 

Mithin  ist  die  Grölse  (l  -j j    zwischen  zwei  Variabelen 

eingeschlossen,  welche  beide  die  Grenze  e  haben;  man  hat 
folgUch  (25) 

lim(l  +  i)'"-e. 

Nimmt  man  endlich  an,  dafs  m  negativ  unendlich  wird* 
nnd  setzt  man  m  «»  —  fi,  so  hat  man: 

(>+i)"-(»-r'-(?^r-(i+?^)'. 

also 

(i+ir-(i+,~^)'-'-(i+ry- 

Konvergiert  w  nach  —  oo,   so   konvergiert  ft  —  1  nach 
-|-  <3o  und  man  hat 

J^  (i  +  jT^)'"'  - «'  «°^  (i  +  jT-b)  - 1; 

also  ist  auch  in  diesem  Falle 
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47.  Die  Ableitung  von  logo;.  Die  Basis  der  Logarithmen 
sei  hier  irgend  eine  feste  positive  Zahl  a;  die  Yariabele  x  kann 
alle  positiven  Werte  annehmen.  Erteilt  man  der  Variabelen  x 
den  Zuwachs  AXy  so  wird 

Aloga?  =  logXic  +  Ax)  —  loga;  =  log(l  +  -~), 

also 

Alogx         ^°«(*  +  ¥) 


Ax  Ax 

-=  m  oder  Are  =- 
Ax  m 


Setzt  man  =  m  oder  Are  =— ,  so  folgt: 


A^8^  ==  «log(l  +  1)  «  llog(l  +  1)". 

Wenn  nun  Arr  null  wird,  so  wird  m  unendlich,  für  jeden 

von  null  verschiedenen  Wert  von  x\  der  Ausdruck  (l  -j ) 

hat  die  Grenze  e,  und  also  ist 

Sind  die  Logarithmen  in  Bezug  auf  die  Basis  e  gebildet^ 
so  hat  man  das  sogenannte  Neper'sche  oder  natürliche  System. 
Hier  ist  log  e  «»  1 ,  also 

d  log  X        1 

dx  X 

Ersetzt  man  x  durch  eine  Funktion  u  von  x,  so   wird 

nach  Nr.  33 

(2  log  14        (flogt«    du 1      du 

dx  du       dx        u     dx 

Hierdurch  rechtfertigt  sich  der  Name  ,,  logarithmische  Ab- 
leitung%  welcher  in  Nr.  35  eingeführt  wurde.  Diese  ist  in  der 
That  die  Ableitung  des  Logarithmus  der  betreffenden  Funktion. 

Eine  Anwendung  dieser  Formel  machen  wir  auf  den  Fall 
der  Potenx  y  ^=m  x^  mit  beliebigem  irrationalem  Exponenten. 
Bildet  man  für  positive  Werte  von  rr,  logy  =  ftloga?,  so  folgt 

nach  Nr.  83:  —  .-^  =  ^   also  j^—  axf"^^.  demnach  gilt  auch 

y    dx       x'  dx       ^  '  ° 

für  irrationale  Exponenten  die  frühere  Regel. 
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48.   Die  Ableitung   von  a*.     Die   Basis  a  ist   als   eine 
positive  Eonstante  zu  denken.    Es  wird 

Ao^  =  a»+^*  —  a*  —  a'(a^'  —  1), 
also: 

Ao;  Ao; 

Setzt  man  a  '  —  1  =  —    oder  a  *  =  1  H ,  so  erhält 

man,  indem  man  auf  beiden  Seiten  die  Logarithmen  nimmt: 

Aafloga  =  log(l  +  ^)  oder   Are fo^^  "^  , 


folglich: 


Aa*  X  log  g  ^^    z         loga 


«iog(i+i)    108  (»+4r 


Lälst  man  Ax  nach  0  konvergieren,  so  wird  m  unendlich; 
( 1  4 j     wird  gleich  c  und  demnach 

ao;  löge 

Die  Basis  der  Logarithmen  ist  willkürlich.  Wählt  man 
das  natürliche  System,  so  ist  log  6  =  1  und  demnach 

da*  1 

Für  den  Fall  a  *»  e  gehen  die  Formeln  über  in: 

de*_ 
dx 

Die  Funktion  e*  hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  die  Ableitung 
mit  der  Funktion  identisch  ist. 

Es  ist  kaum  notig  hinzuzufügen,  dafs  diese  Resultate  auch 
dann  noch  bestehen,  wenn  x  nicht  mehr  die  unabhängige 
Variabele  ist. 

49.  Eine  VerilllLation.  Wir  haben  die  Bestimmung  der 
Ableitungen  von  loga;  und  a'  direkt  aufgeführt.  Sobald  aber 
die  Ableitung  von  einer  dieser  Funktionen  bekannt  ist,  so 
kann  man,  wie  wir  schon  sagten,  unmittelbar  hieraus  die  Ab- 
leitung der  anderen  berechnen.     Denn  setzen  wir 

8«rr«t,  Diffl-  n.  Integral-Beohnnng.    I.    S.  Aufl.  6 
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»  =  «*, 
so  haben  wir,  indem  wir  die  Logarithmen  mit  der  Basis  a 
von  beiden  Seiten  nehmen: 

logy  =  x. 
Wenn  man  nun  als  bekannt  yoraussetzt,    dafs  die  Ab- 
leitung von  logy  gleich  ist  — ^,  so  hat  man 

logg  ^  j 

oder 

da*         a' 


dx         log  e 
Da  log  a  =B  1 ,  so  kann  man  auch  schreiben 

da'        ^og(^    , 
dx  löge 

und  nun  kann  man  auch  die  Basis  des  Logarithmensystems 
willkürlich  wählen,  da  der  Wert  des  Quotienten  sich  dabei 
nicht  ändert.    Wählt  man  im  Besonderen  e  zur  Basis,  so  hat 

man  -^—  =  a*  log  a,  wie  schon  auf  direktem  Wege  gefunden 
wurde. 

50.  Anwendungen. 

1.  Es  sei 


y 


-i«gl4^ 


+  X 

Die  Basis  des  Logarithmus  sei  die  Zahl  e;  solche  Loga- 
rithmen pflegt  man  mit  dem  Zeichen  log  nat  oder  kurz  mit  l 
zu  schreiben.     Man  kann  setzen 

daher: 

dy       1  (1  -  xy  _  i_  (1  +  ^y , /  JL_  I    _J_\  i. 

dx^^  2     1  —  x  2     1  +  x    '  Vi— Ä"*"l+a;/2' 

oder: 

dy  ^       1 

dx         05*  —  1  * 

2.  Ist 


und  a  eine  Eonstante,  so  hat  man 
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X 

1  + 1 

,  _  (x  +  yx^  +  a)'  Vx*  +  g 

^   ~    x  +  Vx^^a    '^  x  +  V««'+"ö' 
oder: 

dy  1 

ISSS    ■  • 

dx        Yx*  +  <* 

3.  Ist 

und  sind  u  und  v  gegebene  Funktionen  von  x,  so  wird 

ly  "»  vlUf 

also: 

(ily  vdlu    i    j    dv 

dx  dx    "^       dx' 

oder: 

y  »    '  ' 

also: 

Man  hatte  dasselbe  Resultat  auch  so  gewinnen  können, 
daCs  man  die  Kegel  für  die  Differentiation  zusammengesetzter 
Funktionen  anwendet^  in  Verbindung  mit  der  Begel  für  die 
Ableitung  der  Funktionen  a"^. 

Setzt  man  u^^  x,  i;  <»      ,  so  giebt  die  obige  Formel 

X 

dx^  2,^  ,    . 

l 

Man  erkennt^  dafs  die  Funktion  xl^  wächst^  solange  x  kleiner 
ist  als  «^  denn  die  Ableitung  ist  dann  positiv^  und  dafs  sie 
abnimmt^  solange  x  gröfser  ist  als  e.     Folglieh  erlangt  diese 

Funktion  ihr  Maximum  für  x  '=^  e^  und  dieser  Maximalwert 

1 

ist  c*.    Für  negative  Werte  von  x  ist  die  Funktion  überhaupt 
nicht  definiert. 

4.  In  welchen  Logarithmensystemen  giebt  es  Zahlen^  welche 
gleich  ihren  Logarithmen  sind? 

Es  handelt  sich  darum  zu  bestimmen^  bei  welchen  Werten 
von  a  Gröüsen  x  sich  bestimmen  lassen^  so  dafs  die  Funktion 

y  a=s  a*  —  X 

den  Wert  0  annimmt.   Bezeichnet  man  mit  l  einen  natürlichen 
Logarithmus ;  so  hat  man 


68  Zweites  Kapitel. 

dx 

Ist  a  kleiner  als  1,  so  ist  die  Funktion  y  eine  durchans 
abnehmende;  während  x  von  —  oo  bis  +  cx)  läuft,  da  die  Ablei- 
tung durchaus  negativ  ist.  Andererseits  hat  sie  für  rr  »»  —  oo 
den  Wert  +  c»,  für  rc  «=  0,  den  Wert  1,  für  rc  «=  +  oo  den  Wert 
—  oo.    Sie  wird  also  für  einen  positiven  Wert  von  x  gleich  0. 

Ist  a  gröiaer  als  1^  so  ist  y  eine  abnehmende  Funktioi!, 

solange 

a'la  —  1<  0, 

solange  also  x  kleiner  ist  als  der  Wert  x^,  für  welchen 

a*»  Za  =  1     oder    xja  +  ll(^  =  0, 
d.  h. 

IIa 

*  la 

Für  gröfsere  Werte  von  x  ist  die  Funktion  eine  wach- 
sende. Die  Funktion  hat  also  ein  Minimum  ^  welches  zum 
Werte  x^  gehört^  und  dieser  Minimalwert  ist  gleich 

1     ,    IIa 
ia+    la' 

Ist  dieses  Minimum  negativ,  so  wird  die  Funktion  zwei- 
mal 0,  ist  es  positiv,  so  wird  die  Funktion  nicht  0;  es  mofs 
also;  damit  y  gleich  0  werden  könne, 

JL^_"5<0    d.h.     l  +  lla<0    sein. 
la    *     la  =  '  = 

Dies  ergiebt: 

1 

lla^—l     oder    Za^ß""^,    a^c*. 

Ist  a  B>  ^^  80  ist  o^i  es  6  und  die  Funktion  wird  f&r  diesen 
einen  Wert  gleich  0. 

§  6.    Differentiation  der  Ereisfanktionen. 

5L    Die  goniometrlBOhen  Funktionexi.     Diese  sind: 

sino?;  tango;, 

coso:,  cotgrc. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  die  Funktionen  sind;  und  cosd?. 
Erteilt  man  der  Yariabelen  x  den  Zuwachs  Ax,  so  hat  man 
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Asinx  ^  sin(a;+  Ax)  —  sin  a:  —  2  sin -g- cos  (o;  +  -^-j, 
Aeosa;  =  co8(a;+  Aa;)  —  cosa:  -»  —  2  sin  -g-  sin  ^a?  +  -^/^ 


oder: 


A  Bino;  ^ 

cos 


Ad?  Ax 

.    Lx 

A  Sin 

A  cosa; 


Ao; 


2      .    /      .    Aa;\ 


Das  Verhältnis  sin  —  :  —^  konvei^iert  nach  dem  Werte  1, 
wenn  Aa;  nnll  wird. 

Geht  man  also  zu  den  Grenzen  über^  so  wird 

d  sin  o;  d  cos  x 

— j —  ^  cosa;,    — j —  — •  —  sma;. 
dx  '       dx 

2.   Da  die  Fnnktionen  tang   und  cotg   gleich   den  Quo- 
tienten 

sin  X  1      cos  X 

und     — — 

cos  a;  sin  d; 

sind,  so  kann  man  ihre  Ableitungen  vermittelst  der  Regel 
fär  die  Differentiation  eines  Quotienten  aus  den  Ableitungen 
Yon  sin  und  cos  ableiten.     Es  wird: 

d%mx  dcoso; 

, .  cos  a;  -—5 sm  aj  — ^ •      ■     •  • 

digx  dx  dx  GO%^x  +  %v[k*x  1 

dx  cos'a;  oos'a;  cos'd;^ 

d  cos  X  (2  sin  a; 

,  .  sm  a;  — ^ cos  «  — 5 •  •      •         • 

actgo;  dx  dx  tsm'x  +  cos'a;  1 


dx  fojo}  X  sin*«  sin'x 

Die  erhaltenen  Formeln  zusammengestellt  ergeben: 
<i  sin  a;  £i  cos  o; 


d  tanga?  1         d  cotga;  1 

dx  cos'aj'        dx  sin'  x' 

Diese  yier  Formeln  bleiben  auch  bestehen,  wenn  x  nicht 
die  unabhängige  Yariabele  ist;  und  man  kann  bemerken,  dals 
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die    zwei    in   zweiter   Kolonne    stehenden    Formeln    erhalten 

werden;  indem  man  die  zwei  ersten  mit  der  Yariabelen  -z x 

bildet.     Denn  es  wird: 

d  Bin  /n  \        d  cos  x  / »  \ 

-d^(¥-*)  =  -d5 co8(-2--a;)--8m«, 

(2  tang  /n  \        dcoigx  1  1 


(f--) 


dx      \2  /  dx  o/ff  \  sin'^c 

52.  Anwendungen«  Verbindet  man  die  vorstehenden 
Regeln  mit  ddr  Regel  für  Differentiation  der  Logarithmen^  so 
erhält  man  unmittelbar  die  Ableitungen  der  Funktionen 

log  sin  X,  log  cos  X,  log  tang  x. 
Es  wird: 

dl  Bmx  1     dsmx        coso;  , 

— j «»  — j —  =  — —  =  cotsro:, 

dx  amaj     dx  Binx  "^7 

dl  cos X  1     dcoBX  Bmx , 

dx  COB  aj     dx  cosa;  tang    ; 

dltaaigx 1       d  tango; 1 2 


dx  tanga;       dx  tang o;  cos*  a;        sin  2a; 

X 


Wenn  man  in  der  letzten  Formel  «.  durch  4,  sodann 


durch   4  ^-  ö"  ersetzt,  so  erhält  man: 


m  X 


dx  sino;' 

dl  i&ng  (-^  X  +  ^^  ^ 


dx  cosa; 

58.  Die  oydometriBOhen  Funktionen«  Die  unabhängige 
Yariabele  werde  wiederum  mit  x  bezeichnet;  die  cyclometri- 
schen  Funktionen  sind: 

arc  sina;,  arctango;, 

arc  cos  x^  arc  cotg  x. 

Die  Differentiation  der  cyclometrischen  Funktionen  läfst 
sich  unmittelbar  auf  die  der  direkten  goniometrischen  zurück- 
führen (Nr.  44). 
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1.    Ist 

y  BS  arc  sino;  oder  siny  «»  x^ 

so  hat  man 

dy        ^      j      dy  1 

cos  V  ^-  —  1  oder  -,  -  = , 

^  ax  dx        cosy ' 

mit  Ausnahme  des  Wertes  y,  für  welchen  cos  y  =  0  ist,  d.  h. 
der  Werte  a?  =  +  1. 

Es  ist 

dy 


cosy  »=  y^l  —  a:*,  also  —  = 


dx       yi  —  ic* 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  bestimmt  sich  durch 
das  Zeichen  Yon  cosy;  nach  Nr.  12  ist  es  immer  positiv. 

2.   Ist 

y  «s  arc  cos  x  oder  cos  y  =>  Xy 
so  wird: 


.       dy 1     <^y        1 


,t 


dx  ^  dx  siny  i/i ^i 

Das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  ist  immer  positiv. 

3.  Ist 

y  1=  arc  tang  x    oder    tang  y  =s  x^ 

so  wird: 

1        dy        ^    dy  o  1 

008*  y    da?  ^  dx  ^        l+xc* 

Besondere  Werte   sind  hier  nur  diejenigen ,  für  welche 

X  =  +  (X>. 

4.  Ist 

y  =  arc  cotg  x    oder    a?  =  cotg  y , 
so  wird 

ain'y    aa:  '   da;  ^  1  +  a;* 

So  hat  man  zusammengefafst : 

d  arc  sin  o;  1  d  arc  cos  x  1 

dx         "  ]/i  ^"S*'  ^         "  ~  yi  —  ä"' 

d  arc  tang  a; 1  d  arc  cotg  x 1 

dx  1  +  ^*  ^^  1  +  a:* 

Die  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  sind^  wie  wir  eben 
zeigten,  bestimmte.  Es  ist  zu  bemerken,  dafs  die  Ableitungen 
der  cyklometrischen  Funktionen  algebraisch  sind,  ebenso  wie 
Ableitungen  von  logo;. 

Die  Summe  der  Funktionen  arc  tang  x  und  arc  cotg  x  ist 
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gleich  einer  Eonstante,  daher  sind  auch  ihre  Ableitungen 
gleich  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen.  Gleiches  gilt 
Yon  den  Funktionen  arcsino;  und  arccosa;;  die  Quadratwurzeln 
in  den  yorigen  Formeln  sind  immer  mit  dem  positiven  Zeichen 
zu  nehmen. 

§  7.    Differentiation  der  impliciten  Fnnktionen. 

54.  Die  Funktion  ist  implioite  durch  1  Gleichung  gegeben» 

Wir  betrachten  zuerst  den  Fall^  dafs  eine  Funktion  y  mit  der 
Yariabelen  x  durch  eine  Gleichung 

verbunden  ist;  deren  linke  Seite  eine  gegebene  Funktion  von 
X  und  y  ist.  Wir  greifen  ein  bestimmtes  Wertepaar  {x^  y) 
heraus,  welches  f  zu  null  macht  und  nehmen  an,  dafs  in  seiner 
Umgebung  f  und  seine  beiden  Ableitungen: 

dßx,y)    ^^     8fpj) 
cy  ox 

stetig  sind.  Endlich  nehmen  wir  an,  dafs  man  von  der  gerade 
fixierten  Stelle  {Xy  y)  stetig  zu  unendlich  vielen  anderen  ge- 
langen kann,  die  ebenfalls  die  Gleichung  /* «»  0  erf&Uen.  Geo- 
metrisch besagt  die  letzte  Voraussetzung,  dafs  die  Fläche 
jg  B  f(x^  y)  von  der  Ebene  0  =  0  wirklich  in  einer  Kurve 
geschnitten  wird.  Man  kann  alsdann  f{Xy  y)  als  eine  mit  den 
Yariabelen  x^  y  zusammengesetzte  Funktion  ansehen,  und  diese 
Funktion  ist  der  Annahme  nach  konstant  gleich  0.  Also  ist 
auch  ihr  Differentialquotient  konstant  gleich  0,  und  es  besteht 
die  Gleichung  (Nr.  40) 

0  — -^4-  ^^. 
dx   *    dy  dx 

Hieraus  kann  man,  fCir  alle  Wertsysteme  von  x  und  y, 
für  welche  nicht  gerade  gr^  "■  0  ist,  den  gesuchten  Differen- 
tialquotienten bestimmen: 

dl 

dy  ex 

dx  df 

8y 
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Die  Alleihmg  einer  Ftmktion  y,  toelche  mit  x  dtirch  die 
Gleichung  f(x,  y)  »  0  verbunden  ist,  wird  erhalten,  indem  man 
den  negaiioen  Wert  der  Ableitung  nach  x  durch  die  Ableitung 
nach  y  dividiert. 

56.   Beispiele. 

1.  Ist 

f(x,  y)  =  a«y«  +  V  x"  —  a«  V^O, 
80  ist 

ox  '    oy  ^^ 

und  folglich 

dy  h*  X 

dx  a'  y 

Im  Yorliegenden  Falle  kann  die  gegebene  Gleichung  nach  y 
au%eloBt  werden  und  man  findet 


Die  Quadratwurzel  kann  sowohl  mit  dem  Plus-,  wie  mit 
dem  Minuszeichen  berechnet  werden.  Substituiert  man  diesen 
Weit  Yon  j/  in  die  obige  Formel,  so  wird  sie 

dy  hx 

Dieses  Resultat  erhält  man  auch  unmittelbar,  wenn  man 
den  obigen  Wert  yon  y  differentiiert. 

2.   Hat  man  die  Gleichung 

fix,  y)  -  ix"  +  y»)«  -  2a\x^  —  y«)  =  0, 

welche   die  Lemniskate  von  Bemoulli  darstellt,  wenn  man  x 
und  y  als  rechtwinklige  Koordinaten  betrachtet,  so  wird 

1^  -  4«  (a^  +  yO  -  4«»  a;,  1^  -  4y  («»  +  y»)  +  4a«  y, 

und  folglich 

dy  X  g*  +  y*  —  <»* 

dx  y  x'*  +  y'^  -\'  a*' 

Nur  für  den  Wert  a:  «=  0,  y  =  0,  welcher  die  Gleichung 
f{x,  y)  =»  0  befriedigt,  ergiebt  diese  Formel  keine  Bestimmung 
des  Differentialquotienten. 

56.  Die  Funktion  ist  implioite  durch  2  Gleichungen  gegeben« 
Betrachtet  man  den  Fall,  dafs  zwei  Gleichungen  gegeben  sind: 
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f{x,  y,  d)  -  0,  F{x,  y,  z)  -  0, 

zwischen  der  unabhängigen  Yariabelen  x  und  den  zwei  Funk- 
tionen y^  0  dieser  Yariabelen;  da  y  und  0  Funktionen  von  x 
sind,  so  sind  f{x,  y,  z)  und  F(x^  y,  0)  zusammengesetzte  Funk- 
tionen, andererseits  sind  die  Differentiale  dieser  Funktionen 
null,  da  diese  selbst  0  sind;  also  hat  man: 

dx         ^    dy    ^    *    dz  ' 

dF  j      ,    dF  j      ,    dFj         ^ 
dx         *    cy    ^   *    dz 

Hieraus  erhält  man  die  Werte  von  3^  und  t    nämlich: 

dx         dx 

dfdF       dfdF 


dy 

dx  dz 

dz  dx 

dx 

""  dfdF 

dfdF' 

dz  dy 

dy  dz 

dfdF 

dfdF 

dz 

dy  dx 

dx  dy 

dx 

dfdF 

dfdF' 

dz  dy 

dy  dz 

Die  Voraussetzungen,  unter  welchen  dieser  Satz  bewiesen 
ist,  sind  aus  Nr.  41  zu  entnehmen. 

57.  BeispieL     Aus  den  Gleichungen 

«*  +  y'  +  ^*  —  ^S  aa?  +  /3y  +  yjef  =  jp, 
wo  r,  a,  /3,  y,  p  Eonstante  bezeichnen,  folgt: 

xdx  +  ydy  +  ede  =  0,  adx  +  ßdy  +  ydz  =»  0, 

oder: 

dx  dy  dz 

yy  —  ßz  az  —  yx  ßx  —  ay  ' 

eine  Formel,    welche   die   Differentialquotienten    -7^,   ,^   der 

(tx    dx 

beiden  Funktionen  y  und  z  bestimmt. 

58.  Der  allgemeine  ^Fall.  In  derselben  Weise  hat  man 
in  dem  allgemeinen  Falle  zu  yerfahren,  wo  man  n  Glei- 
chungen hat: 

f{Xy  y,  z,  u...)--0, 

F{Xy  y,  0,  M...)  =  0, 
ipixy  y,  iBf,  u...)  =  0. 
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zwiscken  einer  unabhängigen  Yariabelen  x  und  n  Funktionen 
y,  gyU  ,. .  dieser  Yariabelen.  Die  Funktionen  fy  Fj  tp  ...  sind 
wie  in  den  yorigen  Fällen,  zusammengesetzte  Funktionen, 
deren  Werte  durchaus  0  sind,  und  , deren  Differentiale  daher 
ebenfalls  yerschwinden.     Man  hat  also: 

1- »  rfa,  +  I?  d y  4-  I-?  d^  +  I»  rf„  + 0 , 

dx  ^    cy     ^    ^    dz  *    dtt  *  ' 


Aus  diesen  n  Gleichungen  sind  also  Differentialquotienten 
der  n  Funktionen  y,  j?,  u . . .  zu  berechnen. 

§  8.    Die  Elimination  willkflrliclier  Konstanten. 

50.  Elimination  1^  Konstanten  aus  1^'  Gleiohung.     Es 

sei  eine  Gleichung  gegeben 

(1)  fix,  y,  C)  -=  0 

zwischen  den  Yariabelen  Xj  y  und  einer  willkürlichen  Eon- 
stante C    Die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert 

(2^  -^-  +  -  ~  ^^  =  0 

w  dx  '^  dy  dx  ^ 

Tuid  wenn  man  die  Eonstante  C  zwischen  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  eliminiert,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 

(3)  F{x,  y,  g)  =  0 

zwischen  der  unabhängigen  Yariabelen  x,  der  Funktion  y  und 
ihrer  Ableitung  —- 

Diese  Gleichung,  welche  ganz  unabhängig  ist  yon  den 
besonderen  Werten,  welche  man  der  Eonstanten  C  beilegen 
mag,  heifst  eine  Differentialgleichung,  In  Bezug  auf  dieselbe 
heilst  die  Gleichung  (1),  welche  eine  willkürliche  Eonstante 
enthält,  die  ursprüngliche  oder  primitive  Gleichung. 

Interpretiert  man  x  und  y  als  geradlinige  Eoordinaten,  und 
legt  man  der  Eonstanten  C  nach  einander  unendlich  yiele  Werte 
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bei,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  ein  Kurvensystem  dar.  Die 
Gleichung  (3)  drückt  dann  eine  Eigenschaft  der  Tangente  aus, 
die  allen  Kurven  dieses  Systems  gemeinsam  ist. 

60.   Beispiele. 

1.  Die  Gleichung  y*  —  2px  +  C  giebt  durch  Differentiation 

Hier  ist  die  Konstante  C  bereits  herausgefallen  und  diese 
Gleichung  ist  daher  die  Differentialgleichung,  welche  aus 
der  gegebenen  hervorgeht.  Sie  drückt  (Nr.  39)  aus,  dafs  die 
Subnormale  bei   allen  Kurven,   welche  durch  die  Gleichung 


.2 


>  2px  -f-  C  dargestellt  werden,  konstant  ist. 
2.   Die  Gleichung 


-  +  - 


y' 


—  b' 


1, 


in  welcher  b  eine  fest  gegebene  Konstante  ist,  q  alle  mög- 
lichen Werte  annehmen  kann,  stellt  ein  System  von  kanfokalen 
Kegelschnitten  dar,  wenn  x  und  y  rechtwinklige  Koordinaten 
bedeuten.     Die  Differentiation  ergiebt: 


X  dx    . 


_yjy 


oder: 


—  6' 


0, 


X  dx  y  dy 

^         F*  —  7« 


X  dx  -\-  y  dy 


Durch  die  Elimination  von  q^  erhält  man  indem  man  y' 

für  j     schreibt: 
dx 

und  dies  ist  die  gesuchte  Differential- 
gleichung. Legt  man  die  Tangente 
MB  und  die  Normale  MC  an  eine 
Kurve  des  konfokalen  Systemes,  und 
sind  B  und  C  die  Punkte,  in  denen 
diese  Geraden  die  Axe  Oy  schneiden, 
so  sind  die  Gleichungen  für  MB  und  MC 

Y-y  =  y'(X-x), 
Y-y^-l.(X-x), 


Der  erste  Differentialquotient. 
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wenn  X  und  Y  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten.  Folg- 
lich hat  man 

OB^y  —  xy\  OC-y  +  a?~, 

also 

OB'OC b\ 

Das  Produkt  hat  einen  negativen  Wert;  weil  OB  und 
OC  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  der  Ordinatenaxe  liegen. 
Hieraus  folgt^  dafs,  wenn  man  dem  Dreieck  BMG  einen  Kreis 
umschreibt,  dieser  Kreis  die  Abscissenaxe  in  zwei  Punkten 
F  und  F"  schneidet,  fQr  welche  die  absoluten  Werte 

OF^OF'  =  b 

sind.  Also  sind  F  und  F'  die  Brennpunkte  unserer  Kurve. 
Diese  Eigenschaft  wird  durch  die  Differentialgleichung  für 
alle  Kurven  des  Systemes  ausgedrückt. 

61.  Der  allgemeine  FalL  Betrachtet  man  allgemein  ein 
System  von  n  Gleichungen: 


(l) 


l  fl{^7  y;^;  W,  ...  a,  6,  C,  ...)  =  0, 

U{x^  y,  ^,  tt,  . . .  a,  6,  c,  . . .)  =  0 


zwisclien  einer  unabhängigen  Yariabelen  x^  n  Funktionen 
y,  0y  Uy  . .  ^  dieser  Yariabelen ,  und  n  willkürlichen  Konstanten 
üj  hj  Cy  . . .,  so  ergiebt  die  Differentiation  dieser  Gleichungen 
die  n  folgenden  Gleichungen: 


(2) 


dfi    ,    dfy     dy    ■    dft 


de    ,    dfi     du 


dx 

oft 
dx 


+ 


dx 
dft     dy 


—     -   .    — 


+ 


dz     dx 
dU     dz 


+ 


du     dx 


+  —  0, 


dy     dx    '     dz     dx 


4-M 

"^  5u     da? 


du    I 


-0, 


dx 


dz     dx 


dz        df^ 


du 


du     dx 


+ 


0. 


Eliminiert  man  nun  die  n  willkürlichen  Konstanten 
ajhy  Cf  .  . .  zwischen  den  2n  Gleichungen  (1)  und  (2)^  so 
eriialt  man  im  allgemeinen  n  Gleichungen: 
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TTT  /  dy      dz      du        \        ^ 

u   /  dy     dz      du        \        ri. 

■ET  /  dy     dz     du        \        r\ 

Dieselben  bilden  ein  System  von  simultanen  Differential- 
gleichungen, 
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Höhere  Differentialqnotienteii  Yon  Fnnktionen  Einer 

Veränderlichen.  Partielle  Differentialqnotienten  von 

Fnnktionen  mehrerer  Veränderlichen, 


§  !•   Höhere  Differeiitialqaotieiiten  Ton  Funktionen 

Einer  Yeränderlichen. 

62.  Definition  der  n^°  Ableitung.  Ist  f{x)  eine  Fonk- 
tion  der  Yariabelen  x  und  f(x)  ihre  Ableitung,  so  bezeichnen 
wir  mit  f'\x)  die  Ableitung  von  f{x)j  mit  f"{x)  die  Ab- 
leitung von  f'{x)  XL  8.  f.  Auf  diese  Weise  bilden  wir  eine 
Reihe  von  Funktionen: 

rix\rix),f"{x),...r'){x)..., 

die  nur  dann  ein  Ende  erreicht,  wenn  man  einmal  auf  eine 
Funktion  stolst,  die  keine  bestimmte  Ableitung  mehr  besitzt. 
Bei  den  meisten  Funktionen  tritt  dieser  Fall  nicht  ein. 

Die  Funktion  /*^*^(a:),  welche  in  der  vorstehenden  Folge 
die  n*^  Stelle  einnimmt,  wird  die  Ableitung  n^  Ordnung  oder 
einfacher  die  n^  Ableitung  von  f(x)  genannt. 

68.  Die  n^  Ableitung,  aufgefafst  als  n^  Differential- 
quotient.    Es  sei  wiederum 

(1)  y  -  m 

die  gegebene  Funktion  der  unabhängigen  Yariabelen  x.    Wir 
bezeichnen  mit  d^^  das  Differential  dieser  Funktion  bei  einem 
wiUkürlichen  endlichen  Zuwachs  h^  der  Yariabelen  X]  so  hat 
man  nach  Nr.  32 
(2)  d>'^y^f(x)\. 

Dieses  Differential,  welches,  so  lange  \  eine  endliche 
GroÜBe  bezeichnet,  selbst  im  allgemeinen  eine  endliche  Gröfse 
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ist;  ist  zugleich  eine  Funktion  von  x.  Sein  Differential,  ge- 
bildet f&r  einen  willkürlichen  Zuwachs  h^  der  Yariabelen  Xy 
ist  das  Differential  zweiter  Ordnung  der  Funktion  y^  und  wir 
bezeichnen  es  mit  d^d^^y.    Man  hat  dann: 

d'-d'^y  =  d^f\x)h^  =  Äi .  d'-f\x)  =  f'{x)W. 

Desgleichen    wird    das   Differential    dieses    Differentiales 

zweiter   Ordnui^    bei    einem    willkürlichen    Zuwachs    \    der 

Yariabelen  xi 

d^-d'^d'^^y  =  r\x)\W. 

Fährt  man  so  fort;  so  erhalt  man  eine  Folge  Yon  Werten: 

c^Äiy,    d^^d^^y,    d^d^^d^'^y^  ... 

in  welcher  jedes  Glied  das  Differential  des  vorhergehenden 
ist;  in  Bezug  auf  einen  bestimmten  Zuwachs^  den  man  der 
Yariabelen  x  erteilt.  Das  n*®  Glied  ist  das  Differential  n^  Ord- 
nung der  Funktion  y,  und  man  hat: 

(3)  d*"d*«-i . . .  d'^d'^y  —  f"\x)W  ...hn^ihn. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt;  dafs  sich  das  Differential 
n"«'  Ordnung  nicht  ändert,  wenn  man  die  Reihenfolge  der 
Charakteristiken  d  vertauscht. 

Gewöhnlich  nimmt  man  alle  Größen  \f  h^ . . .  hn  bIb  unter 

einander  gleich  an.     Ist  h  ^=  dx  ihr  gemeinsamer  Wert^   so 

kann  man  die  Differentiale   der  verschiedenen  Ordnungen  mit 

den  Zeichen 

rfy,  d^y,  . . .  rf"y;  . . . 

bezeichnen  und  man  hat 

(4)  rf^y  —  f^''\y)h''  —  /'^'^(y)da?», 
oder 

(5)  S"^'''(^)- 

Diese  Gleichung;  durch  welche  dieselbe  Gröfse  nur  ver- 
schiedenartig definiert  wird,  besagt: 

Die  Ableitung  n^'  Ordnung  einer  Funktion  ist  gleich  dem 
Differentiale  n**'  Ordnung  dieser  Funktion,  dividiert  durch  die 
n^  Totem  des  Differentiales  der  unabhängigen  Variabden. 

Diese  Bezeichnung  wird  am  häufigsten  angewandt  für  die 
Ableitungen;  und  die  Formel  (3)  läfst  sich  daher  auch  schreiben 
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Es  leuchtet  ein,  daüiai  man  die  Differentiale  der  yerschie- 
denen  Ordnungen  yermittelst  snccessiyer  Anwendung  der  Kegeln 
erhalt^  die  wir  im  vorigen  Kapitel  aufgestellt  haben.' 

64.   Anwendungen. 

1.  Ist 

80  hat  man: 

i^  _  m(m  —  1)  (fw  —  2)  •  •  •  (m  —  n  +  l)a;"»-»- 

2.  Ist 

y  —  lx, 

80  hat  man: 

dx       X '     dx*  X*  '     dx*  ' 

^  —  (—  l)»-i .  1  .  2  •  3  •  •  •  (n  —  1)«— • 

3.  Ist 

und  a  eine  positive  Konstante^  so  hat  man: 

<««  'da;  ^    -^  dx*  ^    ■* 

In  dem  Falle  a  ■»:  c  ist  y  —  c*,  und  — ^  ««  e*  ««  y« 

4.  Ist 

y  —  sin  (o?  +  a) 

und  ff  eine  Konstante^  so  wird 

ll  —  cos(a?  +  «)  =  sm(a;  +  «  +  y), 

80  dalis  die  Ableitung  von  sin  (x  -}-  a)  erhalten  wird,  indem 
man  die  Eonstante  y  der  Grölse  a  hinzufügt.  Hieraus  schlieüiait 
man,  dab  fEbr  jedes  n 

— J  —  sm  la?  +  a  +  n— j  • 

8«rr9t,  nut-  n.  lategr^l-Beohnmig.   L   8.  Aufl.  6 
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Setzt  man  a  «  0  und  a  s=  —^  so  erhält  man: 
cTsina;  .    /      ,        n\       cT  cosx 


da;*  \      '        2^'        da' 

65.  DiffereiiBeiL  höherer  Ordnnng.  Für  eine  Funktion 
y  =*"  f{^)  der  Variabelen  x  wird  der  Zuwachs 

fix  +  ÄJ  -  fix) 

die  Differenz  erster  Ordnung  oder  die  ersfe  Differena  der  Funktion 
2/  bei  dem  willkürlichen  Zuwachs  h^  der  Grofse  a:  genannt  und 
mit  A^^y  bezeichnet.  Diese  Differenz  ist  selbst  eine  Funktion 
von  X,  und  ihre  Di£Ferenz  bei  dem  Zuwachs  h^  der  Variabelen  x 
ist  die  Differene  zweiter  Ordnung  oder  die  zweite  Differenz  der 
Funktion  j/;  sie  sei  mit  A^*A^^y  bezeichnet.  Fährt  man  so 
fort,  so  entsteht  die  Aufeinanderfolge 

A*»y,     A*»A*iy,    A*>A**A*»y,  . . . 

und  jedes  Glied  ist  die  Differenz  des  vorhergehenden  bei  einem 
bestimmten  Wachstum  der  Variabelen  X]  das  n^^  Glied  ist  die 
Differenz  von  der  Ordnung  n,  oder  die  n*®  Differenz  von  y. 

Aus  der  Gleichung  für  die  erste  Differenz 

A*.y  -  fix  +  h,)-  fix) 
folgt: 

A».A*.y  -=  fix  +  Ä,  +  Ä,)  -  fix  +  \)  -fix  +  Ä.)  +  fix). 

Diese  Differenz  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Grölsen 
hj^  und  %s,  also  die  Ordnung  der  beiden  Charakteristiken  A 
vertauscht.  Wenn  man  nun  die  Differenz  von  der  Ordnung  n 
betrachtet,  so  kann  man,  wie  hieraus  folgt,  ohne  ihren  Wert 
zu  ändern,  die  Ordnung  zweier  aufeinander  folgender  Charak- 
teristiken vertauschen,  und  demnach  die  Charakteristiken 
überhaupt  in  jede  beliebige  Ordnung  bringen. 

66.  Eine  neue  Yerallgemeinemng  des  MittelwertseatBes. 

Zwischen  einer  Differenz  und  der  Ableitung  gleicher  Ordnung 
besteht  eine  wichtige  Beziehung,  die  wir  nun  erkennen  wollen. 
Ist  f{x)  eine  Funktion,  welche  in  dem  Intervalle  von  x 
bis  x-^hi  den  Bedingungen  %  genügt^  so  ist  nach  dem  Mittel- 
wertssatze (28): 

(1)     A'^y^f{x  +  h,)-nx)=f\x  +  Q,h,)h,,    0<e,<l. 
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Auch  f'{x)  and  alle  höheren  Ableitungen  mögen  den  Be- 
dingungen «[  in  dem  jedesmal  gewählten  Intervalle  genügen. 
Dann  wird: 

A*.A*'/'(a;)  =  A*.[/'(a!  +  \)  —  f{x)]  —  A^n(x), 

wenn  man  n(x)  •=  f(x  +  Ä^)  —  f(x)  setzt.  Nach  Gleichung  (1) 

ist  aber 

A**J7(a:)  —  n'(x  +  8,*,)*,, 

und  aus  der  Definition  der  Punktion  n(x)  folgt: 

/i'(a;)-r(«  +  Ä,)-r(«), 

also  ist: 

A*.A».A*)  =  [f'(x  +  0A  +  Äi)  -  r(*  +  eA)]*,. 

Wendet  man  wieder  den  Mittelwertssatz  an,  so  ist 
(2)  A*.A»>/'(a;)-.  f"{x  +  6,*,  +  QiK)\h', 

0,  nnd  83  sind  positive  Zahlen  kleiner  als  1. 

Für  die  dritte  Differenz  A*>A*»A*»/'(rc)  erhält  man: 

crc« +h  +%h  +  ^A)  -  r  (^  +  %K  +  ^K)]\K 

und  hieraus  folgt  wieder: 

(3)    A*.A*«AV(^)  -  r'(^  +  63*3  +  e^Ä,  +  eMKKh- 

Fahrt  man  so  fort,  so  ist  leicht  zu  sehen ^  dafs  man  die 
n^  Differenz  der  Funktion  y  durch  die  folgende^  yon  Ossian 
Bonnet  gegebene  Formel  ausdrücken  kann: 

(4)     A*«A*«-i.*.A**AV(a?) 

6|  Ogy  ••'  6m  sind  positive  Zahlen  kleiner  als  1. 
Den  Quotienten 

nennt  man  den  n^^  Differenzenquotienten  der  Funktion  f(x). 
Dieser  ist  also  gleich: 

/'(")(a:  +  e^Äi  +  e^Ä,  +  . . .  +  QnK) 

und  es  gilt  also  die 

Ver(ülg€fneinerung  des  MittelwertsscUsfes.  Genügt  f(x)  nebs^ 
seinen  n  —  1  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervalle  von  x  bis 
*  +  *i  +  Äj  +  •  •  •  *n  ^few  Bedingungen  Ä,  so  ist: 

6* 
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0<Oi<l,  •••0<fl.<l 

für  jcdeg  X,  das  m  dem  ItUervaUt  um  x  bis  x  +  \  liegt 
Setzt  msaa  im  besandcren  alle  h  riiumiifir  gkieh: 

Ai«=ij«=---«=i«  —  Ä«»  Ax 

und  beseicfanet  den  entetehendcn  Diffiorenaenqnotienten  mit: 

AV(x)        AV(g) 

§o  wird: 

4!M_/x-)(j.  +  i»eAx),   o<e<i. 

Ist  daher  P^\x)  an  der  Stelle  x  stetig,  so  wird  fftr  Ax  »>  0: 

2>er  n^  DiffereniialquotieiU  ist  also  der  Grenswai,  wdcken 
der  n^  DifferensenquoUent  für  Ax  «»  0  ofifiMiiiiil 

§  2.  Partielle  Differentlalqaottenten  einer  Fonktion 
Ton  melireren  nnAkUngigen  Tarialielen« 

67.  Die  partiellen  Ableitungen  vf^  Ordnung  bei  einer 
Funktion  Ton  8  Variabelen«  Wir  betrachten  eine  Fonktion  m 
von  mehreren  onabhangigen  Yariabekn  Xj  %  Bj  imd  wollen, 
um  die  Begriffe  scu  fixieren,  die  Zahl  dieser  Yariabelen  gleich  3 
annehmen: 
(1)  a>  =  fix,  y,  e). 

Man  kann  die  Ableitung  Yon  o  nach  jeder  der  drei  Ya- 
riabelen bilden,  indem  man  dabei  jedesmal  die  beiden  anderen 
als  konstant  betrachtet.  Diese  Ableitungen  heilsen  die  par- 
tiellen  ÄUeihmgen  erster  Ordnung  der  gegebenen  Funktion  und 
man  bezeichnet  sie  mit 

f»(P^yy>^)7     fiiPyyj»)^     /V(«,y,F). 

Die  partiellen  Ableitungen  der  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  sind  die  parHeUen  Jhleäungen  sfweiter  Ordnung; 
man  bezeichnet  sie  mit 

/**(^iyi^);    /x;(a?,y,^),    fx.(x,y,0),  .f;:,(x,y,s)... 
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Die  partiellen  Ableitungen  dieser  sind  die  partiellen  Ab- 
kiiungen  drittel  Ordnung  u.  s.  w.  Allgemein  wird  eine  partielle 
Ableitung  n*^  Ordnung  durch  die  Charakteristik  f  mit  zwei 
Indices  zu  bezeichnen  sein.  Der  obere  Index  ist  die  Zahl  n, 
welche  die  Ordnung  der  partiellen  Ableitung  angiebt,  der 
untere  Index  wird  durch  die  Aufeinwderfolge  von  n  Buch- 
staben X,  y,  0  angegeben  y  welche  Yon  rechts  nach  links  ge- 
legen die  Di£Ferentiationen  anzeigen^  welche  man  nacheinander 
zur  Bildung  der  n^^  Ableitung  angewandt  hat 

68.  Lehrsati.  Der  Wert  einer  partiellen  Ableitung  einer 
Funktion  von  mehreren  Variabden  ist  unabhängig  von  der  Ordr 
nu$ig,  in  welcher  man  die  Aufeinanderfolge  der  Differentiaiionen 
voBgogen  hatj  wenn  nur  die  Zahl  der  IHfferentiaHonen,  weiche 
m  jeder  Varidbelen  gehören,  die  nämliche  hleSbt. 

Wir  betrachten  zunächst  den  einfachsten  Fall,  den  einer 
Funktion  zweier  Yariabelen.  Mit  A^  und  A*  wollen  wir  die 
Differenzen  einer  Funktion  der  beiden  Yariabelen  x  und  y 
bezeichnen,  wenn  man  diesen  Yariabelen  den  Zuwachs  h  und  Tc 
bezüglich  erteilt.     Man  erhält  alsdann: 

At/'C«,  y)  -  fix  +  h,y)-  fix,  y), 
und 

(1)  AJA*/(a:,y)-/'(rc  +  A,y  +  *)-/-(rc,y  +  *)-/(^  +  Ä,y) 

Das  zweite  Glied  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Diffe- 
renzen in  umgekehrter  Beihenfolge  bildet;  man  schliefst  hier- 
aus, dab 

(2)  AJAi/'(a:,y)-AJA*/(a:,y) 

ist  Stellt  man  nun  diese  beiden  Differenzen  nach  der  Me- 
thode Ton  Ossian  Bonnet  dar  (Nr.  65),  so  wird 

AJA*/-(a;,  y)  -  AJ[/-(^  +  A,y)  -  fix.y)]  =  AJiI(a:,y), 

wenn  man  JI^x,  y)  «=  f{x  +  Ä,  y)  —  f(x,  y)  setzt.  Die  An- 
woidnng  des  Mittelwertssatzes  auf  die  Funktion  n(x^  y),  in 
welcher  y  yariiert  wird,  ergiebt 

A*iT(x,y)«i7;(a;,y  +  ei)i, 

imd  es  ist  nach  der  Definition  ron  i7(x,  y): 

ni{x,  y  +  e*)  -  r,ix  +  h,y  +  BJc)-^  f;(x,  y  +  ek). 
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Wendet  man  nun  dieselbe  Formel  aaf  die  Funktion 
fy{Xf  y  -f-  B%)  aU;  indem  man  x  um  h  wachsen  läfst,  so  wird 

fy{x  +  Ä,  y  +  eÄ)  -/y(a:,  y  +  8*)  =  f^yix  +  G'Ä,  y  +  e*)Ä, 
also  ist 

(3)  AJAyC«,  y)  =  A*  AJ/-(a;,  y)  =  n',{x  +  G'Ä,  y  +  8*)  •  Ät, 
oder 

^^^^  -=  /•»;(*  +  e'Ä,  y  +  et), 
^^>  =.  /;;(a;  +  e'Ä,  y  +  et). 

Läfst  man  in  der  ersten  Formel  zuerst  Ic  nach  0  kon- 
vergieren und  sodann  hy  so  geht  die  linke  Seite  in  den 
Wert  fxy{x,  y)  über;  und  da  auch  die  rechte  Seite  in  den 
Wert  /it'y(a;,  y)  übergeht^  sobald  die  Funktion  /"'  eine  stetige 
Funktion  der  beiden  Variabelen  ist^  so  hat  man  die  identische 
Gleichung 

Die  zweite  Gleichung  aber  erhält  auf  der  linken  Seite, 
wenn  man  zuerst  h  nach  0  konvergieren  lä&t^  und  alsdann  i, 
die  Grenze  fyig(x,  y)]  und  da  auch  bei  diesem  Prozesse  die 
rechte  Seite  den  Wert  /xy(^7  v)  annimmt,  so  ergiebt  sich  die 
gesuchte  Gleichung 

(4)  fyx{x,y)~f;,y{x,y). 

Die  Bedingimgen,  unter  welchen  dieser  Satz  gilt,  sind 
aus  dem  Beweisgange  zu  entnehmen.  Benutzen  wir  den  in 
Nr.  40  erklärten  Ausdruck:  „Umgebung  einer  Stelle^',  so 
können  wir  sagen: 

Ein  spesfieUer  Fall  des  Lehrsatges  dieser  Nummer  ist  der 
Satz,  dafs: 
(4)  fyx{x,y)—f^(x,y) 

ist.  Diese  Gleichung  gilt  jedenfalls  dann,  wenn  in  der  Umgebung 
der  gerade  fixierten  Stelle  (x,  y)  f,  /«,  /^,  f^'y  und  fy^  stetig  sind. 
60.  Allgemeiner  Beweis  des  Lehrsataes.  Die  Gleichung  (4) 
hat  unter  analogen  Voraussetzungen  auch  dann  noch  Geltung, 
wenn  die  Funktion  von  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger 
Variabelen  abhängt.  Betrachtet  man  eine  partielle  Ableitung 
n^  Ordnung  von  einer  Funktion  mit  m  unabhängigen  Varia- 
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belen,  so  kann  man,  ohne  dafs  sich  das  schliefsliche  Resultat 
ändert,  die  Ordnung  zweier  aufeinander  folgender  Di£Ferentia- 
tionen  yertauschen,  und  also  die  aufeinanderfolgenden  Differen- 
tiationen in  beliebiger  Reihenfolge  ausführen.  Hinsichtlich  der 
Gültigkeitsbedingnng  können  wir  sagen: 

Allgemein  gilt  der  Lehrsate  der  vorigen  Nummer  für  eine 
n^  JMeUufig  einer  FunlUion  von  m  Varidbelen  jedenfalls  dann^ 
umn  die  Funktion  nebst  ihren  sämtlichen  Ableitungen  bis  eur 
n  —  Iten  Ordnung  einschiiefslich  stetig  ist  in  der  Umgebung  der 
gerade  fixierten  Stelle  und  wenn  in  dieser  Umgebung  auch  die 
fraglichen  Ableitungen  n^'  Ordnung  stetig  sind. 

Die  Zahl  der  verschiedenen  partiellen  Ableitungen  zweiter 

Ordnong  bei  einer  Funktion  von  m  Yariabelen  ist  gleich      ^^     9 

und  allgemein  ist  die  Zahl  der  partiellen  Ableitungen  n^'  Ord- 
nung gleich  der  Zahl  von  Gliedern  in  einem  homogenen  Poly- 
nome vom  Grade  n  gebildet  mit  m  Yariabelen,  nämlich 

ifi(ifi  +  !)(»»  +  8)  •  •  •  (m  +  n  —  1) 
1  •  2  •  8  •  •  •  fi 

Der  bevriesene  Satz  gestattet  die  Bezeichnungsweise  bei 
partiellen  Ableitungen  zu  vereinfachen.  Im  Falle  einer  Funk- 
tion von  drei  Yariabelen  wird  eine  Ableitung  n^  Ordnung, 
wenn  sie  dnrch  a-malige  Differentiation  nach  x,  /3-malige 
Differentiation  nach  y  und  ;/- malige  Differentiation  nach  0  be- 
stimmt ist,  mit 

ZQ  bezeichnen  sein;  die  Summe  ck  -j-  /^  +  T'  ^^^  gleich  n. 

70.  Die  partiellen  Ableitungen,  aufgefafst  als  partielle 
BüTerentialqaotienten.  Das  Produkt  jeder  partiellen  Ableitung 
erster  Ordnung  mit  dem  willkürlichen  Zuwachs  der  entsprechen- 
den Yariabelen  heifst  ein  partielles  Differential  erster  Ordnung. 
Indem  wir  uns  wieder  auf  den  Fall  einer  Funktion  o  von  drei 
Yariabelen  x^  y,  z  beschranken,  werden  vrir  diese  partiellen 
Differentiale  mit 

bezeichnen,  wobei  h^^  \,  Z^  die  Zuwüchse  dieser  Yariabelen 
sind.  Die  partiellen  Differentiale  von  diesen  partiellen  Diffe- 
rentialen,  gebildet  mit  neuen  vrillkürlichen  Werten  der  Zu- 
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wüchse,  welche  man  den  Variabelen  erteilt,  sind  die  partiellen 
Differentiale  mveiter  Ordnung  xl  s.  w.  Ein  partielles  Differential 
n^  Ordnung,  gebildet,  indem  man  in  bestimmter  Reihenfolge 
«'mal  nach  x,  /3-mal  nach  y,  y-msi  nach  0  differentiiert, 
wird  bezeichnet  dadurch,  dals  man  die  Charakteristiken 

^^<%...^-,  <^<^...<^  ^N^,S..-^^ 

in  der  Reihenfolge  mit  einander  verbindet,  in  der  die  Operationen 
ausgeführt  worden  sind.    Dieses  partielle  Differential  ist  gleich 

/**V,y(*>  y>  ^)W  •  •  •  KK^i  •  •  •  W*  "'K' 
es  ändert  sich  nicht,  wenn  man  die  Reihenfolge  der  Charak- 
teristiken d  verändert. 

Gewohnlich  nimmt  man  die  Zuwüchse,  welche  zu  derselben 
VeränderUchen  gehören,  als  unter  einander  gleich  an.  In 
diesem  Falle  kaim  man  das  obige  Differential  mit  d^  ß^ym 
bezeichnen*  und  man  hat  die  Gleichung 

Aus  dieser  Formel  folgt 

An)  _     K^'yß.Y'^ 

oder  einfacher 

Die  Bedeutung  des  Zählers  d**a)  ist  aus  dem  Nenner  un- 
zweideutig zu  erkennen.  Diese  letzte  Bezeichnungsweise  für 
partielle  Ableitungen  ist  die  üblichste.  Die  Formel  (5)  wird  also 

Die  partiellen  Differentialquotienten  lassen  sich  natürlich 
wieder  als  Grenzwerte  partieller  Differenzenquotienten  definieren. 

Wir  nennen  partielle  Differengen  erster  Ordnung  der  Funk- 
tion CO  die  Zuwüchse  dieser  Funktion  bei  einer  bestimmten 
Änderung  der  Variabelen  um  die  Gröfsen  A|,  k^,  l^  ...  Diese 
Differenzen  wollen  wir  mit 

bezeichnen.     Die  partiellen  Differenzen  gebildet  von  den  par- 
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tiellen  DiffeFenzen  erster  Ordnung  sind  von  der  zweiten  Ord- 
nung u.  s.  £  Eine  partielle  Differenz  von  der  Ordnung  n, 
gebildet,  indem  man  in  bestimmter  Reihenfolge  a-mal  die 
Operation  mit  x,  /I-mal  mit  y,  y-maX  mit  e  vollzieht,  wird 
bezeichnet  dadurch,  dals  man  die  Charakteristiken 

A*»  A**  A*«  A**   A**  aV  A^   A**  A'r 

in  der  Reihenfolge  mit  einander  verbindet,  in  welcher  die 
Operationen  ausgef&hrt  worden  sind.  Nach  den  in  den  No.  65 
und  68  gemachten  Bemerkungen  über  die  Yertauschbarkeit 
der  Reihenfolge  zweier  Charakteristiken. bei  einer  Funktion  mit 
einer  oder  mit  zwei  Yariabelen  kann  man  die  Reihenfolge  aller 
Charakteristiken  A  beliebig  vertauschen.  Indem  man  eine 
Reihe  von  Transformationen  ausführt,  welche  den  in  Nr.  66 
und  68  benutzten  analog  sind,  kann  man  die  Differenz  n^' 
Ordnung,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  die  Formel  ausdrücken: 

A'y...  A^  A*/»...A**  A*«...A% 

•  9        y  y        m  X 

(7)  —/-(a:  +  eA  +  •  •  •  e„Ä.,  y  +  e',*,  +  • .  •  Q'phii,  e  +  6",  \  + 

Hierbei  ist  f  dieselbe  Funktion  die  oben  mit  fj^^/i  ^y 
bezeichnet  wurde. 

Dividiert  man  diese  Differenz  durch  die  entsprechenden 
Zunahmen  der  unabhängigen  Veränderlichen 

SO  entsteht  der  partieüe  DifferenBenquotient: 

A>  . . .  A/»  A*/»  . . .  A*»  A *«  . . .  A *»  o 

*y    •   •   •    *|     f^O    ■    •   *    K*    "tm     ■  •   *    **]  * 

Setzt  man  im  besonderen 

Äj  ^  Äj  «=  •  •  •  Äa  ■*  Ä  ■"  Ao? 
X^  1»  ig  1»  . . .  jt^  m  2;  «B  Ay 

*1  ^  *2  ""  •  •  *  »y  ^  •  *"  A;& 

so  eitsteht  ein  Differenzenquotient,  der  passend  durch 

A"  0» 
Aa?"  Ay^  Ajb^ 
zu  bezeichnen  ist.    LaJst  man  Ao;,  Ay,  AjT  null  werden,   so 
wird,  wenn  f^^^ ,r  an  der  Stelle  xy z  stetig  ist 
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lim  ^"<P  ^^  fin)  _^  ^*<P 

aä«  a/  az^     ' **  »^  '^       a««  ay/* a«y ' 

Der  DifferentiaiquoHent  ist  also  auch  hier  der  Crrenjswert, 
todchen  der  entsprechende  IXfferenzenquoUent  für  ^x  «>  0  Ay  »»  O 
Ajet  =s  0  annimmt 

§  8.    Differentiation  der  Funktionen  yon  Funktionen. 

TL   Bereohnung  von  d^  f(u,  v,  w  . . .).     Es  sei 

y  =  /*(w,  v,  fc^ . . .) 
eine  Funktion^  von  den  m  Funktionen  u,  v,  w . . .  der  einen 
unabhängigen  Yariabelen  x.    Man  hat  zunächst  (Nr.  41) 

(Vi  ^y  =  ^?'  —  4-  ?^  ^—  4-  ^  —  4- 

^  ^  dx'^^  du  dx    *    dv  dx'^  dw  dx    *      '  ' 

Da  jedes  Glied  der  rechten  Seite  ein  Produkt  von  zwei 
Faktoren  ist,  so  erhält  man  durch  eine  neue  Differentiation 

d'y  _^  ^  (dy\  du    .     d^  /dy\  dv    t    _d_  /ay\  dw    , 
da:*  "^  da:  \du/  dx    *    da;  Va«/  dx    '    da;  xa«?/  da;    *    ' '  * 

,    ay  d^    ,    ay  d[y    ,    ^  d'to    , 

»    äü  da;*  "^  a»  d^*  "^  äw  ds^  "^  * 

Wendet  man  aber  auf  die  Funktionen  >.-,  ö-^,  ^^^  •  •  •   den 

Satz  an,  der  in  der  Gleichung  (1)  enthalten  ist,  so  hat  man 
d  (dy\  ^_  d^  ^   I      ^'y_  ^   I      d^y     dto  , 

da;  \au/  ^^  au*  da?    '     au  dv  dx    *     au  aw    dx  '^    '  ' ^ 

d   (dy\  d^y    du    ,    d^y  d©    ,     •  ^y_  djc    , 

dx  \dv/  ^  du  dv  dx    '    dv^  dx"^  dvdw    dx    *    '  '    ' 

d  /ay\  a'y    du    ,       a*y dt?    ,    d^y  dw    , 

da;  \du)/        du  dw  dx    *     dv  dw   dx    '    a«?*  dx    ' 


Der  Ausdruck  fttr  -t~  wird  also 


(2) 


da;' 

du  dw 


d'y  _  / a[y  (du\*    ,    g  J*y_  du  dv    ,    g     a«y 

da:*        \du^  \dx/     '        au  a«  dxdx*        du  dw  dx  dx 

t a^  (— y  4-  2  ^*y  ^  ^^- . .  .\ 

'     *   at?*\da:/     •"     dvdw^dx'  /* 

ifdy^tdyd^^dyd^,         \ 
»'  \dü  dx^  "^  dt?  dx^  "^  atü  "da:*    »         /* 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dafs  u,  v,  to  *  -  •  nebst  den  vor- 
kommenden Ableitungen  an  der  gerade  betrachteten  Stelle  x 
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bestimmte  endliche  Werte  haben  und  dafs  f  als  Funktion  der 
Yanabelen  u^  Vy  •  -  •  in  der  Umgebung  der  entsprechenden 
Stelle  (tfy  f ;  * ")  nebst  den  vorkommenden  Ableitungen  stetig 

ist.    Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  ~^,  -j-.  etc. 

72.  Die  u,  V,  fv,  '  - '  sind  lineare  Funktionen  von  x, 
Wemi  alle  Funktionen  u,  v,  w  -  -  -  von  der  Form  ax  -}-  h  sind^ 
wobei  a  und  b  Konstante  bedeuten,  so  hat  man 

-dx^  —  ^^d^~^^d^  =  ^'" 
und  die  Gleichung  (2)  reduziert  sich  auf 

d*y d^  /duy    ,    o     ^*y    ^  ^  j»  9  __?!3'L  ^^  ^^  j» 

dx*        du^  \dx)     •"      ^u  e^t?  da;  dar    •"      du  dw  dx  iLx  "i    '  '  ' 

*    ^t?'  Vd«/      ^        ^v  5«?  da;  da;    ' 
Dieser  Wert  von  -^  kann  symbolisch  durch  die  Formel 

^  =  (^^^  ^  _i.  ?-2^  ^^  4-  ^  -^  -4_  . .  .V  c=  [^^^ 
dx*  ^^^  V^w  da;    *    ^v  da;    •"  8to  da;    '    '     /    ''^  Vda;/ 

dargestellt  werden,  die  so  zu  verstehen  ist,  dafs  mau,  nach- 
dem die  Quadrierung  ausgeführt  ist, 

\du)  '  \dul  Vdvh 
bezüirlich  durch 


^u*'    du  dv 
ersetzt.     Dieses   Resultat  läfst  sich  verallgemeinem,  so  dafs 
man  fQr  jedes  ganzzahlige,  positive  n  schreiben  kann 

£j/p*  "™  \du  dx    *    dv  dx*    dw  da;  "■"  *  '  7    "^  Vda;/    ' 

wobei  man  nach  Ausführung  der  n**°  Potenz  jedes  Glied  von 

der  Form 

(dyy  (dy\ß  ( djy 

\duJ    \dv/    \du)/ 
durch  die  entsprechende  Ableitung 

dx"*  dy^  dz^ 
zu  ersetzen  hat. 

Denn  da  unsere  symbolische  Formel  den  wahren  Wert 
von  -~  ergiebt,  wenn  n  —  1  ist,  so  genügt  es  für  ihren  Be- 
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weis  zu  zeigen,  dalB  sie,  £eJ1s  sie  für  einen  Wert  von  n  gilt, 
jedenfalls  auch  f&r  den  nächstfolgenden  n  H-  1  richtig  bleibt. 
Nehmen  wir  also  die  Gültigkeit  der  Formel  f&r  den  Index  n 
an,  und  sei 

^  ydi)  Iw)  \ji^}  '"\di)  \di)  \di)  •  •  • 

ein  Glied  dieser  Entwickelung.  Der  wahre  Wert  des  ent- 
sprechenden Gliedes  von  — ^  ist  alsdann 

y+/g-fr'  -y    fduy  /dv\fi  (dwy 
dvf*  dv^  dw^  '"^dx)    \dx)    \dx) 

Um  nun  — — r*r  zu  erhalten,  mufs  man  — -   di£ferentiie- 
da;"+^  '  da;" 

ren,  und  das  angeschriebene  Glied  giebt 
\du*"^^dv(^dw^'"  dx^  ^^^^^+i^^Y..:dx 

du^'dv^dto^'^^'"  dx   '       J  \dxj    \dxl    \dx) 

da  ^  ,  j-^j  ^ konstant  sind.    Nach  unserer  Übereinkunft 

läfst  sich  aber  dieser  Ausdruck  symbolisch  in  der  Form 

C  fi^Y  (^Y  ( ^^Y      (—Y  {^—V  (—V       (^ dutdydv^djf^dw       \ 
\du)   \dv)   \dw)  "\dx)    \dx)   \dx)  "Xdudx'^dvdx'^dwdx"/ 

schreiben.     Hieraus  folgt,   dafs  die   symbolische  Darstellung 

tung  bewiesen  ist. 

78.   DUferentiation  eines  Produktes  von  swei  Faktoren« 

Die  allgemeine  Formel  für  die  Bildung  höherer  Ableitungen 
eines  Produktes  von  mehreren  Funktionen  ist  wichtig. 

Wir  betrachten  zunächst  das  Produkt  uv  von  zwei  Funk- 
tionen.   Man  hat  hier 

d(uv)  '         du    t       dv 

oder,  kürzer  geschrieben: 

(1)  (uvy  —  iiv  +  uv\ 

Femer  wird: 
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(2)  {uvy  —  (uvy  +  (uvj  —  u"v  +  2u'v'  +  ^t'"; 
eine  neue  Differentiation  ergiebt: 

(3)  (uv)"'  —  u"v  +  3u 'v  +  3i*'v'  +  uv". 

In  den  Formeln  (1),  (2),  (3)  yermindert  sich  die  Ord- 
nung der  Ableitung  von  u  um  eine  Einheit,  und  die  Ordnung 
der  Ableitung  von  v  wächst  um  eine  Einheit^  wenn  man  von 
einem  Gliede  zum  folgenden  weiter  geht.  Dabei  sind  die 
numerischen  Koeffizienten  dieselben  wie  bei  der  Entwickelung 
der  ersten,  zweiten  und  dritten  Potenz  eines  Binomes.  Man 
kann  also  begründetermalsen  annehmen,  dafs  man  allgemein 
erhalten  wird 

(4)  I 

-I p5i!Lzlh:^^r:*+l)|^{«--.*),;(*).^ |-Mt;(-). 

Nachdem  diese  Formel  für  it  «»  1,  2,  3  yerifiziert  ist,  wird 
ihre  Allgemeingtlltigkeit  bewiesen,  wenn  man  unter  Annahme 
derselben  fOr  die  Ordnung  n  nachweist,  dab  die  Formel  für 
die  Ordnung  n  -{-  1  bestehen  bleibt.  Differentiiren  wir  also 
die  Formel  (4)  und  schreiben  auf  eine  Zeile  die  Glieder,  welche 
aus  der  Differentiation  des  zweiten  Faktors  in  jedem  Gliede 
herYoi^ehen,  auf  eine  zweite  Zeile  diejenigen,  die  aus  der 
Differentiation  jedes  ersten  Faktors  folgen,  so  wird 

+  tt<-)t;'  +  ~M<— i)t7"  H \-  yuV»)  +  fit;«»). 

Zieht  man  die  gleichartigen  untereinander  stehenden  Glie- 
der zusammen,  so  erhält  man  eine  Formel,  die  aus  der  Glei- 
chung (4)  durch  Yertauschung  von  n  mit  n  4~  1  hervorgeht; 
folglich  ist  diese  Gleichung  allgemein  gültig. 

Die    Gleichung    iSJGst    sich    symbolisch    folgendermafsen 

schreiben: 

{uv^)  —  («*  +  t?)" 

d.  h,  man  hat  nach  Ausführung  des  Binomes  die  Potenzen 
1«*,  f^  jedesmal  durch  i«(*>  und  tK*>  zu  ersetzen,  und  wenn 
^  ■»  0  ist,  durch  u  und  v. 


94  Drittes  Kapitel. 

74.  Differentiatioii  eines  Produktes  von  tn  Faktoren* 
Für  ein  Produkt  von  m  Faktoren  Wj  . . .  Um,  wobei  jedes  u 
eine  Funktion  von  x  bedeutet,  besteht  ebenfalls  die  syfnbo- 
lische  Formel 

d.  h.  nach  Ausführung  der  n****  Potenz  der  Summe 

(«1  +  «2  H «m) 

vermittelst  der  Polynomialformel  sind  die  Potenzen 

durch  die  DifPerentialquotienten  Ä;^'  Ordnung 

mW,  w  <*),  . . .  mW  „  mW 

ZU  ersetzen,  und  wenn  ä;  =  0  ist,  durch  die  Funktionen 

Dieser  Satz  ist  f&r  zwei  Faktoren  bereits  bewiesen.  Es 
genügt  daher  nachzuweisen,  dafs  er,  wenn  er  für  m  —  1  Fak- 
toren besteht,  auch  für  m  gültig  bleibt.  Zu  dem  Zwecke 
bezeichnen  wir  mit  y  das  Produkt  von  m  —  1  Faktoren  u^, 
M2...Mm— 1.     Alsdann  ist  symbolisch: 

(mi  Mj . . .  Mm-i  «m)^"^  =  (yM;„y"^  —  (y  +  <*m)". 

Ein  beliebiges  Glied  dieser  Entwickelung,  wie 

Ci  y*  M„,— * 
giebt  für  (mj  «j  . . .  m^)^"^  das  entsprechende  Glied 

C,  y(*)  M./«-*>. 

Der  Annahme  nach  ist  nun  symbolisch 
also  ist  der  obige  Term  symbolisch  gleich 

Ct(Wi  +  Wg  H Mm-l)*  Mm"-*, 

und  bildet  man  die  Summe  aller  Glieder,  so  wird  symbolisch 

(Mj  M,  .  .  .M„)(»>  =  (Mi  +  Ma  4 M,„_i  +  <*in)". 

75.  Die  Differentialquotienten  einer  Funktion,  'welohe 
implicite  durch  1  Gleichung  definiert  ist.  Ist  eine  Funk- 
tion y  der  Yariabelen  x  durch  eine  Gleichung 
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definiert,  so  ist  f{x^  y)  eine  zusammengesetzte  Funktion^  die 
einen  konstanten  Wert,  nämlich  0  hat.  Folglich  sind  auch 
die  Differentiale  beliebiger  Ordnungen  gleich  0.  Man  erhält 
demnach,  wenn  man  diese  verschiedenen  Differentiale  0  setzt, 
und  dabei  beachtet,  dafs  dx  eine  Eonstante  ist: 

Diese  Formeln  lassen  nach  einander  die  Differentiale  dy, 
(Py,  d^y  . . .,  imd  hieraus  die  Ableitungen  ^^,  ^-^, . . .  berechnen, 

wenn  die  Gröfse  ^-  nicht  gerade  gleich  0  wird,  für  zusammen- 
gehörige Werte  von  x,  y,  för  welche  f{x,  y)  «=  0  ist.  Auch 
ist  hierbei  vorausgesetzt,  dafs  die  partiellen  Ableitungen  der 
Funktion  f{Xy  y)  ftir  die  betrachteten  Werte  den  Stetigkeits- 
bedingungen genügen. 

76.  Die  DUferentialquotienten  von  m  Funktionen, 
welche  implioite  durcli  m  Gleichungen  definiert  sind.  Wir 
beüuchten  nun  den  allgemeinsten  Fall  eines  Systemes  von  m 
Gleichungen: 

t  A  (^,  yi,  y«  •  •  •  ym)  =  0, 


AC^;  yu  y«  •  •  •  ym)  =  0, 

zwischen  einer  unabhängigen  Yariabelen  x  und  m  Funktionen 
V\i  y%9  ' '  •  y>n  derselben.  Es  sind,  weil  yi  •  .  •  ym  Funktionen 
Ton  x  sind,  fx^Uy-fm  zusammengesetzte  Funktionen  mit  dem 
konstanten  Werte  0.  Die  Differentiale  beliebiger  Ordnung 
dieser  Funktionen  sind  demnach  insgesamt  0.  Durch  ein- 
malige Differentiation  des  Systemes  (1)  erhält  man 
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(2) 


^dx  +  i^dy,  +  !4dy,+ 


ay. 


ay. 


a/i  j.  .  »/;  ^..  ,  af. 


ddß 


dx  + 


ay,  ''y*  +  W,  ^^*  + 


aA 
ay», 

ay„ 


<?ym  —  0, 

dffm  =  0, 


a/L         a/L         af„ 


a/; 


m 
m 


dym  —  0, 


woraus  sich,  wie  schon  in  Nr.  58  gezeigt  wnrde,  die  Di£fe- 
rentialquotienten  erster  Ordnung 

berechnen  lassen.    Die  Differentiation  des  Systemes  (2)  ergiebt 
daB  neue  System: 

(3)  j  (S''*'+2all:''-''y»+-)+(a-^'^J'.+i'^y'+-)-o. 


'av„ 


av. 


aY„ 


av. 


welches  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 


d\     d\  d^y^ 


dx*'    dx" 


da^ 


bestimmt.  Durch  Differentiation  des  Systemes  (3)  erhält 
man  Gleichungen  für  die  Differentialquotienten  dritter  Ord- 
nung u.  s.  w.  ^ 

77.   Die   Elimination   willkürlicher  Konstanten.     Wenn 
die  Gleichung  *     * 

(1)  f{x,  y,a,b,C"  •)  0, 

welche  eine  Funktion  y  mit  ihrer  unabhängigen  Yariabelem  x 
verbindet,  eiuje  endliche  Anzahl  willkürlicher  Eonstanten 
a,b,  c  - ' '  enthält,  so  kann  man  diese  willkürlichen  Gröfsen 
durch  Anwendung  der  Differentiation  eliminieren. 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (1)  n-mal,    so 
erhält  man  n  neue  Gleichungen 


(2) 
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Man  kann  nun  immer  n  so  grofs  wählen  —  höchstens 
ist  n  dann  gleich  der  Anzahl  Eonstanten  a^h^c,  -  -  -  — ,  dafs 
sich  die  a,b,c^"-  ans  den  n  H-  1  Gleichungen  (1)  und  (2)  elimi- 
nieren lassen  und  schliefslich  nur  eine  Gleichung 


0 


i(«-i) 


zwischen  x,  y  und  den  n  ersten  Ableitungen  von  y  übrig  bleibt. 
Diese  heifst  eine  DifferenHalgleichung  n^  Ordnung. 

Die  Aufgabe;  welche  hier  gestellt  ist^  bildet  einen  beson- 
deren Fall  derjenigen^  die  in  Nr.  61  behandelt  wurde,  und 
dort  zur  Kenntnis  eines  Systemes  von  simultanen  Differen- 
tialgleichungen fährte. 

Denn  setzt  man 

^*^  dx       ^  *  dx       ^  '"'     dx 

und  verbindet  mit  der  Gleichung  (1)  die  n  —  1  ersten  Gleichungen 
des  Systems  (2),  indem  man  hier  die  Gröfsen  ^;  y",  •  •  •  y^"""^^ 
einfährt,  so  erhalt  man  ein  System  von  n  Gleichungen  zwischen 
der  Yariabelen  x  und  den  n  Funktionen  y,  y\  y'\  •  •  •  y<*-"^>  und 
n  wUlkürlichen  GroDsen.  Andererseits  ist  einleuchtend ,  dab 
die  n  Gleichungen,  die  man  erhält,  indem  man  dieses  System 
differentiiert,  ersetzt  werden  können  durch  die  Gleichungen  (4) 
zusammen  mit  der  letzten  Gleichung  des  Systems  (2),  und 
dab  die  Elimination  der  willkürlichen  Eonstanten  zwischen 
den  2  n  Gleichungen  (1),  (2)  und  (4)  ein  System  von  n  simul- 
tanen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  liefert,  dals  sich 
aus  den  n —  1  Gleichungen  (4)  und  der  Gleichung  (3)  zusammen- 
setzt, die  durch  Einführung  der  Yariabelen  y',  y\  •  •  •  y<»— *) 
die  Form 

annimmt,  also  zu  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
wird. 

8 errat,  Düt-  u.  Integral-Beohnong.  I.    8.  Aufl.  7 
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78.  Die  Änderung  der  unabhängigen  Variabelen.  Die 
Gleichung  einer  Kurve  kann  in  der  Form  gegeben  sein,  dafs 
die  Ordinate  als  Funktion  der  Abscisse  dargestellt  ist: 

oder  allgemeiner  können  Abscisse  und  Ordinate  als  Funktionen 
einer  nämlichen  Veränderlichen  t  gegeben  sein: 

^  =  9(0;     »  =  *(0- 

In  der  Mechanik  z.  B.  ist  häufig  die  Zeit  t  die  unab- 
hängige Veränderliche  und  die  Gleichungen  (2)  erlauben  dann 
anzugeben^  an  welcher  Stelle  der  Ebene  sich  der  Punkt^  dessen 
Bewegung  durch  die  Gleichungen  (2)  beschrieben  wird,  zu 
irgend  einer  bestimmten  Zeit  t  befindet.  Es  ist  nun  häufig 
von  Wichtigkeit  von  den  Gleichungen  (2)  auf  die  Form  (1) 
übergehen  zu  können  imd  dann  entsteht  das  folgende  Problem: 

Gegeben  sind  die  Ableitungen  von  x  und  y  als  Funktionen 
von  t: 

a,K  dx  ,      d*x  f,  dy  ,      d'y  „ 

Gesucht  sind  die  Bifferentuüquotienten: 

dy      d^ 
dx^     dx*' 

Nach  dem  Satze  der  Nr.  33  und  44  ergiebt  sich  unmittelbar: 

dy       y' 


(2-) 


(3') 


(4') 


dx        X 


'  > 


€)  . 


a*y  \x  /      1   X  y    —  X  y 

Jx^  di~  "x'  ~'    ■"«'»  ' 


rP.'\  ^  —  ^'J^jTjiL^' y')-Bx"-ixy"-  x"y') 

^^  ^  dx^  ~"  '        «'* 

u.  s.  w. 

Man  wird  bemerken,  dafs  die  Darstellung  der  Kurve  in 
der  Gestalt  (1)  nur  ein  Spezialfall  von  (2)  ist,  der  sich  durch 
die  Substitution  rr  =  ^  aus   (2)  ergiebt.     In  der  That  geben 

dann  (3),  (4),  (5)  für  a;  c=  ^,  da  dann  x  =\,  x"  =  x"= =0 

.  .      dy  ,      d^y  „     d^y  „, 

^«*'  di  =  y'  ä-5'='S''  Tx*-y  '  ••• 

Man  kann  aber  auch  statt  y  als  Funktion  von  x  zu  be- 
trachteU;   auch   umgekehrt  x  als  Funktion   von  y   auffassen 
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d.  h.  die  Gleichung  (1)  nach  x  auflösen  wollen.  Auch  diese 
Auffassung  ist  in  den  Gleichungen  (2)  als  Spezialfall  enthalten. 
Man  braucht  nur  y  ^^  t^  x  =^  ip(t)  zu  setzen,  um  zu  erhalten: 

d*x  dx  d^x      a/^'^\' 

' _     1  ,/' W _         ''*       _  5^  öfy»  ~     \dyV 

^      [dxy   ^  '//i^\8  y   y 

\dy) 


Gl)  (ff)' 


Man  wird  in  der  Folge  erkennen,  da&  es  oftmals  in  Hin- 
sicht auf  die  Symmetrie  und  Eleganz  der  Formeln  vorteilhaft 
ist,  die  unabhängige  Yariabele  t  nicht  zu  spezialisieren. 

Dieselben  Vorteile  wie  die  Hülfs  veränderliche  t  gewahrt 
das  Rechnen  mit  Differentialen  statt  mit  Differentialquotienten. 

Wir  bezeichnen  mit  y\  y'\  y"  •  •  •  die  Ableitungen  von  y, 
gebildet  unter  der  Annahme,  dafs  x  die  unabhängige  Yariabele 
ist.    Man  hat  dann: 

(1)  dy  =  y'dx,    dy  =  y"dx^    dy'  =  y''dx^  •  •  • 

mid  nach  dem  Satze  der  Nr.  33  gelten  diese  Formeln,  wie 
auch  immer  die  unabhängige  Yariabele  gewählt  sein  mag. 
Die  erste  Gleichung  ergiebt 

ein  bekanntes  Resultat,  demzufolge  y'  der  Quotient  von  dy 
und  dx  ist  Wendet  man  nun  auf  diese  Gleichimg  die  Regel 
der  Differentiation  eines  Quotienten  an,  so  folgt,  was  auch 
die  unabhängige  Yariabele  sein  mag: 

,   /        dxd^y  —  dyd^x 

aber  nach  der  zweiten  Gleichung  der  Formel  (1)  ist  dy  =  y'dXy 

imd  demnach  hat  man 

/Qx  ff       dxd^y  —  dyd*x 

(3)  y  = — -dx^ 

Dieselbe  Regel,  aufs  neue  angewandt,  liefert: 
,   „       dxCdxd^y  ^  dyd^x)  —  Sd*x(dxd^y -- dyd^x) 

dy d^^ ; 

und,  da  nach  der  dritten  Gleichung  der  Formel  (1)  dy"  =»  y"dx 

ist,  so  wird 

f.K  ,„        dx(dxd*y  —  dyd^x)  —  Sd*x{dxd^y  —  dyd^x) 

W     y j^. 
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Auf  demselben  Wege  erhält  man  nacheinander  j^^,  y^ 
XL.  s.  w.,  und  man  erkennt^  dals  sich  y('*>  yermittelst  der  Diffe- 
rentiale von  o;  und  y  ausdrücken  läfst  bis  zu  denjenigen  der 
n***  Ordnung. 

Wenn  man  in  den  Formeln  (2),  (3);  (4)  •  •  •  dx  konstant 
annimmt,  so  findet  man  wieder  die  bekannten  Gleichungen 

70.  Die  Änderung  aller  Variabelen.  Wir  wollen  nun  die 
folgende  Aufgabe  lösen: 

Wenn  x^  y^  e  • '  •  Variabde  sind,  die  van  einander  ab- 
hängenj  und  unter  ihnen  x  als  unabhängige  Veränderliehe  be- 
trachtet unrd,   sa  saUen  in  einem   Ausdrucke    V,  welcher  eine 

Funktion  van 

dy        d'y  de        d*z 

^'^'dx'      dx*'  ^' dx'     dx* 

ist,  die  Variabelen  x,y,  e  -  -  •  durch  andere  Variabden  £,  q,  {;  -  -  • 
ersebst  und  unter  diesen  eine,  s,  B.  1^,  als  unabhängige  Variabde 
betrachtet  werden.     Wie  ist  der  Wert  van  V  ofo  Funktion  van 

i}  Vf  i  ^^  ^^  Ableitungen  ^j,  -^  -  -  -  eu  bilden? 

um  diese  Frage  zu  lösen,  hat  man  zuerst  die  Funktion  V 
vermittelst  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  so  aus- 
zudrücken, daXs  dabei  die  unabhängige  Yariabele  willkürlich 
bleibt.  Alsdann  ist  V eine  Funktion  von  x^y^z  -"  und  ihren 
Differentialen.  Nachdem  dieses  geschehen,  lassen  sich  aus  den 
Gleichungen,  welche  die  Variabelen  x^y^e  •  •  *  als  Funktionen 
der  neuen  Variabelen  definieren,  nämlich 

durch  Differentiation  die  Differentiale 

dXy  e?a;,  •  •  •  dy,  d^y,   -'  dz,  d^e  •  •  • 

berechnen,  und  hierbei  ist  d^  als  konstant  anzunehmen.  Alle 
diese  Werte  sind  in  V  zu  substituieren,  und  damit  ist  die  Auf- 
gabe gelöst. 

80.  Btae  Anwendung.  Es  seien  x  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  Punkte  einer  gegd>enen  Kurve,  wobei  x  eis  im- 
abhängige  Variabde  betrachtet  ist.  Man  sali  bestimmen,  wie  sich 
der  Ausdruck 
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['+m 


dx* 

trimsformierty  wenn  man  an  SteUe  der  rechtwiftMigen  Koordinaten 
Polarkoordinaten  q^  m  einführt^  und  m  ais  unabhängige  Variabele 
ansieht. 

Nach  Nr.  78  wird  der  Ausdruck  V  gleich 

dxd^y  —  dyd*x 

Die  unabhängige  Yariabele  bleibt  dabei  beliebig. 
Nun  hat  man 

x^^  Q  cos (Oy    y  «■  (I  siniD; 

also  durch  Differentiation 

dx  «-  dQ  cos  CO  —  Q  smto  da^ 

dy  «-  d(i  sin  CD  -{~  P  cos  m  dm, 

Differentiiert  man  yon  neuem  und  setzt  dm  »»  hmst^  so 
findet  man 

« 

d?x  =  d?Q  cos  m  —  2  BmmdQ  dm  —  q  cos  cd  dm^f 
^y  "»  ^Q  sin  09  +  2  cos  (odQda  —  p  sin  co  dm^. 
Hieraus  entnimmt  man: 

da^  +  e?y*  ««»  dQ^  +  (>*rf©*, 
dxcPy  —  dyd^x  —  —  (fd^gdm  +  2dQ^dm  +  p*dai'. 
Also  ist 


y^  (dp'  +  pMa,*)^ 


oder 


8L  Xine  neue  Anwendung.  Bei  Fragen  in  betreff  der 
Ändenmg  von  Yariabelen  kann  es  auch  eintreten,  dafa  die 
orsprünglichen  Yariabelen  nicht  unmittelbar  als  Funktionen 
der  neuen  gegeben  sind^  sondern  dals  sie  mit  diesen  durch 
gegebene  Differentialgleichungen  verknüpft  sind.  Dabei  kann 
es  Torkommen,  dafs  die  gegebenen  Gleichungen  zusammen  mit 
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denjenigen;  die  man  durch  Differentiation  aus  ihnen  gewinnt^ 
hinreichen ;  um  die  ursprünglichen  Yariabelen  zu  eliminieren 
und  auf  diese  Weise  den  Torgelegten  Ausdruck  zu  trans- 
formieren. Auch  hiervon  wollen  wir  ein  Beispiel  geben  und 
denselben  Ausdruck  wie  oben^  nämlich 

da;» 
behandeln.     Es   soll  die  Form    bestimmt  werden,   welche   er 
annimmt  y   wenn]  man    an   Stelle   von  x  und   y  zwei   andere 
Yariabelen   q  und  s  einführt;   welche   mit   diesen   durch  die 
Gleichungen 

(2)  o;«  +  y«  -  9% 

(3)  dx^  +  dy^  =  d^ 

verbunden  sind;  wobei  ds  als  konstantes  Differential  gelten 
solL    Zunächst  transformieren  wir  vdederum  V  in 

Die  Differentiation  von  (2)  und  (3)  ergiebt 

(5)  xdx  +  ydy  =  QdQ^ 

(6)  dxd^x  +  dyd^y  =  0. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (5)  erhält  man 
xd^x  +  yd^y  +  {da^  +  dy*)  ™  dp*  +  pd*P; 
oder  nach  Gleichung  (3) 

(7)  xd}x  +  ydPy  =  qö^q  +  dg*  —  ds^. 

Die  Gleichungen  (3);  (5);  (6),  (7)  lassen  dx,  dy^  d*Xy  cPy 
berechnen;  und  zwar  wird  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7) 
erhalten: 

(jfdx  —  xdy)cPx  =  —  (ptPp  +  dp*  —  ds^dy^ 

(jjfdx  —  xdy)d?y  —  +  (pd*p  +  dp*  —  dt^)dx, 

also 

/7^^«       /?«^«^  ^  (g<^'g  +  dg'  —  d8^d8* 
dxd'y.  -dydx yrfa,  «  a:dy 

Nun  ist 
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also 

(8)  dxcPy  -  dycPx  =  (fd^dy- ds^ds^  ^ 

Qyds* —  dQ* 
Vermittelst  der  Formeln  (3)  und  (8)  wird 


9d\  +  dQ*^d8*' 

oder 


da*    '    da' 
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Totale  Differentiale  und  partielle  DifferentiaL 

qnotienten. 


In  diesem  Kapitel  werden  eine  Reihe  Ton  formalen  Be- 
trachtungen angestellt  unter  der  Annahme^  dafs  jede  yorkom- 
mende  Funktion  an  der  gerade  betrachteten  Stelle  die  folgende 
Forderung  erfEQlt: 

Forderu/ug  S3.  Die  Funktion  und  aüe  Ableitungen  von  ihr, 
die  vorkommen,  sind  in  der  Umgdmng  der  betrachteten  Steüe 
stetig, 

§  1.    Totale  Differentiale. 

82.  Das  totale  Differential  erster  Ordnung.  Totales 
Differential  einer  Funktion  Ton  mehreren  unabhängigen  Ya- 
riabelen  heilst  die  Summe  aus  den  partiellen  Differentialen 
der  Funktion  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Yariabelen.  Man 
bezeichnet  dieses  Differential  mit  der  Charakteristik  d;  dem- 
nach hat  man 

,  du  j      t   du  j      i    du  j     ,  du  j. 

dx         *   dy    ^    *    dg         '  et 

Aus  dieser  Definition  ergeben  sich  die  Folgerungen: 

1.  Wenn  eine  Funktion  u  der  unabhängigen  Variabelen 
X,  y,  0,  . . .  t  für  aUe  Werte  der  Vairiabden,  welche  innerhalb 
gegAener  Grenzen  liegen,  konstant  ist,  so  ist  ihr  totales  Diffe- 
rential du  in  diesem  Wertgebiete  nulL  Und  umgekehrt:  Wenn 
das  totale  Differential  der  Funktion  u  innerhoJb  eines  Wert- 
gdrietes  der  Variatden  konstant  gleich  0  ist,  so  ist  auch  die 
Funktion  u  selbst  eine  Konstante. 
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Denn  erstlich  werden,  wenn  u  konstant  ist,  die  Ablei- 
tungen K— ,  ^,  ' '  •  ~3i  ^^^^^^  ^  (J^^-  ^)}  ^^^^  ^^^  ekuck  das 
Differential  du  »»  0. 

Wenn  zweitens  dw^O  ist^  so  ist 

Da  d^y  dy,  ...  dt  willkürliche  Gröfsen  sind,  so  kann  man 
hieraus  schlieljsen,  dafs 

Die  erste  Gleichung  zeigt,  daCs  u  unabhängig  ist  Ton  x 
(Nr.  29),  die  zweite,  dafs  u  unabhängig  von  y  ist,  endlich  die 
letzte,  dab  u  unabhängig  von  t  ist    Also  ist  u  «»  konst. 

Ist  fi  eine  Funktion  Ton  nur  zwei  Veränderlichen  x  und  y, 
80  hat  das  Differential  du  eine  einfache  geometrische  Be- 
deutung. 

Ina  neunten  Kapitel  (No.  253)  wird  gezeigt,  wenn  u  =» 
f{x,  y)  die  Gleichung  einer  Fläche  ist,  dafs  dann 

die  Tangentialebene  im  Punkte  (rc,  y)  an  die  Fläche  ist;  dabei 
bedeuten  S;  17,  S  die  laufenden  Koordinaten  der  Tangential- 
ebene.    Setzt  man  daher  ^  ■»  o:  -f-  dx^  17 »»  y  +  dy,  so  wird 

S-**-ä^^^  +  äy^y 
die  Zunahme,  welche  die  Ordinate  der  Tangentialebene  erfahrt, 
wenn  x  um  dx,  y  um  dy  vermehrt  wird.    Die  rechte  Seite 
ist  aber   gerade   der  Ausdruck,   durch   welchen  du  definiert 
wurde.    Wir  sehen  also: 

Dos  tokde  Differential  einer  Funktion  u »» f(Xy  y)  von 
ifcei  Veränderlichen: 

gvAt  uns  an,  um  wieviel  die  OrdincUe  der  Tangentialebene  der 
Fläche  u  ■—  f{xj  y)  im  Funkte  (x,  y)  wächst,  wenn  x  um  die  will- 
türliehe  Zahl  dx,  y  um  die  unllkürliche  Zahl  dy  vermehrt  wird. 


106  Viertes  Kapitel. 

2,  Wenn  zwei  Funktionen  v  und  w  für  dtte  Werte  der 
unabhängigen  Varidbelen  x,  y,  . . .  t  innerhalb  gegebener  Grenzen 
nur  um  eine  Konstante  differieren,  so  sind  ihre  Differentiale 
gleich;  und  amgekehrt:  Sind  die  Differentiale  zweier  Funktionen 
V  und  w  fwr  alle  Werte  der  Varidbelen  innerhalb  gegebener 
Grenzen  einander  gleich,  so  differieren  diese  Funktionen  nur  um 
eine  Konstante. 

Dieser  Satz  ist  in  dem  vorigen  enthalten^  wenn  man  die 
Differenz  v  —  m;  =  w  setzt. 


83.  Differentiation  einer  zusammengesetzten 
Lehrsatz.  Bezeichnet  u  eine  Funktion  von  mehreren  Varia- 
belen  x,  y,  z,  . , .  t,  welche  selbst  Funktionen  gewisser  unabhän- 
giger Variabelen  sindy  so  ist 

j  du  j      ,    du  j      i    du  j     ,    du  j. 

du  =  ^  dx  +  ^-  dy  'f'  -^  dz  A-  '    '  -^  dt. 
dx         *    dy    ^    *    dz         *     dt      ^ 

also  genau  ebenso,  wie  wenn  x,  y,  z,  . . .  t  die  unabhängigen 
Varidbelen  wären. 

Denn  sind  g,  17^  g, ...  09  die  unabhängigen  Variabelen,  und 
ersetzt  man  x^y,  z,  ...  t  durch  ihre  Werte  als  Funktionen  der- 
selben, so  erhält  man  u  ausgedrückt  als  Funktion  der  Varia- 
belen ^,fifi,,,.G>.    Der  Definition  nach  ist  nun 

,  du  ju    ,    du  jj      t    du  j^    ,  du  j 

Nun  ist  aber  wj  dl^   das   partielle   Differential  Ton  u  in 

Bezug  auf  1^,  und  |  ist  als  unabhängige  Variabele  in  x,y,z,...t 
enthalten.  Nach  der  Regel  (41)  für  die  Differentiation  einer 
Funktion,  welche  aus  mehreren  Funktionen  einer  unabhängigen 
Variabelen  zusammengesetzt  ist^  hat  man  demnach 

du dudxj^         du  dt 


und  ebenso: 

dri        dxdr}^^         dt  drj  ' 


du        du  dx  j^         du  dt 


du ^dx    ^^         du  dt 


da         dx  da     *^  dt  dm 

Also  folgt 
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cy  \€i     ^    *    Cri      '     ^  cm        / 

Die  in  den  Klammem  enthaltenen  Summen  sind  aber 
nichts  anderes  als  die  Differentiale  dx,  dy,  . . .  dt\  man  hat 

also: 

j  ^w  ,      X    du  j      i    du  j      ,  du  j, 

(/u  =  ä-  »^  +  -    dy  +  ^-  dz  +  •  *    -TT-  dt. 
dx         ^    cy    ^    ^    dz  *  et 

Folgerung.  Die  Regeln  für  die  Differentiation  von  Sum- 
men, Produkkn^  Quotienten  und  Potenzen  von  Funktionen  einer 
einzigen  Variabden  sind  auf  Funktionen  mehrerer  unabhängiger 
Variabden  Obertraghar;  man  mufs  dann  nur  statt  mit  Dimeren- 
iialquotienten  mit  Differentialen  rechnen, 

84.  Die  totalen  DijOTerentiale  höherer  Ordnungen.  Ist 
du  da&  totale  Differential  der  Funktion  du^  so  bezeichnen 
wir  mit  d^u  das  totale  Differential  von  du,  gebildet^  indem 
man  den  Variabelen  Zuwüchse  erteilt^  welche  denen  gleich 
sind^  die  in  dem  Ausdruck  du  Yorkommen^  mit  d^u  das  to- 
tale Differential  yon  d^u  und  so  fort,  so  dafs  in  der  Auf- 
einanderfolge: 
(1)  du,   cPu^   d^u, . . .  rf*M 

jedes  Glied  das  totale  Differential  des  vorhergehenden  aus- 
drflckt.  Die  Funktionen  (1)  heifsen  das  totale  Differential  der 
ersten,  der  zweiten,  der  dritten  Ordnung  u.  s.  w. 

Aus  dem  totalen  Differentiale  erster  Ordnung 

folgt,  da&  man  das  totale  Differential  der  n^^  Ordnung  sym* 
bolisdi  durch  die  Formel 

(3)  ^-u=g-dx  +  |-J«iy  +  ...|frf^)- 

darsteUen  kann,  wenn  man,  nachdem  die  Entwickelnng  der 
rechten  Seite  ausgeführt  ist,  in  jedem  Gliede  einen  Faktor 
von  der  Form 
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\dx)    \dy)  '"\dt) 
dnrcli  die  partielle  Ableitung 

ersetzt. 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  genügt  es,  wörtlich 
die  Überlegungen  zu  wiederholen^  die  wir  in  Nr.  71  ausfährten 
bei  der  Differentiation  einer  Funktion,  welche  aus  linearen 
Funktionen  einer  Tariabelen  zusammengesetzt  ist.  Die  beiden 
Fragen  sind^  wie  leicht  zu  sehen,  die  nämlichen,  weil  die 
Differentiale  der  Yariabelen  in  beiden  Fällen  konstant  sind, 
und  auch  die  aufeinander  folgenden  Differentiationen  dasselbe 
Gesetz  befolgen. 

85.  Mehrfache  Differentiation  einer  susanunengesetsten 
Funktion.  Die  Gleichung  (2)  des  Torigen  Paragraphen  gilt 
auch  dann  noch  (Nr.  71),  wenn  x,  y,  0,  . . .  t  nicht  mehr  die 
unabhängigen  Yariabelen  bedeuten.  Aber  fQr  die  Formel  (3) 
gilt  das,  sobald  n  >  1  ist,  nicht  mehr,  aufser  wenn  x^y^  ...t 
lineare  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen  sind.  Im 
allgemeinen  Falle  sind  dx^  dy,  . . .  dt  nicht  mehr  konstant, 
und  um  cPu  zu  erhalten,  mufs  man  die  Formel  (2)  so  diffe- 
rentiieren,  dafs  dabei  jedes  Glied  als  ein  Produkt  von  zwei 
yariabelen  Faktoren  behandelt  wird.  Da  die  Regel  für  Diffe- 
rentiation von  Produkten  auf  totale  Differentiale  anwendbar 
ist,  so  erhält  man 

wobei  der  erste  Teil  der  rechten  Seite,  welcher  von  den  Diffe- 
rentialen höherer  Ordnung  unabhängig  ist,  symbolisch  ge- 
schrieben und  demgemäls  zu  deuten  ist.  Auf  demselben  Wege 
sind  die  totalen  Differentiale  ePti,  d^u, ...  zu  bestimmen. 

Meistens  aber  ist  es  zweckmäfsiger,  die  yerschiedenen 
partiellen  Differentiale,  aus  denen  das  totale  schliefslich  zu- 
sammenzusetzen ist,  gesondert  zu  bestimmen,  wodurch  die 
Aufgabe  sich  immer  nur  auf  die  Betrachtung  von  Funktionen 
reduziert^  die  von  einer  einzigen  Yariabelen  abhängen.    Denn 
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wenn  i,ifi,...to  die  unabhängigen  Yariabelen  bezeichnen  und 
man  will  ^»^ 


berechnen,  so  wird  man  die  Gleichung  für  u, 

erst  a-mal  nach  |  differentiiren,  wodurch  —  erhalten  wird: 
alsdann  wird  dieser  Ausdruck  j3-mal  nach  i}  differentiiert,  was 

"^T«~  ;*^  ergiebt  u,  s.  w. 

86.  Differentiation  von  impliciten  Funktionen«  Der  all- 
gemeinste Fall  impliciter  Funktionen  ist  der^  bei  welchem  m 
Gleichungen  zwischen  n  unabhängigen  Yariabelen  und  m  Funk- 
tionen von  ihnen  gegeben  sind.  Werden  die  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  auf  0  gebracht,  so  sind  die  linken  zu- 
sammengesetzten Funktionen  der  n  Yariabelen,  welche  durch- 
aus den  Wert  0  haben.  Folglich  sind  die  totalen  Differentiale 
dieser  Funktionen  insgesamt  gleich  0.  Man  kann  also  durch 
süccessive  Differentiation  aus  den  gegebenen  Gleichungen  neue 
ableiten,  aus  denen  sich  die  totalen  Differentiale  erster  Ord- 
nimg  berechnen  lassen;  ferner  sind  aus  diesen  die  totalen 
Differentiale  zweiter  Ordnung  zu  bestimmen^  und  so  fort. 

Anstatt  aber  direkt  die  totalen  Differentiale  zu  bestimmen, 
kaui  man  auch  getrennt  zuerst  die  yerschiedenen  partiellen 
Ableitungen  berechnen^  welche  in  den  Ausdrücken  fQr  jene 
auftreten,  und  die  Berechnung  der  partiellen  Ableitungen  er- 
folgt nach  der  Begel  fQr  implicite  Funktionen  einer  unab- 
haogigen  Yariabelen. 

Betrachten  wir  z.  B.  eine  Funktion  z  der  Yariabelen  x,  y, 
welche  mit  diesen  durch  eine  gegebene  Gleichung 

(1)  ax,  y, «)  -=  0 

Terbonden  ist    Sind  p  und  q  die  partiellen  Ableitungen  erster 

Ordnmig  g-  und  -g-y  so  hat  man 

d0  «=»pdx  +  grfy, 
ebenso  hat  man,  wenn  man  mit  r,  Sy  t  die  partiellen  Ablei- 
tungen zweiter  Ordnung  bezeichnet  g-„  ^ — g-  ,  ö-^: 
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d^z  «=»  rda:^  +  2s  dxdy  -\-  t  dy^. 

Dabei  ist  zu  bemerken^  dafs  für  die  totalen  Dififerentiale 
Ton  p  und  q,  nämlich  dp  und  dq  die  Gleichungen  bestehen: 

(fp  «s  r  da?  +  s  dy, 

dg  ==  s  da?  +  ^  ^y* 

Um  nun  p  und  q  zu  ermitteln  ^  differentiiere  man  die 
gegebene  Gleichung,  indem  man  zuerst  x,  sodann  y  als  die 
einzige  Yariabele  ansieht;  man  erhält  auf  diese  Weise  nach 
Nr.  54: 

wenn  J-  nicht  gerade  gleich  0  ist.     Hieraus  folgt: 

d£  df 

(3)  j,,^ ^,     q ^. 

Um  r,  Sy  t  zu  finden ,  genügt  es  die  Gleichungen  (2) 
oder  (3)  zu  differentiieren.  Durch  Differentiation  der  Glei- 
chungen (2)  zuerst  nach  x,  sodann  nach  y^  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 


(4) 


av    ,      av    ,       av    .      av  ,    df     ^ 

oxdy    '    ^cxdz     '   ^  t^y  a^e    *   -^^  djs*    *      c?«  ' 

ä?  +  ^^ä7ä7  +  «  a"?  +  '  aT  -  ^• 


Die  Differentiation  der  ersten  Gleichung  (2)  nach  y  er- 
giebt  dasselbe  Resultat  wie  die  Differentiation  der  zweiten 
Gleichung  (2)  nach  x^  nämlich  die  mittlere  der  Gleichungen  (4). 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (4)  liefert  die  par- 
tiellen Ableitungen  dritter  Ordnung  u.  s.  w. 

87.   Beispiel:   Aus  der  Gleichung 

a:^  +  y*  +  Ä*  =  a* 
folgt: 

dz  =pdx  -{-  q  dy, 

dp  =-rdx  '\-  sdy, 

dq  =  sdrc  +  tdy. 
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und  man  findet  nacheinander 

x  +  pss  —  Of  y  +  qe  =  0, 
sodann 

1  +  p«  4.  rj9  «  0,  pq  +  sz^O,    1+q^  +  tz^O, 
Hiemach  ist 

§  2.    Bildnng  partieller  Differentialgleichungen  durch 
Elimination  willkürlicher  Funktionen« 

In  der  Theorie  der  Funktionen  einer  einzigen  Yariabelen 
wurde  gezeigt,  wie  man  durch  DifiFerentiation  und  Elimination 
willkürlicher  Eonstanten  Differentialgleichungen  oder  Systeme 
Ton  simultanen  Differentialgleichungen  bilden  kann.  Eine  ana- 
loge Frage  entsteht  bei  der  Untersuchung  Ton  Funktionen 
mehrerer  Yariabelen.  Aber  hier  sind  die  willkürlichen  Grofsen, 
welche  man  eliminieren  kann,  nicht  blofs  Eonstante,  sondern 
auch  Funktionen.  Die  Differentialgleichungen,  welche  man 
auf  diesem  Wege  erhält,  werden  partielle  Differentialgleichungen 
genannt.  Im  folgenden  wollen  wir  uns  auf  die  Elimination 
einer  emzigen  willkürlichen  Funktion  beschränken.  Die  par- 
tielle Differentialgleichung  wird  dann  von  der  ersten  Ordnung 
werden. 

88.  Lineare  Gleichung  erster  Ordnung  in  8  Veränder- 
lichen. Wir  betrachten  zunächst  drei  Yariabele  x,  y,  0,  von 
denen  die  beiden  ersten  unabhängige  sind.  Während  u  und  v 
bestimmt  gegebene  Funktionen  dieser  Yariabelen  sein  sollen, 
bezeichne  ^{Uy  v)  eine  willkürliche  Funktion  von  u  und  1;. 
Wir  nehmen  an,  dafs  die  Yariabele  e  mit  x  und  y  durch  die 
Gleichung 
(1)  0(u,v)  =  O 

verbunden  ist  und  stellen  nun  die  Aufgabe,  zwischen  x,  y,  ß 
und  den  partiellen  Ableitungen  von  0  eine  Gleichung  zu 
ermitteln,  die  ganz  unabhängig  ist  von  der  besonderen  Art 
der  Funktion  0. 

Man  kann,  wenn  man  will,  annehmen,  dafs  die  Oleichung  (1) 
autelest  ist  nach  t;;  so  hat  man 
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und  da  die  Funktion  9  willkürlich  ist;  so  ist  es  anch  die 
Funktion  g>.  Übrigens  hat  man  keinen  Grund  ^  diese  letzte 
Formel  der  ersten  vorzuziehen. 

Die  Ableitungen  der  Funktionen  u  und  t;  nach  x  sind, 
nach  der  Regel  der  Nr.  40: 

du    ,      du      dv    ,      dv 

ebenso  sind  die  Ableitungen  nach  y: 

indem  man,  wie  in  Nr.  86 

dz  ^»pdx  +  qdy 

setzt.  Die  Gleichung  (1)  werde  nun  nach  x  und  y  differen- 
tiiert;  dann  hat  man 


(2) 


d 

d^  (du 


^  (du   ,       €u\    ,    d^  (dv    ,      dv\       ^ 


Aus  diesen  Gleichungen,  homogen  in  Bezug  auf  w—  und 
w- ,  lassen  sich  diese  Gröfsen  eliminieren  und  es  folgt: 
/o\    /^**   1       du\(dv    ,       dv\        (du   ,       du\(dv    ,       ^t;\       ^ 

Führt  man  die  Multiplikationen  hier  aus  und  setzt 

du  dv       du  dv 


p= 


^        ou  ov  


dy  de        dz  dy 

du  dv        du  dv 
d e  dx       dx  dz 


TT dudv du  dv 

dx  dy       dy  dx' 
so  wird  die  Gleichung  (3) 

(4)  Pp  +  e«  -  F. 

Sind  (Ü80  u  und  v  geg^)€ne  Funktionen  von  Xy  y,  e,  so  genügt 
die  Gesamtheit  aUer  Funktionen  sfy  die  durch  eine  Gleichung 
9  (u;  v)  «"  0  definiert  werden,  wdches  auch  die  Funktion  9  sein 
mag,  einer  und  derselben  linearen  parHeUen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 
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Zj   X^y  X^y 


(4)  Pp+Qi-V, 

m  welcher  P  Q  V  besÜmmtSy  von  der  Wahl  des  9  unabhängige 
Funktionen  von  xy e  sind. 

89.  liineare  Qleioliiing  erster  Ordnung  in  beliebig  vielen 
Yerioiderliclien«  Das  Resaltat  läfst  sich  auf  eine  beliebige 
Zahl  Ton  unabhängigen  Yariabelen  ausdehnen.    Bezeichnen 

n  -{-  1  Veränderliche ;  von  denen  die  n  letzten  unabhängige 
sind^  und  setzt  man 

dg^^p^dxi  +P2dx^  -\ PndXn, 

80  ergiebt,  wenn 

n  bestimmt  gegebene  Funktionen  der  Yariabelen  Zy  x^  . .  .Xn 

sindy  die  Gleichung 

(1)  ^(wi,  «2, . . .  Un)  =  0 

durch  Differentiation  und  Elimination  der  willkürlichen  Funk- 
tion ^,  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
welche  in  Bezug  auf  die  Ableitungen  Piy  p^y  •  • .  j?«  linear  ist. 
Denn  man  erhalt,  indem  man  nacheinander  in  Bezug  auf  jede 
der  unabhängigen  Yariabelen  differentiiert^ 


c^/du^ 


im 


dz 
du. 


a«A     a*/a*,       a«,\         d^/du         du,\ 


^ä^Vä^  +  J^ -^; +8«,  Vä^; +i'- TFJ  +  •  •  •  ä^  Väi;; +^"  "äi-;  ==  "^ 

Bezeichnet  man  mit  D  die  Determinante  n^'  Ordnung: 


D  — 


a^+A  — 


CU 


+  Ä 


dz  '     dx^ 
du^       du^ 


-  +  Pi 


du 


dz  » 


+  A 


ou 


2 


a;f 


du^  du^ 

du^ 

w 


dx^ 


+  Pi 


duj^ 


ST+JP« 


duj^       du^ 

dz  '     dx^ 


+  Pn-l 


du 


2 


a errat,  Diff.-  u.  Integral- Sechnnng.   I.  S.  Aafl 


dz  ' 


^o;. 


dis 


3 
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so  wird  die  Gleichung  ^   welche  man   durch  Elimination   der 


Gröfsen 


duy 


^ —  aus  dem  Systeme  (2)  erhält: 
Z)  =  0. 


Es  sei  A  die  DetermiBante 


A  = 


dx^  d  x^         d  x^ 


und  Am  die  Determinante^  die  aus  A  hervorgeht^  wenn  man 
die  Elemente  der  m^°  Horizontalzeile^  nämlich 


durch  die  Elemente 
(3) 


^^m   ^^m 


dx. 


m 


dz 


dz 


ersetzt.  Es  leuchtet  ein^  dafs,  wenn  man  die  erste  Horizontal- 
zeile von  A  durch  die  erste  Zeile  Ton  D  ersetzt,  eine  neue 
Determinante  A^^^    erhalten  wird^   f£Lr   welche   die  Gleichung 

besteht: 

A(i)  =  A+i)iAi. 

Ersetzen  wir  in  A^^^  die  zweite  Horizontalzeile  durch  die 
zweite  Zeile  von  D,  so  wird  eine  neue  Determinante  A^^^  ge- 
wonnen. Durch  diese  Ändei*ung  wird  aber  A  verwandelt  in 
A  -|- j)2^99  während  Pi\  sich  nicht  ändert,  denn  die  Grofse, 
um  welche  es  sich  ändern  müfste^  ist  eine  Determinante,  in 
welcher  zwei  Horizontalzeilen  zusammengesetzt  sind  aus  Ele- 
menten, die  den  Gröfsen  (3)  proportional  sind^  und  die  folglich 
den  Wert  0  hat.     So  erhält  man 

AW-A+ftA, +^^2. 
Ersetzt  man  nun  in  A^^^  die  dritte  Horizontalzeile  durch 
die  dritte  Zeile  von  D,  so  bekommt  man  eine  Determinante 
A^*^,  deren  Wert  gleich  ist 

Af3)  =  A  -f  i?i Ai  +  Pj Aj  +  P3 A3, 
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und  fahrt  man  so  fort^  so   erhält  die  Determinante  A^")  den 
Wert  D  und  es  ist 

(4)  D  =  A  +P,£i,  +  AA,  +  .  "PnAn  -  0 

die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung. 

90.  Iiehrsatz  über  homogene  Funktionen«  Eine  Funk- 
tion mehrerer  Variabelen  heifst  homogen  oder  eine  Form,  wenn 
die  Multiplikation  alier  Variabelen  mit  einem  Faktor  t  be- 
wirkt^ daÜB  die  Funktion  sich  bis  auf  einen  Faktor  i"^  repro- 
duziert. Der  Exponent  m  kann  eine  ganze  oder  gebrochene, 
positive  oder  negative  Zahl,  auch  gleich  0  sein;  er  heüjst  der 
Grad  der  Form.  Demnach  hat  man,  wenn  f(xiy  a:,,  ...  Xn) 
eine  Form  ist,  ftlr  jeden  Wert  von  t,  d.  h.  identisch 

•    /  ^^1 ;  3?2 ,  .  .  .  Xnj  =  /  yX^ ty  X^tf  .  •  .  Xfi t) . 

Setzt  man  insbesondere  t  =^  — ,  so  ist 

X    ' 

Es  kann  also  jede  homogene  Funktion  is  von  n  Variabelen 

■ 

in  der  Form  dargestellt  werden: 


«         \«.  '  X,'  X.    J 


t 

*1 

«» 

««-1 

~Jä> 

«1—         , 

««                , 

•  .  •  «,_i  —  -       -   , 

< 

«« 

*« 

«'» 

Vermittelst  der  partiellen  Ableitungen  kann  man  die 
nämliche  Eigenschaft  homogener  Funktionen  ausdrücken,  und 
zu  diesem  Zwecke  hat  man  nur  nach  der  Methode  des  vorigen 
Paragraphen  die  willkürliche  Funktion  F  zu  eliminieren.  Setzt 
man  also 

Ml 

so  ist  auf  die  Gleichung 

die  vorige  Regel  zu  übertragen.   Es  wird  durch  partielle  Diffe- 
rentiation nach  den  n  unabhängigen  Variabelen 

ai*^     ZF  ^Ul  at*„        dF    au^_i 

du^        dF  du^        cF  du^  dF     du^_^ 


-  —  •  • 


dx^  du^    dx^   ^    CU^    dx^  C^n-l       ("^n     ' 

8* 
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P„  «  raF     a;         ay   «,  dF     x,_n 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  die  n  —  1 
ersten   bezüglich   mit       ,       ?  •  *  *  ^^~~  multipliziert  hat,   so 

K  n  fi 

folgt: 

mg^p^x^  +PiX^-\ PnX^, 

oder 

dF    ,        dF    ,  dF 


•    *W-F(^17  ^i7    "  '  ^n)  =  Xi^   +  Xi  ^  -i 


a? 


n 


dx 

n 


MuUipUeiert  man  die  partiellen  Ableitungen  einer  Form 
m^^  Grades  mit  den  entsprechenden  Varidbelen  und  bildet  die 
Summe  mit  diesen  Produkten,  so  ist  diese  gleich  dem  m- fachen 
der  Form. 

Folgerung.  Die  partiellen  Ableitungen  einer  homogenen 
Funktion  m^^  Grades  sind  selbst  homogene  Funktionen  f?om 
Grade  m  —  1 . 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Formeln 

dF 
denn  ^ —  ist  eine  Funktion  von  u^,  M2, . . .  w«_i- 

9L  Allgemeine  Qleichang  erster  Ordnung  in  8  Ver- 
änderlichen. Die  Elimination,  mit  welcher  wir  uns  bisher 
beschäftigt  haben,  fährt  auf  partielle  Differentialgleichungen, 
die  in  Bezug  auf  die  Yariabelen  linear  sind.  Wir  wollen  nun 
noch  den  allgemeinen  Prozefs  aufdecken,  durch  welchen,  wie  in 
der  Theorie  der  Differentialgleichungen  gezeigt  werden  wird,  alle 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ableitbar  sind. 

Zunächst  imtersuchen  wir  den  Fall  dreier  Yariabelen  x,  y,  e, 

von  denen  die  beiden  ersten  die  unabhängigen  sind,  und  setzen 

wieder 

dz  ^=pdx  +  qdy. 

Es  sei  a  ein  veränderlicher  Parameter,  g){a)  eine  will- 
kürliche Funktion  dieses  Parameters  und 
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eine  bestimmt  gegebene  Funktion  dieser  f&nf  Grölsen:  x^y^ 

Wir  betrachten  das  System  der  beiden  Gleichungen: 

Wenn  die  willkürliche  Funktion  g>(a)  fixiert  ist  und  man 
die  Elimination  Ton  a  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (1)  aus- 
führen kann,  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  den  drei 
Variabelen  rr,  y,  z.  Aber  selbst  wenn  die  Funktion  (p  ganz  will- 
kürlich bleibt,  so  kann  man  doch  z  als  eine  Funktion  von  x 
and  y  betrachten,  welche  durch  das  System  der  Gleichungen  (1) 
bestimmt  ist.  Nun  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Funktion  q> 
vermittelst  Differentiation  aus  den  Gleichungen  (1)  zu  elimi- 
nieren. Dabei  kann  man  so  zu  Werke  gehen,  wie  wenn  die 
Elimination   von  a   ausgeführt   wäre,   d.  h.  man  hat   in   der 

Gleichung  F«»  0  a  als  eine  Funktion  der  Variabelen  a:,  y,  e 

dV 
m  betrachten,  die  durch  die  Gleichung  -ö     *=  0  bestimmt  ist. 

Bildet  man  dann  noch  das  totale  Differential  der  ersten 
Gleichung,  so  wird 

ex  *    cy     ^    *     dz  *    da 

Das  letzte  Glied  dieser  Summe  verschwindet  aber  zufolge 
der  zweiten  Gleichung  (1),  und  wenn  man  dz  durch  seinen 
Wert  pdx  '\'  qdy  ersetzt,  so  hat  man  die  Koeffizienten  der 
beiden  willkürlichen  Differentiale  dx  und  dy  einzeln  gleich  0 
zu  setzen.    Es  wird  also 

Jetzt  kann  man  a  und  9>(a)  zwischen  den  beiden  Glei- 
cbuigen  (2)  und  der  ersten  Gleichung  (1)  eliminieren.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  eine  Gleichung 

(3)  F(a;,y,z,p,q)'~0, 

welche  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  enthält  und  im 
übrigen  von  ganz  allgemeiner  Form  ist.  Es  wird  später  gezeigt 
werden,  dafs,  wenn  Xy  y,  z  geradlinige  Koordinaten  bedeuten, 
die  Gleichung  (3)  solch  eine  Eigenschaft  der  Tangentialebene 


118  Viertes  Kapitel. 

ausdrückt,  welche  allen  Flächen  gemeinsam  ist,  die  durch  die 
Gleichungen  (1)  dargestellt  werden. 

92.  Beispiel.     Ist 

F=  (a:  -  a)«  +  [y  —  ip(a)f  +  z' -  R', 
und  R  eine  Konstante^  so  ist 

^  -  2(0;  -  «),      -^  =  2[y  -  g)(«)],      -^  =  2£r. 

Die  Gleichungen  (2)  des  vorigen  Paragraphen  sind  also 

X  —  a  -^  pz  =  0f    y  —  g)(a)  +  g;?  =  0. 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werte  x  —  a  =  —P^^j  y  —  ^(«) 

=  —  qz,  um  sie  in  die  gegebene  Gleichung  zu  substituieren, 

so  folgt 

(1  +  i>*  +  2')-^'  =  -R*, 
oder 

B 

z  ^ 


welches  die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist, 
um  die  es  sich  handelt. 

98.  Allgemeine  Qleichung  erster  Ordnung  in  n  -f-  1  Ver- 
änderlichen. Gehen  wir  nun  zum  allgemeinen  Fall  über.  Es 
seien  x^,  x^,  *  - .  Xn  die  unabhängigen  Yariabelen,  z  die  ab- 
hängige, und  es  sei 

dz  ^ PidXi  +  p^dx^ -] Pmdx„,  • 

Andererseits  seien  a^,  «2; .  •  •  «»— i;  w  —  1  veränderliche 
Parameter  und  a  =  (p(aiy  ctg?  •  •  •  «»— i)  ^^^  willkürliche  Funk- 
tion derselben,  endlich  sei  mit 

F=  f(Zf  Xi,x^, , ,  .  Xny  a,  «1,  «2, . . .  «»— i) 

eine  bestimmt  gegebene  Funktion  der  n  -f-  1  Yariabelen  und 
der  n  —  1  Parameter,  sowie  der  Funktion  a  bezeichnet. 
Wir  betrachten  die  n  Gleichungen 

(1)    7=0,  f^-0,   |i:=o,  ...,^-^---0, 

welche  z,  a^y  ag,  . .  •  ccn—i  als  Funktionen  von  x^,  x^, » . .  Xn  be- 
stimmen; und  es  handelt  sich  darum,  eine  partielle  Differential- 
gleichung zu  bilden,  welche  unabhängig  ist  von  der  willkür* 
liehen  Funktion  a. 
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Der  Weg,  welcher  einzuschlagen  ist,  bleibt  derselbe  wie 
in  Nr.  91.  Das  totale  DifferentijJ  von  V  mufs  0  sein,  und 
man  hat 

-?z  ^' + g^^^^ + •  •  •  äi"/^« + ä^^"^ + •  •  •  ^«.v;"^^-^  =  ^- 

Dabei    sind   die   partiellen   Ableitungen   g —  •  •  •  g so    zu 

bilden,  dafs  dabei  a  als  Funktion  von  cr^ . . .  a„— i  anzusehen 
ist.  Da  die  Koeffizienten  von  da^ . . .  dun  gleich  0  sind  zu- 
folge der  Gleichungen  (1),  so  ist 

^  <^^  +  1^  '^^i  +  •  •  •  If/'^-  =  ^- 

Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  dz  durch 

so  müssen,  da  die  Differentiale  dx^  . . .  dXn  ganz  will]^ürlich 
bleiben,   ihre  Koeffizienten   einzeln   gleich  0  sein,   und   man 

erhält: 

dV   ,       dv      ^ 


(2) 


dx^    '   ^^  dz 

dV   ,        dV       ^ 


dV    ,        dV       ^ 


V   dx^    »   ^»  dz 

Eliminiert  man  jetzt  a,  a^,  a,,  . . .  a^— i  zwischen  den  n 
Gleichungen  (2)  und  der  ersten  Gleichung  (1),  so  resultiert 
eine  Gleichung 

(3)  F{Zj  x^,  x^,...  Xn,  Pi,Pi, . .  .p»)  =  0, 

welche  die  gesuchte  partielle  Differentialgleichung  ist. 

%  3.   Transformation  Yon  Differentiala.usdrfickeD. 

94.  Die  Änderung  der  unabhängigen  Variabelen.  Wir 
stellen  folgendes  Problem: 

In  eine  Funktion  u  der  m  Variabelen  Xi,X2y , . .  Xm  werden 
diese  aJs  Funktionen  von  m  neuen  Variabelen  ^^,  la?  -  •  •  S»»  ^^^' 
geßihrt;  dadurch  wird  u  eine  Funktion  dieser  neuen  Variabelen. 
Es  soüen  nun  die  partiellen  Ableitungen 
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du 


dx 


%  7 


du 
d*u 


dx^dx^      dx.dx 

1         Z  X         0 


du 


als  Funktionen  der  partiellen  Ableitungen 


du 


d\ 


du 


du 
d^u 


d^u 


'  dl^ 


ausgedrückt  werden. 

Die  ursprünglichen  Yariabelen  x^,  x^y  ...  x^  seien  als 
Funktionen  der  neuen  i^  i^,  .  -  •  im  gegeben,  und  umgekehrt 
seien  auch  die  letzteren  als  bekannte  Funktionen  von  x^. , ,  Xm 
gegeben.  Betrachtet  man  nun  u  als  eine  Funktion  von 
li>  Ss;  •  •  •  Sm  und  diese  als  Funktionen  von  x^,  x^^  . , .  Xm,  so 
wird  die  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  direkt  nach  der  Regel 
für  die  Differentiation  zusammengesetzter  Funktionen  gewonnen. 
Man  hat 


(1) 

ferner: 


du  -=  U  dSi  +  irr  <^S»  + 


s\ 


(2) 


<iSt 


ä^d*i  +  ä|-''*»  + 


du 


dl 


">> 


a^^*"' 


m 


^^2  —  äTT^ÄJi  +  p:;^  da:,  + 


dx. 


dx^ 


^    m 


d|m=  -^dXi  +  OTT  ^^2  + 


^iC. 


^Ä. 


^ 

^Ä«. 


dx 


m 


1  2 

Da  li  • . .  Sm  als  Funktionen  von  oTi  . . .  a^m  gegeben  sind, 
so  sind  auch  die  Ableitungen  -^  •  •  •  -^  •  •  •  bekannte  Funk- 

0  X^  0  »vj 

tionen  von  x^,.  .Xm^  man  mufs  dieselben  aber  ausdrücken  in 
£i  •  •  •  Im .  Substituiert  man  nun  diese  Werte  in  die  Gleichung  (1), 
so  werden  die  Koeffizienten  von  dx^^  dx^^ . . .  dXm  die  gesuchten 
Ausdrücke  für  die  partiellen  Ableitungen 


dy 

cx^ 


du 

dl^^> 


du 

dx, 


m 


als  Funktionen  der  Yariabelen  |i . . .  S«,,  und  der  Ableitungen 
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du         du  du 


•    •    *- 


*m 


Ebenso  hat  man  bei  den  Ableitangen  höherer  Ordnung 
Toixogehen.    So  findet  man 

H.,  — äiT'^^'  +  -^t^^  +  •  •  •  +  -äir'^^- 

und  nachdem  man  auf  der  rechten  Seite  für  -^ —  den  vorhin 

erhaltenen  Wert,  und  für  d^i  •  •  •  ^%m  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  (2)  suhstituiert  hat,  werden  die  gesuchten  Werte 
für  die  partiellen  Ableitungen 

du  c  u  ö  u 

dx^  '     dx^dx^  dx^dx^ 

gewonnen.   Führt  man  die  nämliche  Substitution  in  der  Formel 

du  du  du 

du  dx^      ^  dx^      ^  dx^ 

aus,  so  erhält  man  die  Gleichungen  für 

d^u  c^u  d^u 

dx^dx^       dx^  dx^dx^^ 

Yon  denen  die  erste  schon  berechnet  ist,  u.  s.  w. 

Dieselbe  Methode  ist  für  Ableitungen  jedweder  Ordnung 
anwendbar. 

05.  Anwendungen.  Die  Punkte  im  Baume  können  sowohl 
durch  drei  rechtwinklige  Koordinaten  x^  y,  Zy  als  auch  durch 
drei  Polarkoordinaten  r,  6,  ^  dargestellt  werden;  diese  sind 
mit  den  ersteren  durch  die  Gleichungen  verbunden: 

(1)  a;  =  r  sin0  cos^,    y  «=  r  sinO  sin^,    iE?  =  r  cos  6, 
oder 

(2)  r-»y?+^H^;    cose  =  --=^=r-=.,  tangV'—l- 

Wenn  nun  eine  Grofse  u  zunächst  als  eine  Funktion  von 
z,  y,  0  gegeben  ist,  so  sollen  die  Ableitungen  erster  und 
zweiter  Ordnung  von  ti,  nämlich  die  neun  Gro&en 
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du      du      du      d^      d*u      d^        d*u_        d*u  d^u 

dx'     dy'     dz'     dx*'     dy^'     dz^'     dxdy'     dydz'     dzdx' 

als  Fanktionen  der  neuen  Variabelen  r^  6;  ^  und  der  zu  diesen 
gehörigen  partiellen  Ableitungen  ausgedrückt  werden. 

Man  folgert  aus  den  Gleichungen  (2): 

,    xdx  +  ydy  +  zdz 

•    «  j/x        z{xdx  ■\- y  dy)  —  (x* '\- y^dz 
Sin  e  de  =  -^^ ^  ^    ^^ ^^ — T      —  ' 

(«'  +  y'  +  ^*)* 

cos  1^*      ^  Ä* 

oder,  vermittelst  der  Gleichungen  (1): 

dr  =  sin  6  cos  ^  da?  +  sin  6  sin  V'  dy  +  cos  0  d;?, 

/gN  I  d6  «=  —  cos  6  cos  ilfdx-\ —  cos  6  sin  ^  dy sin  ö  dZy 

■t  ,  1  sin  lö  ,       ,1  cos  1/»  , 

dtp'=^—     -^r-—  dx  -\ —Jr  dy. 

^      ^  r  sm  6  '     r  sin  6      ^ 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 
SO  erhält  man: 


(4) 


du        du    .    .          ,     ,    dttcosOcostft  du    sintfr 

—   «s  ^—  Sin  9  cos  ^  +  Q^ —  ö-r  — ^  y 

dx        dr                   ^    '    39          r  t7^rsme 

du        du    ,    ^    •     ,     .    du  cos  6  sin  tfr  ,    du   cos ip 

dy       dr                  ^    *    dQ         r  *    dip  rsme 

du        du         ^        du  sine 

^—  =  7^  COS  9  —  >> 


dz        dr  dQ     r 

Man  mufs  jetzt  die  totalen  Differentiale  von 

du      du      du 

dx      dy      dz 

bilden,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt^  die  partiellen  Ab- 
leitungen dieser  Funktionen  nach  r,  9,  ^.     Man  findet: 

d  — 
/e\  dx         d*u    .    ^  .     ,     c*u    cosOcosilr  d*u      sin-rir 

^  "^  dr  dr*  ^    *   crdQ  r  drdiff  rem 9 

du  006  6 cos '^  j^  du     sint^ 
~  de  r^  '    dtif  r*  sin  8  ' 
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(5) 


(6) 


(7) 


dx 


ae 


=  p.;^Ä8inÖcoß^  +  ^, 


d*U  COSBCOB'^ 


drdQ 

du 


0  0' 


d^u      sin  iif 


I  "^  ?""  ^^®  ^  ^^®  ^  — 


d  u  sin  6  cos  ^    ,    d  u  cos  6  sin  i^ 


ae 


+ 


sin  0  cos  ^  + 


Cfp     rsin'e 


d*u    cos  6  cos '^        d*u   siii'^ 


oQc^ 


dtff^  r  sine 


du    .     .     .      ,         du  cosOsini/r        ^u    costfr 

—  .^  Sine  Sin  ^  —  ;,^ -^  —  ^.  -- Jx; 


ar 


de 


Crff  r  sin  6 


(I-:) 


-^y/        d^u   .    ^    .     ,    ,      a*t«  cosOsmi^    ,     d^u    costfr 
ä-^—  =  ^-f  sin  0  sin  ^  +  K— ^^ ^  +  o  ö- 


dr^^  rsinB 


d u  cos 6  sin  1/y        du    cos  ^ 

ae         r«  a^  r*Tine 


:  7 


cl—) 
\dy)  a*u     •    r.    •     /     I    a*«*  cos  esin-^    ,      a*u    cos* 


de' 


.du        _    .      ,         du  sin  6  sin  i/y        du  costfrcosB 
+  ^.  cos  e  sm  ^  —  ^ -— ^  —  g-^  — ^:.-,—  ; 


dr 


de 


dedip  rsinO 

38  '^  cos 
r  sin*  6 


I 


Vay/  a*u     .    ^    .      ,     ,      d^u  cosesin'V^   ,   d^u  costfr 

-  ^';—  =  ö-ö-r  sin  6  sin  ^  +  ös^t     ^  ^  ^^  +  „—3  —  .- - 
d'ip  drdtp  ^    '    ded^i^         r  '   3^*  r  sine 


^u 


+  t/  .•    .    ^  ,     I    ^  u  cos  6  cos  ^ 

ö-  sm  0  cos  ^  +  ö^ 
ar  "^    *    ae  r 


du     sin^ 


dijf  rsinB  ' 


dz 
dr 

^du 

dg 

de 

^du 


d^u         . 

=  ^^t  cos  e  — 
a»u 


a*u    sin 6    .    du  sin 6 


er  de     r 
d*u  sin  6 


+ 


de 


dTWe^^^^'^W 


du    .    n        du  cos 9 
r  dr  de      r 


d*u  ^  d^u    sine 

drdff>  ded'fp     r 


Addiert  man  die  Gleichungen  (5);  nachdem  man  sie  zuvor 
mit  den  entsprechenden  Gleichungen  (3)  multipliziert  hat,  so 

erhält  man  das  totale  Differential  von  0—  7  und  die  Koeffizienten 

von  dXj  dy,  dz  werden  die  gesuchten  Werte  von 


d^u        d^u 


d^u 


dx*      dxdy  .    dxdz 
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Ebenso  erhält  man  die  weiteren  partiellen  Ableitungen 
zweiter  Ordnung,  wenn  man  die  Gleichungen  (6)  oder  (7)  mit 
(3)  multipliziert  und  jedesmal  addiert.     Man  findet  so: 

dx*       dr*  ^    '      oroQ  r  drciit         r 

j^  ^'ucos'e  cos'i^        rt    ^'^   coa  Q  sia  ^  COB  rjf   ^^^*u    Bin't^ 
'    äe«  r»  äeä^        r>nne  •"  d^ f* si'n'e 

,    ducos'O  cos'i^  +  ain*^  ,  du(ßm^flf — 2 sin* 6 coa* tfj) coa 6   ,   ^  du  ain-^  cosi^ 
+  ar  r  ^"äe  r*aine  ^     fij)    r' sin^G    ' 

d*u         d^u  .   «^    .     ,          .IC*  ^*t*  sin'O  cos  6  sin  tfr  coa  1^  ,    d*u    coa'tfr — sinV 
5— ^-«x  -sm^'e  sm^cos^  +  25— ö^ — = ^  +  0—0-7 ~ 

j^  ^'uooa'G  sin-^  coai/»  j^  d^u   {cos*jp — 8in''^)co80      ^*u  sint^coa-^ 
"^  a'e*  r*  ^död'tp  r*sine  a^«  ~r*  sin«e 

dusin'Oain'^cosi^      du(14-28iii'0)cos6  8in^cos'^       du  008'*^  —  sin''^ 
df  r  äe  Haine  d^        r*  ain«~0         ' 

d^u        d^u   .    ^        ^         ,    ,     d^u  (cos'e  — ain'e)co8tö        d^u   coa  6  sin '^ 
a     a    «"ä^8meC0SÖC08V^  +  ^    o^ ^^ ^ — q— --T ■    ^ 

^•usinecoaecoa'^  j^    d^u  ain-^ 

d  1«  sin 6  coa 6  coa t^       du(coa*6  —  8in'e)coB'^ 


dr  r  dQ  r* 

d*u       d^u   .   j      .  8  .    1^  o   ^*^   ainGcoaesin*'?^  j^  Q   d*u   sin  ^  coa  ^ 

,   g'ucoa'O  ain*^   ,    ^    d't«    coaGsin-^cos'^  ^^  d'u    coa*-^ 

,du coa'G  ain*^  +  cos*^  1  ^ ^  (cos*^  —  2 ain'G ain''^)coa G       f^du  sin^cost^ 
"^   ä7  f  *  äG  r'sinG  ^i/»    r^sin'e" 

/'^„|!^sin9co898in»  +  /r.^'^"''~'^''^"^^  +  -^ 

cyos      er*  ^  *  orcQ  r  *   crd'^    rainB 

d'ttsinG  coaGain'^         d'u   coai^ 
"~aG»  7*  d^d^~P~ 

dusinG  coaGain^       du(coB*G  —  ain'G)  ain'^ 


dr  r  de  r*  ' 

d*u       3^       2^       c%   ^'**    ainGcoaG    ,    g?*u ain'G 
dz^'^dr*^^^  ^''^drTÖ         i  ^W'^ 

,   du  ain'G   tndu  ain  G  coa  G 
'^dr     r     "'"'^äG         7* 

96.  Der  Ausdruck  g-,  +  g— ^  +  -^.     Man  kann  die  bei 

der  Änderung  von  Yariabelen  notwendigen  Rechnungen  oftmals 
abkürzen,  indem  man  sich  gewisser,  den  Problemen  angemessener 
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Kunstgriffe  bedient.  Wir  halten  es  für  nützlich,  von  solchen 
Vereinfachungen  klaren  Begriff  zu  geben,  indem  wir  eine  Auf- 
gabe behandeln,  die  in  verschiedenen  mathematischen  Theorien 
vorkommt.     £s  soll  der  Ausdruck 

transformiert  werden,  indem  an  Stelle  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  x,  y,  0  die  Polarkoordinaten  r,  6,  ^  eingeführt 
werden.  Man  kann  diese  Aufgabe  direkt  dadurch  losen,  dafs 
man  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  benutzt.  Aber 
wir  wollen  sie  ausführen,  ohne  auf  diese  Formeln  zurück- 
zugehen. 

Zu  dem  Zwecke  führen  wir  an  Stelle  von  x,y  zunächst 
zwei  Yariabele  q  und  ^  ein,  derart  dafs 

a?  —  p  cos  ^,    y  ■=  p  sin  ^, 
oder 

9~V^~+f,    tang^=^-. 
Hieraus  folgert  man: 

j          xdx  A-  ydy  ,  ,      ,      •     .  7 

do  a«      , — .       -•  cos  tlfdx  +  sin^ay, 

Diese  Gleichungen  bestimmen  ^,  0-^,  ^,  «^  und  man 

findet: 

du        du         ,         du  sini^ 
ö—  «a  o    cos  ip  —  «-7 , 

du       du  .     ,    t    du  costtr 

-  sHB  5-  sin  ^  +  5— • 

dy       dif        ^    *    Cfp     Q 


(2) 


Summiert  man  diese  Gleichungen,  nachdem  man  die  zweite 
mit  y —  1  multipliziert  hat,  so  folgt: 

(3)  U + y—i  l;  -(«..*+ v-i  -  *)  (1^ + i^  i;). 

Bezeichnet  man  mit  v  den  Wert  jeder  Seite  dieser  Gleichung, 
so  folgt,  da  diese  Formel  für  jede  Funktion  u  und  unabhängig 
von  dem  Vorzeichen  vony —  1  Geltung  hat,  wenn  man  u  durch  v 
ersetzt,  und  statt  Y — 1  die  Formel  —  V^^l  schreibt: 
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Aus  der  Gleichung 
folgt  ^ 


also 


dx'^.dx*'^^         dxdy^     cy       dxdy"^^         dy^^ 

(9ä        '^^         dy       dx^       dy*' 
Femer  ergiebt  die  Gleichung: 

V  =  (cos*  +  y^risin*)(|^  +  ^15)^ 


a? 


folglich  ist 

.         ,         ,/ — r    .     ,^fdv        V^^dv\        d^u  .     1  a«tt   ,    1  du 


und  man  hat 

dx*  "•"  äy»  ^  äT«  "^  "^  ai^*  "^  7  ^ ' 


,p.s  3^    ,    a*u       a*u    ,    J_  ^'tt    ,     1   du 


also 

^^^^  '^     a«*  ^  dQ*  ^  9«  a-^*  ^  ^  a? 

Um  die  Lösung  zu  yervollständigen,  sind  nun  noch  an 
Stelle  der  Yariabelen  q  und  0  die  neuen  Variabelen  r  und  6 
vermittelst  der  Gleichungen 

jßf  — rcosG,     ()  =  r8in9 

einzufahren.    Da  nun  z  und  q  von  r  und  8  ebenso  abhängen, 
wie  X  und  y  von  9  und  *,  so  folgt  gemäXs  der  Gleichung  (5) 

ais«  "^  ä^*  ~  är*  "T"  ^«  gel  +  r   dr' 
und  ebenso  schliefst  man  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (2) 

du       du    .    ^    ,    du  cobQ 
'I  -  =  o—  sin  9  +  2^  -     -  • 
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Man  erhält  demnach;  indem  man  die  Ausdrücke  in  die 
Gleichung  (6)  substituiert  und  q  durch  rsinO  ersetzt: 

ar»  '^  r*"  äe«  ■»"  r   ar  "•"  r'sin'e  dtff^ 
rsineV  dr    '      r     ^0/ 

m 

« ^  a^*  ,   2  ai*  ,      1     a*f4  i   i  ^1«*  i    cose  au 

är*  "r"  y  g^  +  r*ßin«e  a^*  ""    r*"  ao*  "*"  r'sinO  gs  ' 
Die  ersten  beiden  Glieder  dieses  Ausdruckes  stellen  mit  r 
multipliziert  die  Ableitung  —i^T    <1^;  ^^  beiden  letzten  Terme 
sind  mit  r'sinO  multipliziert  die  Ableitung 

— äe~"* 

Man  hat  also  „ 

•^^  ~  '^   ar«   "^  8in»e  ai^«  *  sine       ae 

Es  ist  bei  Anwendungen  dieser  Formel  häufig  zweckmäfsig 

cos  6  «=  ^ 

als  Yariabele  an  Stelle  von  6  einzuführen.    Dann  hat  man 

du       du  dfi  .    ^du       j  .    ^du  ,-  t\aw 

-ä  =  ä"  '  a^  =  —  81^  Ö  a~     oder     sm  9  ö^  =»  —  (1  —  u*)  x-  • 

ce      diJL  aö  af*  ao  ^       ^^di^ 

Demnacli: 

-^-_ =  —  sm  9 ö =  sm  9 ^ ^— - 

^6  djEt  aft 

and  man  erhält  schliefslich  den  Ausdruck  für  S  als  Funktion 
der  unabhängigen  Yariabelen  r,  fi,  ^: 

•  •  •  ■ 

07.  Die  Änderung  aller  Variabelen.  Wenn  man  die  ab- 
hängige oder  Hauptvariabele  gleichzeitig  mit  den  unabhängigen 
verändern  will,  so  ist  das  nämliche  Verfahren  einzuschlagen. 
Nehmen  wir  an,  daCei  in  einer  Rechnung  eine  Yariabele  z  als 
Funktion  von  m  unabhängigen  Yariabelen  x^,  x^,  . . .  Xm  ein- 
geht, und  dafs  man  an  ihre  Stelle  eine  andere  Yariabele  t, 
welche  yon  m  neuen  unabhängigen  Yariabelen  Ij,  I2;  •  •  •  Sm 
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abhängt^  einführen  will;  dann  handelt  es  sich  darum,  die  par- 
tiellen Ableitungen 

d^        de  de         o'z  d^z 

dx^       ox^  dx^       cx^       cx^cx^ 

als  Funktionen  der  partiellen  Ableitungen 

auszudrücken. 

Hierbei  sind  die  m  -|-  1  Yariabelen  des  einen  Systemes 
gegeben  als  Funktion  der  m  -f-  1  Yariabelen  des  anderen. 
Also  S;  li;  ^2;  •••  ^m  sind  gegebene  Funktionen  von  jer,  x^^  x^, 
• .  .Xm,  und  die  totalen  Differentiale  sind  also  von  der  Form: 

^e  -  ^rf^  +  ^dx,  +  •  •  •  ä^da^. 


Die  partiellen  Ableitungen  sind  bekannte  Funktionen 
der  Yariabelen  z,  x^  , . .  Xm»  Da  aber  z  eine  Funktion  von 
Xif  Xf , .  ,  Xm  ist;  SO  hat  man 


dz   ,       ,     dz  ,.,     ,  dz 


^^  ~  ä^  ^^1  +  ä^^^«  "^ ä^  ^^^ 


(1) 


und  folglich  ist: 

Setzt  man  jetzt  diese  Werte  in  die  Gleichung 
(2)  ät^ll-^di,  +  lldl,  +  ...lldi^, 

SO  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  bei  allen  Werten  Ton 
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dx^  • '  •  dXm  bestehen  muiis,  und  welche  sich  daher  in  tn  Glei- 
chmigen  zerlegt,  nämlich: 

dMÜx^  "T"  dx^  ~  \dt  dx^  +  dxjdi^  +  Kd»  dx^  +  dxj  df 

dxj'^im' 


(3) 


2 


dt  dz         dt 


\ds  dx'^"^ dxj di^"^  \dis  dx^"^  dxj 


+  •  •  •  ( 


dUSz    .   3fi«\  3f 


^«     ^X, 


+ 


f./ 


8«j/8{ 


fl> 


af  dz        dt 
dzdxS^  dx„ 


( 


aij  dz     di 


dz  dx^  '  dx. 


+ 


ai«  dz 


Man  kann  >j  >  5 —  >  "  •  -0-^  >  d— ^  •  •  •  als  Funktion  der  Varia- 

dz    dx  dz     dx 

belen  S,  li  -  *-  Im  ausdrücken,  und  diese  Gleichungen  ergeben 

alsdanii  die  Werte  der  Funktionen  p—  >  •  •  •  ^ —  in  der  gesuchten 

cx^  ox^ 

Form. 

um  zu  den  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  über- 
zugehen^ genügt  es  die  Gleichungen  (3)  zu  differentiieren. 
Betrachten  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung  in  diesem  Systeme; 

wir  differentiieren  dieselbe  total  und  ersetzen  d-, —  durch 


dx^ 


ni' 


m 


Sodann  ersetzen  wir 

durch  ihre  Werte: 

dt 


di,d 


11 


ÖS.+ 


8g 


dlm, 


m 


d*t 


\d%,+ 


o*f 


8S, 


-—  d^ 


»I. 


»m  -  wj  "  am 

Serret,  IMÄl-  u.  Integral-Beohnung.    I.  2.  Aufl. 
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und  fuhren  endlich  fiir  d^^  •  •  •  d^m  ihre  Werte  aus  den  Glei- 
chungen (1)  ein.  Die  Gleichung,  die  auf  diese  Weise  gewonnen 
wird,  gilt  für  beliebige  Werte  der  Differentiale  dx^  •  •  •  dXm* 
Sie  zerföUt  also  in  m  Gleichungen,  aus  denen  die  m  partiellen 

Ableitungen 

d^z  d^z  d^z 

zu  berechnen  sind.  Ebenso  bestimmt  man  die  anderen  Ab- 
leitungen zweiter  Ordnung 

d^B  J^Z 

dx^*'     ox^dx^ 

Die  Ableitungen  höherer  Ordnung  werden  dann  auf  demselben 
Wege  gewonnen. 

Schliefslich  ist  es  auch  leicht  einzusehen,  dafs  die  im 
vorstehenden  entwickelte  Methode  auf  den  Fall  einer  be- 
liebigen Anzahl  von  abhängigen  Yariabelen  anwendbar  ist; 
wie  grofs  auch  immer  die  Zahl  der  unabhängigen  Yariabelen 
sein  mag. 

98.  Legendres  Transformation.  Legendre  hat  bei  ge- 
wissen Fragen  eine  Transformation  angewandt,  die  oftmals 
von  Vorteil  ist  und  welche  wir  hier  mitteilen  wollen,  indem 
wir  uns  auf  den  Fall  zweier  unabhängiger  Yariabelen  be- 
schränken. 

Es  sei  0  eine  Funktion  der  unabhängigen  Yariabelen  x,  y, 
wir  bezeichnen  mit 
(1)  dz  =  pdx  -j-  qdy 

das  Differential  von  z,  und  mit 

dp  =  rdx  +  sdy 

dq  «=^  sdx  +  tdy 
die  Differentiale  von  p  und  q. 

Setzt  man 

(3)  u=px  +  qy  —  0, 
so  hat  man 

du  =  {pdx  -\-  qdy  —  dz)  +  xdp  +  ydq^ 

also  zufolge  der  Gleichung  (1) 

(4)  du  —  xdp  +  ydq. 
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Löst  man  andererseits  die  Gleichungen  (2)  nach  dx  und 
dff  Bjdy  so  wird: 

da;  —  —     -.dp  4 — ^ — .da. 
KP)  __ 

Die  Transformation  von  Legendre  besteht  darin  ^  dafs 
Pf  QfU  als  Yariabele  an  Stelle  von  x,  y,  $  eingeführt,  und  dafs 
dabei  p  und  q  als  unabhängige  Yariabele  betrachtet  werden. 
Nnn  zeigt  die  Gleichung  (4),  dafs  x  und  y  die  partiellen  Ab- 
leitungen von  u  nach  p  und  q  sind,  so  dab  also 

fax  ^<*  ^<* 

ist;  femer  zeigen  die  Gleichungen  (5),  dafs  ,,      7^  ,, 

_   ,   bezüglich  die  partiellen  Ableitungen 

^a:      dx  dy     dy 

dp  ^    oq        dp      dq 
sind.     Man  hat  also 

^-x        ^Ht        < d*u 8  d^u r__ 

und  hieraus  schliefst  man 

^^)  dp^  dg*        \dp dql  ~  r«  — «« ' 

Die  Gleichungen  (7)  \md  (8)  liefern  die  Ableitungen  r,  s,  t  als 
Funktionen  der  Ableitungen  von  u  nach  p  und  q. 

Will  man  X  und  p  zu  unabhängigen  Variabelen  nehmen, 
so  sind  die  totalen  Differentiale  von  y  und  q  gemäfs  den 
Gleichungen  (2): 

dq  =  —dp —  dx . 

Die  Gleichungen  (1)  und  (4)  lassen  dann  weiter  die  totalen 
Differentiale  dz  und  du  bestimmen: 

de  =  pdx  +  qdy  =  (p  —  ^dx  +  ^dp, 

du  =  xdp  +  ydq  =  (a;  +  ~j e?jp  —     ~^  ydx. 


9 


• 
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Aus  den  Formeln  folgt  im  Besonderen 

dq  rt  —  s* 

dx  s 

wenn  p  und  x  die  unabhängigen  Yariabelen  sind.  Ist  alsd 
die  Differenz  rt  —  s^  identisch,  d.  h.  bei  allen  Werten  yon  x 
und  y  gleich  0;  so  liat  man 

?«  _0 

X 

Daraus  folgt,  daüs  dann  q  nicht  von  x  abhängt,  und  dafs  also 
diese  Grofse  nur  eine  Funktion  von  p  ist.  In  diesem  Falle 
können  die  Gröfsen  p  und  q  nicht  als  unabhängige  Variabele 
gewählt  werden;  auch  werden  in  der  That  die  Transformations- 
formeln von  Legendre  alsdann  illusorisch. 


Fünftes  Kapitel. 

EntwickeluDg  der  Fnnktioiieii  in  Fotenzreihen. 


§  1.  Einleitende  Bemerkungen  fiber  unendliche  Beihen« 

99.  Konvergens  und  Divergenz.  Unendliche  Reihe 
nennt  man  eine  unbegrenzte  Folge  von  Zahlen,  die  nach  irgend 
welchem  Gesetze  anf  einander  folgen.  Wir  werden  uns  hier 
nur  mit  solchen  Reihen  beschäftigen ,  in  denen  alle  Glieder 
reelle  Zahlen  sind. 

Die  Summe  einer  Beihe 

%}^1>^H  •  •  •  Wfi,  •  •  • 

oder  auch  härter  die  Beihe  selbst  heifst  Jconvergenty  wenn  die 
Summe 

Ä»  —  <*0  +  «1  +  **«  H ^n-l 

der  n  ersten  Glieder  einer  "bestimmten  endlichen  Grenze  S  zu- 
strebt, während  die  Zahl  n  unbegrenzt  wächst. 

Sn  ist  eine  Funktion  der  Variabelen  n,  die  jedoch  im 
allgemeinen  nur  für  ganzzahlige  Werte  von  n  definiert  ist. 
Der  Yariabilitätsbereich  filr  n  ist  mit  anderen  Worten  der 
aller  ganzen  positiven  Zahlen.  Wenn  man  nun  sagt^  die  Beihe 
der  u  ist  konvergent,  so  meint  man  der  eben  gegebenen 
Erklärung  zufolge  damit  weiter  nichts  als  dafs,  wenn  n  alle 

ganzen  Zahlen  durchläuft,  lim  Sn  einen  bestimmten  endlichen 

n=»oo 

Wert  8  hat.    Eine  Beihe,  die  nicht  konvergiert,  heifst  diver- 
gent.   Für  eine  divergente  Beihe  ist  also  entweder  kein  limSf^ 

n=»cx) 

vorhanden,  oder^  wenn  lim  S^  einen  bestimmten  Wert  hat,  so 

«a=QO 

ist  dieser  unendlich  grols. 

Die  Grenze  S  heifst  die  Summe  der  Beihe;  die  Differenz 
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S  —  Sn  heüjst   der   Best  der   Reihe   von   der  n^  Stelle   ab. 
Bezeichnet  man  diesen  Rest  mit  Rnf  so  ist 

Die  geometrische  Progression 

a,  aXy  ax^jüoi^j  •  •  • 

ist  eine  konvergente  Reihe,  wenn  der  Betrag  von  x  kleiner 
als  1  ist,  denn  es  ist 

5,  =  a(l  +  «  +  a;*  +  . .  •  o;-»)  «  i4^  -  i4i^a^. 
Ist  nun  I  flj  I  <  1 ,  so  ist  lim  a:*  =  0  und  daher 

8  =  lim  8  "* 


*        1  — a; 

n=(X) 


Dieselbe  Reihe  ist  aber  eine  divergente,  wenn  der  absolute 
Wert  von  x  groDser  als  1  ist;  denn  in  diesem  Falle  wächst  Sn 
über  jeden  Betrag.  Sie  ist  auch  aus  dem  gleichen  Grunde 
divergent  für  a;  =  +  1 ,  und  in  dem  Falle  rc  =  —  1  besitzt 

o  n       111       II        r     i\«~n       1  ^^^^  ^  ungerade 

S«  =  a[l  — 1  +  1  —  1-4 (—  1)*    T  =  r.  °  , 

'  '        "^       '^      -■       0  wenn  n  gerade 

keine  bestimmte  Grenze;  die  Reihe  kann  daher  nicht  als  kon- 
vergent betrachtet  werden.     Wir  sehen  also: 

Die  geometrische  Beihe 

a  -f-  ax  -f-  Q'X^  -j-  . . . 

ist  konvergent,  wenn  \x\<l  ist  und  divergiert  in  jedem  anderen 
FaUe, 

100.  Multiplikation  einer  unendlichen  Beihe  mit  einer 
ZahL  —  Addition  sweier  unendlicher  Reihen. 

Die  in  Nr.  24  aufgestellten  Regeln  für  das  Rechnen  mit 
Grenzwerten  führen  sofort  zu  einigen  Sätzen  über  das  Rechnen 
mit  konvergenten  Reihen.     Wir  erwähnen  hier  zwei  Sätze: 

/.  MuUiplißiert  man  die  Glieder  einer  konvergenten  Beihe 
sämtlich  mit  der  nämlichen  ZcM  c,  so  entsteht  wieder  eine  kon- 
vergente Beihe.  Die  Summe  von  dieser  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  c  und  der  Summe  der  ursprünglichen  Beihe.    Es  ist  also: 

CUq  +  etil  +  CWg  H =  c  •  (mo  +  Wi  +  «^  H ) 

In  der  That,  ist: 
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Ä«  =  Wo  +  «*i  H h  ««-1  > 

80  hat  lim  Sn  nach  Voraussetzung  einen  bestimmten  endlichen 
n=oo 

Wert  8,     Nach  der  Regel  b.  in  Nr.  24  ist  aber: 

lim  c  •  5„  «=  c  •  lim  Sn . 
Also  folgt: 

lim  (cUq  +  Ctt^  +  •  •  •  +  c«*n— i)  =  clim  (w©  +  ^i  +  •  • '  +  w«-.i) 

oder 

ct/o  +  CWi  H =  c  •  (mo  +  «1  -| )  • 

Der  zweite  Satz  lautet: 

IL  Zwei  konvergente  Reihen  ergeben,  gliedweise  addiert, 
wieder  eine  konvergente  Beihe,  Die  Summe  von  dieser  ist  gleich 
der  Summe  der  Summen  der  beiden  ursprünglichen  Reihen.  Es 
ist  cdso: 

K  +  «1  +  «2  +  •  •  •)  +  («'O  +  Vi   +  Vj  +  •  •  0  =  («0  +  Vq) 

+  K  +  Vi)  +  (wg  +  M  H 

In  der  That;  es  sei: 

&  =»  Wo  +  «*!  -I f-  t(«-i ,     Ä  =  Vo  +  Vi  H h  Vn-i. 

Dann  haben 

UmSn^s,  lims;  — sr 

W«— QO  «—00 

nach  Voraussetzung   bestimmte   endliche  Werte.      Nach   der 
Regel  a.  der  Nr.  24  wird  aber: 

lim  {Sn  +  Sn)  =  lim  Sn  +  lim  S'n. 
Also  folgt: 

lim  ((wo  +  Vq)  +  («1  +  Vi)  H h  0'«-i  +  v«-i)) 

=  lim  (wo  +  tii  -I «,-0  +  lim  (Vo  +  Vi  H 1-  v„_i) 

oder: 

(«0  +  Vo)  +  (Wi  +  Vi )  +  . .  •  =  (Wo  +  Ml  +  •  •  •)  +  (vo  +  Vi  +  •  •  •) 

101.  Bine  für  die  Konvergena  notwendige  Bedingung. 
Ist  die  Reihe 

konvergent,  so  hat  die  Summe 

W»  +  «n+l  +  •  •  •  M„+p_i 

die  Grenge  Oy  bei  jedem  Werte  von  p,  wenn  n  unbegrenet  uniclist. 
Denn  bezeichnet  S  die  Grenze,  nach  welcher  die  Summe 
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konyergiert^  so  ist: 

lim(S  — S„)  =  0, 

Ebenso  ist  auch 

Hm  (S  -  S,+p)  =  0; 

n=QO 

also  folgt  durch  Subtraktion 

lim  {Sn+p  -  Sn)  -  0. 

Da  aber 

ist,  so  ist  unser  Satz  erwiesen. 
Hieraus  erkennt  man: 

Erstens:    Die  eineeinen   Glieder   einer  konvergenten   Reihe 

werden  schliefslich  kleiner  als  jede  gegAene  Zahl;  es  ist  Um  Un^=  O. 

n=»oo 

Zweitens:  Die  Summe  heliehig  vieler  Glieder,  gebildet  vom 
n^^  Gliede  ah,  konvergiert  nach  0,  wenn  n  unbegrenzt  zunimmt. 

102.   Die  vorige  Bedingung  ist  auch  hinreichend.     Um- 

gekehrt: 

Wenn  die  Summe 

Un  +  Un  +  l  +  •  •  •  Un+p-l 

für  jedweden  Wert  von  p  bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n 
die  Grenze  0  hat,  so  ist  die  Beihe 

«0  +  ^1  +  «*2  H ^«-1 H 

konvergent. 

Dieser  Satz,  der  unmittelbar  aus  der  Definition  eines  be- 
stimmten Grenzwertes  (Nr.  15)  hervorgeht,  soll  hier  nochmals 
erörtert  werden.  Bezeichnen  wir  mit  6  eine  positive  beliebig 
kleine  Gröfse,  so  kann  man,  da  die  Differenz 

Sn-\-p Äi  ■=  Un  +  Mn+1  +  •  •  •  Un+p—l 

für  jedweden  Wert  von  p  mit  beliebig  wachsendem  Werte  von 
n  nach  0  konvergiert,  der  Zahl  n  einen  bestimmten  hinreichend 
grofsen  Wert  beilegen,  derart,  dafs  diese  Differenz  zwischen 
—  0  und  +  0  gelegen  ist,  wie  grofs  auch  p  sein  mag.  Man 
hat  also 

Sn—  0  <  Sn^p  <  Sn'\-  6. 
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Wird  die  Zahl  n  nicht  geändert»  wächst  aber  p  über  alle 
Grenzen  y  so  bleibt  die  Summe  Sn^p  immer  zwischen  den 
zwei  bestimmten  Grofsen  S^  —  6  und  /Sn  -f-  tf  eingeschlossen, 
deren  Unterschied  2tf  dabei  von  vornherein  so  klein  als  man 
nur  will  gemacht  werden  kann.  Mithin  stellt  Sn^p,  wenn  p, 
also  auch  n  -|-  JP  unbegrenzt  wachsen,  eine  bestimmte  Gröfse 
dar,  von  deren  Grenze  wir  auch  sagen,  dafs  sie  eine  bestimmte 
ist  9  weil  sie  sich  von  einer  bestimmten  angebbaren  Gröfse 
beliebig  wenig  unterscheidet. 

Man  kann  diese  Überlegung  zu  deutlicher  Anschauimg 
bringen,  wenn  man  ihr  eine  geometrische  Form  giebt.  Es 
sei  O  ein  bestimmter  Punkt  auf  einer  Aze  Ox.  Wir  tragen 
auf  dieser  Axe  vom  Punkte  0  aus  eine  Strecke  ON  '^  Sn  ab; 
alsdann  machen  wir  Ä  JPr=  NA'^^  e,  pig.  21. 

Wir  nehmen  sodann 0P=s5j,j.p,  so         0  A     NPÄ'  x 

wird  der  Punkt  P  zwischen  A  und  A 

fallen.  Also  wird  die  Summe  Sn-^p  der  n  -f-j'  ersten  Glieder 
unserer  Reihe  durch  eine  Strecke  dargestellt,  deren  Endpunkt  P 
immer  zwischen  zwei  gegebene  Punkte  A  und  A  fallt.  Sie 
ist  also  endlich;  aber  noch  mehr,  sie  ist  auch  bestimmt,  denn 
die  Entfernung  AA  kann  durch  Yergrofserung  von  n  kleiner 
gemacht  werden,  als  jede  gegebene  Länge. 

Folgerung  I.    Eine  Beihe  w^  +  u,  +  w,  +  •  •  •  ist  hm 
vergent,   sobald  die  absoluten  Beträge  ihrer  Glieder  eine  kon- 
vergente Beihe  bilden. 

Nach  Voraussetzung  konvergiert  die  Reihe  der  absoluten 
Beträge  der  u,  also  ist  fElr  jedes  p: 

lim  {  I  u»  I  +  I  Mn+i  IH H  ;  Wi.+i>-i !  }  =  0. 

n=*QO 

Nach  Nr.  4  ist  aber: 

0  ^  !  M.  H h  «n+D-l  !  ^  I  «n  I  -| hl  M«+p-l  j 

und  mithin  ist  nach  Nr.  25  auch 

lim  >,  H f-  Un+p-^i  I  —  0. 

n  —  00 
Mithin  ist  nach  Nr.  102  auch  die  Reihe  der  u  konvergent. 

Wir  werden  später  sehen,  dafs  es  sehr  wohl  Reihen  giebt, 

die  konyergieren,  ohne  dafs  die  Reihe  der  absoluten  Beträge 
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konvergiert.  Die  konvergenten  Reihe  zerfallen  daher  in  zwei 
Klassen: 

Solche y  bei  denen  die  Keihe  der  absoluten  Beträge  kon- 
vergiert; diese  heifsen  unbedingt  konvergent 

Solche,  bei  denen  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  diver- 
giert; diese  heifsen  bedingt  konvergent. 

Folgerung  IL  Wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  die 
Glieder  einer  Beike  dbwechsdnd  positiv  und  negativ  sind,  und  die 
Beträge  der  Glieder  abnehmen  und  nach  0  konvergieren,  so  ist 
die  Beihe  konvergent 

Die  Konvergenz  der  Beihenglieder  nach  0  ist,  wie  gezeigt 
wurde ;  ein  notwendiges  Erfordernis  für  die  Konvergenz  jeder 
Beihe.  Dasselbe  reicht  aber  im  allgemeinen  für  die  Konvergenz 
nicht  aus,  auch  dann  nicht,  wenn  dabei  die  Beihenglieder  von 
einer  Stelle  ab  durchaus  abnehmen,  sodafs  jedes  dem  Betra^^e 
nach  kleiner  ist  als  das  vorhergehende.  In  dem  Falle,  den 
wir  jetzt  untersuchen,  sind  die  ausgesprochenen  Bedingungen 
hinreichend. 

Denn  wenn  von  dem  n^°  Gliede  an  die  Beihenglieder 
abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  hat  man: 

+  (w«-j-Wn4-l-i M„+p-i)=   |U«|  —  Iti,  +  l|  +  |«,+2| 

+  |m«+p— 1 1 . 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kann  auf  zweierlei  Weise 
folgendermafsen  angeordnet  werden: 

(  I  t*„  I  —  I  Un+i  I  )  +  (  I  Wn+2  |   —  |  U«+»  |  )  -| 

oder: 

I  W«  I  —  (  I  ti«+i  I  —  I  Un+i  I  )  —  (  I  Un+S  |  —  i  W»+4  |  ) 

Die  erste  Summe  ist,  wie  auch  p  gewählt  sein  mag, 
positiv,  also  gröfser  als  0;  die  zweite  ist  jedenfalls  kleiner 
als  |un|.    Also  ist 

I  Un  +  ^«4-1  H 1-  Un^p^l  \<\Un\ 

und  daher: 

lim  (w,.  -I 1-  Un+p^i)  «=  0. 

««-00 

108.  Ein  neues  Konvergenokriteriam.  Es  giebt  kein  all- 
gemeines Kriterium,  nach  welchem  man  bei  jedweder  gegebenen 
Beihe  entscheiden  kann,  ob  sie  konvergent  oder  divergent  ist. 


PotenzreihenentwickelaDg  der  Funktionell.  139 

Man  mufs  yielmehr  in  jedem  einzelnen  Falle  die  zu  betrach- 
tende Beihe  mit  anderen  Reihen  zu  vergleichen  suchen^  deren 
Konvergenz  oder  Divergenz  feststeht,  und  in  dieser  Hinsicht 
labt  sich  ein  Satz  beweisen,  aus  welchem  wir  mehrere  wich- 
tige Folgerungen  ziehen  werden,  und  der  sich  auf  unbedingt 
konvergente  Reihen  bezieht. 

Lehrsatz  HL  Wenn  in  der  Beihe  «o  +  **i  +  ^  +  •  •  • 
von  einer  bestimmten  Stelle  an  immer  \uk\<Vk  ist,  und  die 
R^ihe  »0  +  t?!  +  t?,  +  •  •  •  konvergiert,  so  ist  die  Beihe  der  u  un- 
bedingt konvergent. 

Wenn  dagegen  die  Beihe  der  v  divergiert  und  von  einer  be- 
stimmten SteUe  an  \uk\>Vk  ist,  so  ist  auch  die  Beihe  der  \u\ 
divergent. 

Im  ersten  Falle  konvergiert  die  Summe 

nach  0,  bei  jedem  Werte  von  p,  wenn  n  unbegrenzt  wächst. 
Also  hat  auch  die  Summe 

I  W«  I  +  I  t*n  +  l  I  +  •  '  •  I  W«+p_l  I , 

welche  aus  kleineren  Summanden  besteht,  ebenfalls  die  0  zur 
Grrenze,  und  mithin  konvergiert  die  Reihe  der  absoluten  Be- 
träge der  u.  Die  ursprüngliche  Reihe  der  u  konvergiert  also 
unbedingt. 

Im  zweiten  Falle  kann  die  Reihe  |  Wq  I  +  I  ^i  •  +  *  •  •  iiicht 
konvergent  sein,  denn  sonst  müfste  nach  dem  eben  Bewiesenen 
auch  die  Reihe  der  v  konvergieren,  was  der  Annahme  zu- 
widerläuft 

Folgerung  J.  Die  Beihe  Wo  +  %  +  Wg  -] ist  unbedingt 

konvergent,  wenn  für  aUe  Werte  von  n,  die  gröfser  sind  als  eine 


bestimmte  Zahl,  der  QuotierU 


«»+1 


Meiner  bleibt  als  eine  Zahl  k, 


die  seihst  eine  positive  Gröfse  Meiner  als  1  ist 

Denn  för  hinreichend  grobe  Werte  von  n  wird  der  Vor- 
aussetzung nach 


«♦»+1 


•*« 


«-+1 


<k, 
also,  wie  durch  Multiplikation  hervorgeht, 


u 


n-\-p 


<K    •••--^^<Ä, 


*-+i.-i 
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^+P 


<  IP  oder  1  Un+p  |  <  |  m,  |  Ä^. 


Hieraus  folgt,   dals  die  Glieder  der  vorgelegten  Reihe  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab^  nämlich 


Un  I,  I  Wn+i 


u 


^•\-p\} 


kleiner  sind  als  die  Glieder  der  Reihe 

Diese  letztere  aber  ist  eine  konvergente  geometrische  Pro- 
gression; also  ist  auch  die  Reihe  der  \u\  konvergent ,  mithin 
die  der  u  unbedingt  konvergent. 

Folgerung  IL    Die  Beihe  Wo  +  **i  +  **«  4"  * ' '»  ^^  ^^' 

bedingt  konvergent,  wenn  dctö  Verhältnis  — ^^  hei  belid)ig  tvach- 

sendem  Werte  von  n  einer  bestimmten  Grenee  a  ztAstrAt^  deren 
Betrag  Meiner  ist  als  1. 


Denn  wenn  das  Verhältnis 


u 


«+i 


eine  Grenze   a  besitzt , 


so  wird  die  Differenz 


—  a  I  schliefslich  kleiner  als  jede 


gegebene  Gröfse,  für  alle  Werte  von  n,  die  grofser  sind,  als 
eine  bestimmte  Zahl.  Man  kann  also  eine  positive  Gröfse  h 
zwischen  a  und  1  bezeichnen,  derart;  dafs  von  einem  be- 
stimmten Werte  von  n  ab  das  Verhältnis 


u 


11+ 1 


<Ä 


bleibt.     Dies  aber  ist  die  Bedingung  des  vorigen  Satzes,  und 
folglich  ist  die  vorgelegte  Reihe  konvergent. 


u 


eine    Grenze 


Bemerktmg.     Hat    das    Verhältnis 

grofser  als  1,  so  ist  die  Reihe  der  u  stets  divergent,  weil 
ihre  Glieder  von  einer  bestimmten  Stelle  an  beständig  wachsen 
und  also  nicht,  wie  nach  Nr.  101  erforderlich,  nach  0  kon- 


vergieren.   Wenn  aber  lim 


I 


1    wird,    so    kann    die 


Reihe  konvergent  sein;  der  letzte  Satz  sagt  über  diesen  Fall 
nichts  aus. 

Folgerung  HL    Die  Beihe  ti^  -j-  Wi  -j-  Mg  +  •  •  •  ist  un- 
bedingt konvergent^  wenn  für  die   Werte  von  n,  welche  grofser 
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sind  als  eine  bestimmte  Zahl,  y\^\  <  ^  Ueibt,  wobei  k  eine  po- 
sitive Gröfse  Meiner  als  1  ist. 

Denn  hat  man  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

i«*n|<*% 

80  sind  von  dieser  Stelle  an  die  \u\  kleiner  als  die  entspre- 
chenden Glieder  der  geometrischen  Progression 

Folgerung  IV.  Die  Beihe  t'o  +  **i  +  **»  +  '  *  *>  *^  **^~ 
bedingt  konvergent,  wenn  y\Un\  einer  bestimmten  Grenze  msirebt, 
die  kleiner  ist  als  1. 

Denn  man  kazm  in  diesem  Falle  eine  Grofse  k  zwischen 
a  und  1  bestimmen,  so  dafs 


bleibt,  f&r  alle  Werte  von  n,  die  gröfser  als  eine  bestimmte 
Zahl  sind. 

104.   Die  Beihe  -r^-  +  -,^  +  -^^  H .       Wir    be- 

trachten  die  Reihe 

«^   ol  +  O  ~    ol+e      •  ^1  +  P      '  > 


wobei  9  eine  gegebene  Zahl  bedeutet.     Das  Verhältnis 

1+^ 


hat  den  Wert  1  zur  Grenze,  \md  also  reicht  der  zweite  Folge- 
satz des  Torigen  Paragraphen  fQr  diesen  Fall  nicht  aus.  Auch 
der  vierte  Satz  giebt  keinen  Aufschlufs.     Denn  es  ist 

Der  Quotient  — —  konvergiert  nach  0,   wie   man   ver- 
mittelst einer  Regel,  die  später  bewiesen  werden  wird,  finden 

kann,  und  folglich  hat  yun  die  Grenze   1.     Eine   geschickte 
Anwendung  des  Lehrsatzes  der  No.  103  läfst  uns  dagegen  be- 
stimmen, in  welchen  Fällen  die  vorgelegte  Reihe  konvergiert. 
Setzt  man: 
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(1) 


Uf 


u. 


1 

1 

9l  +  (^ 


+^ 


U,^ 


4*+(?    '     6*+^    ^    6^+^    '     7^+^' 


t< 


il4-P     » 


SO  hat  man,  wie  leicht  zu  sehen ^  die  Beziehungen: 


^1  <  2  •  TTÄr^y    oder    < 


1 


2?  ' 
1 


Wi  <  4  •    -,  ^,    oder    <  — -  =  - — — 

'  41+e'  4?         (2?)* 


««.<2'--(^,,    oder    <^, 
folglich  sind  in  der  Reihe 

die  Glieder  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

i      1 i_         _i_ 

'  2^  '  (2^)*'        (2^)*» 

Diese  letztere  aber  ist  konvergent,  wenn  q  gröfiser  als  0  ist. 
Folglich  konvergiert  auch  die  vorgelegte  Reihe  bei  jedem 
positiven  Werte  von  q. 

Bildet  man  an  Stelle  der  Formeln  (1): 
_l_ 


w, 


gl+V^ 


1 , 1_ 

*^2  ~  31+^  *  41+?' 


n 


_^ ^1 I 1 1 
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SO  liat  man: 

ti»  >  2  «    .,  .  ^ ,    oder    >  —  -.-7^9 

1*3  >  4  •  -rx«  >    oder    >  —  •  -yr--^ , 


«„>2'»~^  •7--rr-rT,    oder    >  — 


(2"»)H-e'  -^    2      (2^)w 


also  sind  die  Glieder  der  Reihe 

«'o  +  <*1  +  <*«  H ^m'\ 

grolser  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

^2       2?    ^   2      V2V  2   \2^/ 

Diese  aber  ist  divergent,  wenn  q  gleich  0  oder  auch  negativ 
ist,  also  ist  auch  bei  diesen  Werten  von  q  die  vorgelegte 
Seihe  divei^ent. 


X      ,     X* 


106.    Die  Beihe  1  +  tt  +  ^  +  '  '  *     ^^^d     verwandte 
Beulen.     Die  Beihen: 


12 


''i-2.8.4         1. 2-8. 4.66'" 


^ 


«.3  /».ö  .«7 


»    1.2-. .5        1.2-..7    ' 


1-2-3 

sind  unbedingt  konvergent  für  jeden   Wert  von  x. 

Denn  das  Verhältnis  der  Beträge  zweier  aufeinander  fol- 
gender  Glieder  hat  in  diesen  Reihen  den  Wert 


x\  ,  a?* 


,    oder 


n    '  n{n+  1)' 

und  diese  Gröfsen  konvergieren  bei  jedem  endlichen  Werte 
von  X  nach  0;  wenn  n  unendlich  wächst. 


X  X*     ,     x^ 


106.    Die  Beihe    "  —  >  +  -, Die  Beihe 

1  A  O 


X  X*      ,      X^  X* 


~3  4*  "» 

hmvergierf  unbedingt  für  dUe  x  des  Intervälles  —  1  <  a?  ^  1. 
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Für  X  =  1  Jconvergiert  sie  bedingt;  für  jedes  andere  x  ist  sie 
divergent 

Demi  hier  ist 


u  1 

»  1  +  — 

n 

und  die  Grenze  für  n «» cx>  ist  —  x.  Dafs  die  Reihe  konvergiert 
oder  divergiert  y  je  nachdem  der  Betrag  von  x  gröfser  oder 
kleiner  als  1  wird,  lehrt  Nr.  103.  Für  a;  =  +  1  konvergiert 
die  Reihe,  weil  ihre  Glieder  mit  wechselndem  Zeichen  abnehmen 
und  nach  0  konvergieren  (Nr.  102,  Folgerung  11),  för  a?  = 
—  1  dagegen  divergiert  sie  (Nr.  104). 

107.  Die  Reihe  l""«"^»  ""  i^"**'*  ^^^  werden  jetzt 
an  einem  Beispiele  zeigen,  dafs  bei  bedingt  konvergenten 
Reihen  die  Summe  sich  bei  anderer  Anordnung  der  Summan- 
den andern  kann. 

In  der  That;  betrachten  wir  die  Reihe 

(1)  1  — i  +  i  — -  +  i , 

welche  konvergiert  (Nr.  102);  sie  ist  aber  bedingt  konvergent 
(Nr.  102);  denn  sie  wird  divergent,  wenn  man  allen  Gliedern 
das  positive  Zeichen  giebt  (Nr.  104).  Wir  bilden  eine  zweite 
Reihe  mit  denselben  Gliedern,  indem  wir  die  negativen  derart 
verschieben,  dafs  einem  jeden  derselben  zwei  positive  voran- 
gehen und  nachfolgen.     Diese  zweite  Reihe  wird  also 

Sie  ist  konvergent,  bat  aber  nicht  denselben  Summen  wert 
wie  die  erste. 

Vereinigt  man  nämlich  drei  aufeinander  folgende  Glieder 

-_^— +  -^ j- 

4«  —  1     '     4n  —  3  2n' 

so  ist  ihre  Summe 

8»  —  3 

3  in^~—  3  2v}  +  6n ' 

also  kleiner  als  -,-,  weil  n  gleich  oder  gröfser  ist  als  1. 
Schreibt  man  also  die  obige  Reihe  in  dieser  Weise,  so  bleibea 
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ihre  Glieder  stets  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der 
Reihe 

und   da  diese  nach  Nr,  104  konvergent  ist,  so  ist  auch  die 
Reihe  (2)  konvergent. 

Brechen  wir  nnn  die  Reihe  (1)  mit  dem  Gliede  —  -^ 

und  die  Reihe  (2)  mit  dem  Gliede  —  -^r—  ab  und  bezeichnen 

wir  mit  8»  und  S'n  die  Summen  bis  zu  diesen  GUedem^  so  ist 

y  «1  j.i_lj.i4.1_lj....j.  _L    4.-1 L 

"•        ^~S       2~6~7       4~       ~4n  — 3~4n— 1       2n 


/— i_  +  _i J-) 

\4fii  — 3  ^^  4w— 1         2m/ 


Da  man  £>«  auch  unter  der  Form 

•  ""^  Uw  — 8        4m  — 2    •"  4m  — 1  ""  4my 

betrachten  kann,  so  wird 

^"        ^"  ~-i^  \4m  — 2    ■"  4m~  2mj'™2^  \2m— 1~  2m/' 

Lafst  man  nun  n  beliebig  wachsen,  so  wird,  wenn  man 
die  Grenze  von  Sn  mit  8  bezeichnet,  auch 

TOaa« 

Um    V  (      ^ ?-\  =  Q 

«»00^    V2m  — 1         2m/         ^' 
Iffitliin    ist 

hm8'n-8  =  l8,  oder  limS'^  =  |Ä 
108.  Die  Beihe  1 -^  +  -71 • 

}/2         1/3 

Es  kann  auch  eintreten,  dafs  von  zwei  Reihen,  welche 
mit  den  nämlichen  Gliedern  und  mit  den  nämlichen  Vor- 
zeichen gebildet  sind,  die  eine  konvergent,  die  andere  diver- 
gent iflt.    Die  beiden  Reihen: 

^^  y"2^V3     1/4  ^yö     ^     ' 

Serrat,  Diff.-  il  Integral-Bechnnng.   L   2.  Aofl.  10 
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bieten  hierfOr  ein  Beispiel.  Hier  sind  die  absoluten  Werte 
der  einzelnen  Glieder  die  Quadratwurzeln  aus  den  absoluten 
Werten  der  entsprechenden  Glieder  in  den  Reihen  (1)  und  (2) 
des  vorigen  Paragraphen,  und  die  Vorzeichen  sind  dabei  die- 
selben wie  dort. 

Die  Reihe  (1)  ist  konvergent  nach  Nr.  102,  Folgerung  IL 
Die  zweite  Reihe  aber  ist  divergent.  Denn  sind  5«  und  fiT« 
die  Summen,  welche  man  erhält,  indem  man  die  Reihen  mit 

dem  Gliede 7=z  abbricht,  so  ist 

iJ  n  ^"^  Sm  ^™  —I—  — r==::^=  "4-*  •  •  •  • 

V2n  +  1         l/2n  +  8  V4n  —  1 

Das  letzte  Glied  der  n  Summanden  auf  der  rechten  Seite  ist 
kleiner  als  die  vorhergehenden;  folglich  ist 


/S 


Der  Paktor  1  /  — ^^-r-  hat  die  Grenze  ^  und  der  Faktor 


l/n  wird  unendlich  filr  n  =»  cx>.  Folglich  wächst  die  Diffe- 
renz 8'n  —  Sn  über  jede  Grenze,  und  dasselbe  gilt  daher  auch 
ftlr  S'n. 

Bei  einer  bedingt  konvergenten  Reihe  bilden  die  Glieder 
mit  positivem  Zeichen,  und  ebenso  die  Glieder  mit  negativem 
Zeichen  für  sich  gesondert  betrachtet  divergente  Reihen.  Denn 
bezeichnet  man  in  einer  solchen  Reihe  die  positiven  Glieder 
in  der  gegebenen  Aufeinanderfolge  mit 


die  negativen  durch 


t?i,  v^,  v. 


—  iv„  —  «;„  —  tt?. 


so  muls  sowohl  die  Grenze  von  5»  -=  t?!  +  r^  +  •  •  •  v«  als 
auch  die  Grenze  von  S'«  ■=»  Wj  +  «^a  +  u?3  +  •  •  •  w«  unendlich 
sein.  Wären  nämlich  beide  endlich,  so  würde  auch  die  ur- 
sprüngliche Reihe  nach  Gleichmachung  der  Zeichen  konver- 
gieren, denn  es  würde  alsdann 
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sein^  wobei  n^  und  n^  die  Anzahl  der  positiyen  und  die  der 
negativen  Glieder  in  der  Reihe  u^  bis  Un  bedeuten.   Also  wäre 

lim{|w,  IH |w«|)  —  lim/S,,  +  limiS'^. 

Wäre  aber  der  eine  Grenzwert  endlich,  der  andere  unendlich, 
80  wäre 

Um  {  Ml  +  t*2  H — '  M»  }  «=  lim  Stu  —  lim  ß^«,, 

d.  L  die  ursprOngliche  Reihe  könnte  auch  nicht  bedingt  kon* 
Tei^eren.  Man  kann  leicht  beweisen,  dafs  sich  bei  jeder  be- 
dingt konvergenten  Reihe  die  Glieder  so  anordnen  lassen, 
dals  der  Summenwert  der  neu  gebildeten  unendlichen  Reihe 
eine  beliebig  gewählte  Grofse  ist. 

100.    Die  Summe  einer  unbedingt  konvergenten  Beihe. 

Die  Einzelheiten,  auf  welche  wir  zuletzt  eingegangen  sind, 
waren  notwendig,  um  die  Bedeutung  des  folgenden  Theoremes 
richtig  zu  schätzen,  welches  sich  auf  unbedingt  konvergente 
Reihen  bezieht. 

Lehrsatz  IV.  Wenn  eine  unendliche  Beihe  unbedingt  kon- 
vergiert, so  kann  man  die  Beihenfoige  der  Glieder  hdiAig  ändern^ 
ohne  dafs  die  Konvergenz  oder  der  Summenwert  der  Beihe  irgend 
eine  Änderung  erleidet. 

Sind 

(1)  tlo,  Wi,  tlj,  . . .  w,  . . . 

die  Glieder  der  unbedingt  konvergenten  Reihe,  so  ist  die  Be- 
hauptung, dafs  die  Reihe 

(2)  Uaf   Ußy   Uy  .  .  •  Uta  •  •  •; 

in  welcher  die  Indices  a,  ^, .  • .  o»  nach  irgend  einem  anderen 
Gesetze,  als  dem  der  natürlichen  Zahlenreihe,  aufeinander- 
folgen, konvergent  ist  und  die  nämliche  Summe  hat  wie  die 
Beihe  (1).  Wählen  wir  in  der  Reihe  (2)  die  Anzahl  der  Glieder 
80  grols,  dafs  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (1)  darin  ent- 
halten sind,  so  ist 

(3)        iia  +  Uß  +  Uy-^ w«  =  Wo  +  **i  H w«~i  +  -R, 

wenn  man  mit  B  die  Summe  aller  der  Glieder  auf  der  linken 
Seite  versteht,  deren  Index  grofser  ist  als  n  —  1.  Diese 
Glieder  seien  mit  Uj,,  u^,  tir  . .  - 1««  bezeichnet,  so  dafs 


10 


• 
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2J  «=  Wp  +  M,  +  Wr  • \-  Ut 

ist.     Der  Betrag  yon  B  ist  nicht  grolser  als  die  Summe 

Bezeielinet  man  nun  mit  Bn  die  Summe: 

I  II»  I  +  I  Un+l  I  +  I  Un^i  I  H , 

SO  hat  diese  einen  endlichen  Wert  und  ihr  Limes  ftir  n  =  cx> 
ist  null.  Da  nun  sämtliche  Indices  p,q  ..,8  grofser  sind,  als 
n  —  1,  so  ist  auch 

\B\<R^    oder    |Ä|=e-lJ,, 

wobei  0  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  bedeutet.  Wenn 
also  Sn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe  (1)  dar- 
stellt, so  wird  die  Gleichung  (3): 

W«  +  **/*  +  Wy  H Wo,  =  S,  +  0  U«, 

Wächst  n  unbegrenzt,  so  wird  Bn  gleich  0;  weil  die 
Reihe  (2)  der  Voraussetzung  nach  konvergiert;  lim  8n  ist  aber 
gleich  S  dem  Summenwert  der  Reihe  (1).  Folglich  konver- 
giert auch  die  Summe 

Wa  +  W/J  +  Wy  H «<« 

nach  dem  Werte  S,  wenn  man  die  Anzahl  der  Glieder  unbe- 
grenzt vermehrt. 

UO.   Multiplikation  zweier  Reihen.     Sind 

(2)  Vo,  t?i,  t?2  ...t;»_i . .. 

sswei  unbedingt  konvergente  Beüien^  mit  den  Summenwerten  S  und 
S',  80  ist  auch  die  Beihe 

deren  allgemeines  Glied  Wm  den  Wert  hat: 

konvergent j  und  ihre  Summe  ist  gleich  dem  Produkte  SS\  ge- 
bildet aus  den  Summen  der  beiden  ersten  Beuten. 

Wir  bezeichnen  mit  Sn,  S'n,  Sn  die  folgenden  Werte: 

&  =  Uo  +  Wi  +  l/j  -j Un-l, 

S'm  ^  Vq  +  Vi    +  V^   -{ t?,_i, 
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also 

Sn    =  Wo  <^0  +  K  «1  +  «1  ^o)  +  K  «'s  +  «*!  Vi  +  Wj  Vo)  H 

und  nehmen  zunächst  an^  dafs  alle  Glieder  der  Reihen  (1) 
nnd  (2)  positiv  sind.  Das  Produkt  Sn  S'n  wird  alle  Glieder 
Ton  Sn  enthalten,  aufserdem  aber  noch  andere  positive  Terme. 
Mithin  ist 

Sn  Sn   >  Sn  . 

Bezeichnet  man  weiter  mit  m  die  gröüite  ganze  Zahl, 
welche  in  ^  ßnthalten  ist,  also  y;  o^®^  ~2~~'  J®  nachdem  n 

gerade  oder  ungerade,  so  bilden,  wie  leicht  einzusehen  ist; 
die  Glieder  des  Produktes  Sm  Sm  einen  Teil  der  Glieder,  aus 
denen  Sn  besteht;  demnach  ist 

Sm  Sm  <  Sn. 

LäTst  man  jetzt  n  unendlich  werden,  so  wird  auch  m  un- 
endlich. Die  GröJGsen  Sn  imd  Sm  konvergieren  nach  der  Grenze 
S,  die  Grolsen  S'n  ^uid  S'm  nach  der  Grenze  S\  Also  ist  Sn 
zwischen  zwei  Grolsen  eingeschlossen,  deren  Grenze  das  Pro- 
dukt SS'  ist;  mithin  hat  (Nr.  25)  auch   Sn  die  Grenze  SS' 

und  es  ist: 

Um    S;'  — SS', 
n  =  00 

Wir  nehmen  jetzt  weiter  an,  dafs  die  Reihen  (1)  und  (2) 
positive  sowohl  wie  negative  Glieder  enthalten,  dafs  sie  aber 
konvergent  bleiben,  auch  wenn  man  jedes  negative  Glied  durch 
seinen  absoluten  Wert  ersetzt. 

Dann  wird 

Sn  ^n  —  Sn  =  «n-1  t;«_i  -f  {Un-l  V«-2  +  «n-2  ««-1)  H 

-j (Un-^i  V,  +  t*„-t  Vg  H W2  Vn-i  +  Mj  t?«_i) 

und  wir  haben  eben  gesehen,  dafs  diese  Grofse  nach  0  kon- 
vergiert^ bei  beliebig  wachsendem  Werte  von  n,  in  dem  Falle, 
wo  die  Gröfsen  t«  und  v  sämtlich  positiv  sind.  Unserer  An- 
nahme nach  bleiben  aber  die  Reihen  (1)  und  (2)  konvergent, 
wenn  man  die  Vorzeichen  der  negativen  Glieder  ändert;  also 

konvergiert  die  vorstehende  Summe  mit  —  nach  0,  wenn  man 
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hier  jedes  Glied  u  oder  v  durch  seinen  absoluten  Wert  ersetzt. 
Solch  eine  Änderung  kann  aber  den  Betrag  der  betrachteten 
Summe  nicht  yerkleinem,  und  folglich  ist  auch 

lim    {SnS'n-S:)=0. 

Also  hat  auch  jetzt  5»  eine  bestimmte  Grenze,  und  es  ist 

lim    S:=SS\ 

»—■00 

Bemerkung.  Der  bewiesene  Satz  braucht  nicht  mehr  zu 
gelten,  wenn  die  absoluten  Werte  der  Reihen  (1)  und  (2)  keine 
konvergenten  Reihen  büden.  Man  überzeugt  sich  hiervon, 
indem  man  als  Reihen  (1)  und  (2)  die  folgende  wählt: 

l__L  +  -.L_J_  .  J_  .  ... 

Die  Beihe  (3)  wird  hier: 

und  diese  Reihe  ist  divergent,  weil  ihre  Glieder  nicht  nach  0 
konvergieren-,  denn  ein  allgemeines  Glied  mit  positivem  Zeichen 
wird: 

l/n.nVn  —  l-n  +  l        y n  —  2  •  n  +  2 

j 2  2  >^^-^^g-j,, 

|/2.2n— 2        l/i.2n  — 1         Yn-n  ^ 

§  2.    Der  Taylorsche  Satz  für  Funktionen  Einer  Yer- 

änderliclien. 

111.  Der  Taylorsche  Satz  für  einen  SpezialfalL  Es 
seien  f{x)  und  F(x)  zwei  Funktionen  von  x,  welche  fQr  alle 
Werte  von  x  zwischen  Xq  und  x^  +  h  die  Forderung  Ä  er- 
füllen; d.  h.  die  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  in  dem  ganzen 
Intervall  bestimmte  endliche  Werte  haben.  Wird  die  Ablei- 
tung J?"(a;)  im  Innern  des  Intervalles  Xq  bis  a?^  +  Ä  weder 
null  noch  unendlich,  so  ist  nach  Nr.  31: 

F(x,  +  Ä)  -  F{x,)       F'  (a^o  +  Ä,) 
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Dabei  bedeutet  h^  eine  zwischen  0  und  h  gelegene  Grölse. 
Ist  nun 

f(x^)  =  0  und  F(Xo)  -  0,     . 

80  reduziert  sich  diese  Gleichung  auf  die  Form 

Besitzen  nun  auch  f'{x)  und  F"{x)  in  dem  ganzen  Intervalle 

Ton  2^  bis  ^0  -f-  ^  bestimmte   endliche  Werte ,   so  läÜBt  sich 

unser  voriger  Satz  von  Neuem  anwenden,  wenn  wir  annehmen, 

dafii  auch 

r  (a^o)  =  0  und  r{x^)  -  0 

ist    Es  wird  also: 

f{x,  +  K)     r(x,  +  \) 

F\x,+\)  "^"(Xo+Ä,)' 

wobei  A,  eine  Grobe  zwischen  0  und  \  bezeichnet. 

Wir  nehmen  nun  allgemein  an,  dafs  die  Funktionen  f{x) 
und  F{x)  und  ebenso  alle  ihre  Ableitungen  bis  einschliefslich 
deijenigen  n^  Ordnung  für  alle  Werte  von  x  zwischen  x^^ 
und  x^'\'h  (einschliefslich  dieser  Grenzen)  bestimmte  endliche 
Werte  haben. 

Ist  dann 

/•(««) -0,    /'(zo)-0...,    /^-»)(:t^,)-0, 
F{x,)  =  0,  rix^)  =  0 .  • .,  J'<— «  («o)  -  0, 

80  ergiebt  sich  auf  Grund  der  Gleichung  (1): 

f(^+^)^  f{xo+K)^  r{x,+h,)     ^  /^(">(^o+^) 

JF(«.+Ä)        F'(a?o+ÄO        F"{x^+h;)  '  JF'(«>(«o  +  ^) 

h^h^fJ^j  ...hn  bezeichnen  Gröfsen  von  einerlei  Vorzeichen, 
deren  absolute  Werte  eine  abnehmende  Reihe  bilden.  Be- 
deutet 6  eine  Grofise  zwischen  0  und  -f-  1;  so  kann  man 

K  —  eÄ 

schreiben^  und  es  wird 


(2) 


also 


Setzen  vir  jetzt  im  Besonderen 

F{x)  =  («  —  «„)•, 
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jp(m)(^)  „  n  (n  —  1) . . .  (n  —  m  +  1)  (a;  —  x^y-"^ 
und 

^(»)(a:)  =  1.2.3---«  =  n!, 

80  sind  alle  Bedingungen,   die  fOr  F(x)  angestellt  wurden, 
erfüllt,  und  die  Gleichung  (2)  ergiebt 

(3)  A^o  +  Ä)  =  ^/^-)(«o  +  eA). 

Diese  Gleichung  ist  es,  die  wir  bilden  wollten.  Sie  liefert 
uns  den  Satz,  der  ein  Spezialfall  des  Taylorschen  Satzes  ist: 
Wenn  die  Funktion  f(x)  in  dem  Intervalle  von  a?Q  6is  a?Q  -|-  ä 
nebst  ihren  Ahleitwngen  bis  einschliefslich  sswr  n^  Ordnung  he- 
stimmte  endliche  Werte  hat,  und  wenn  an  der  Steüe  x^^x^die 
Funktion  und  ihre  n  —  1  ersten  Ableitungen  verschwinden,  so  ist: 

/'(«O  +  *)  =  S  /■*"'(*«  +  ÖÄ), 

wo  6  eine  Zahl  iswischen  0  und  1  bedeutet. 

112.  Der  allgemeine  Taylorsche  Sati.  Es  sei  F(x)  eine 
Funktion  der  Yariabelen  x,  welche  nebst  ihren  n  ersten  Ab- 
leitungen für  alle  Werte  von  x  von  Xq  bis  x^-^h  bestimmte 
endliche  Werte  hat.  Bezeichnet  man  ip{x)  das  Polynom 
n  —  l****  Ordnung: 

g>(x)  =  F(x,)  +  ^  rix,)  +  <-^=^  r'(x,) 

^  (n  — 1)1  ^0^' 

SO  ist  die  Ableitung  m^  Ordnung  dieses  Polynomes: 

9,(«)(a,)  -  J'W(a:J  +  ^  F(«»+')(ir,)  +  •  •  •  ^^7^^'I"~'  F('-»(x,) 
und  setzt  man  a;«*^;^  in  diesen  beiden  Gleichungen,  so  ist 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Gleichung  (3)  des  vorigen  Paragraphen 

auf  die  Funktion 

fix)  =  F{x)  -  tp{x) 

anwendbar  ist;  denn  diese  Funktion  erfüllt  alle  Bedingungen 
des  vorigen  Satzes.    Es  ist  also,  weil  q)^'^\x)  «»  0  wird: 

Fix,  +  Ä)  -  9>(a:o  +  Ä)  =  *^  F^'^x,  +  GÄ),    (0  <  6  <  1). 
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Der  Wert  von  tp(xQ  +  h)  ist  durch  die  Gleichimg  (1)  bestimmt, 
tind  es  wird 

F(x,+h)-F(x,)+\  rix,)  +  ^F"ix,) 
(2)  _^ 

+  •  •  •  (^^<-''(*o)+^  F<-'\x,+Bh). 
Wir  wollen  Xq  durch  x  ersetzen  und  schreiben: 

(3)   Fix+h)^Fix)+^r(x)  +  ^r'ix)+...^,Fi''-^Kx)+R,. 
Dabei  ist: 

(4)  ^  =  S  ^^"^^  +  Ö»)- 

Die  Form  dieses  Bestes  heilst  die  Lagrang^ sehe. 

Die  Gleichungen  (3)  und  (4)  sind  offenbar  nur  Verall- 
gemeinerungen unseres  Mittelwertssatzes  in  Nr.  28.  Dieser 
entsteht,  wenn  wir  n  «»i  1  setzen.  Indem  wir  die  Yoraus- 
setzongen  rekapitulieren,  erhalten  wir: 

VeiTallgemeinerter  Mittelwertssatz.  Hat  die  FunTctian 
F{x)  in  dem  Intervalle  von  x  bis  x  -\'h  nd>st  ihren  n  ersten 
AUßUungen  bestimmte  endliche  Werte ,  so  existiert  immer  ein 
positiver  echter  Bruch  6,  so  dafs 

isL 

Bleiben  nun  die  Voraussetzungen,  die  soeben  ausge- 
sprochen wurden,  erhalten,  wie  groJüs  auch  n  werden  mag 
und  ist  aulserdem  f&r  alle  x  des  Intervalles 

lim    1J,  =  0, 
na.  00 

so  ist: 

(5)  F(x  +  K)^F{x)  +  \-F(x)  +  %r\x)  +  --' 

Diese    Gleichung  heiüst   die    ToyJorsche.     Sie   führt  zu   dem 
Satze: 

Taylorscher  Säte.  Besitzt  F(x)  in  dem  ganeen  Inter- 
vaüe  von  x  bis  x  -{-h  nd>st  seinen  sämtlichen  Ableitungen  be- 
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•«-^  iit 

stimmte  endliche  Werte  und  ist  Hm    -r  /'W(a:  +  9A)  —  0,    so 

läfst  sich  F(x  +  A)  i^  ^^  2x>nt;er^6nfe  nocft  gangen  positiven 
Potensfen  von  h  fortschreitende  Beihe  entwickeln: 

113.  Oauohysohe  Form  des  Bestes.  Dem  Beste  Rn  kann 
man  noch  eine  andere  Form  geben,  welche  oft  von  Nutzen  ist. 
Um  sie  zu  erhalten,  ersetze  man  h  in  der  Gleichung  (3)  durch 
ß  —  X,  Der  Best  Bn  wird  eine  Funktion  von  x  und  g^  aber 
wir  bezeichnen  ihn  einfach  mit  f{x).    Man  hat  alsdann 

F{d)  -  F(x)  +  ^  F(x)  +  ^*  r'(x) 

Bildet  man  nun  die  Ableitungen  auf  beiden  Seiten  in 
Bezug  auf  x^  indem  man  g  als  konstant  ansieht,  so  erhalt 
man,  wenn  alle  Beduktionen  ausgeführt  sind,  die  Gleichung 

(7)  fix)  =.  -  ^'-^'~"  Fi'Kx). 

Die  Funktion  f(x)f  welche  durch  die  Gleichung  (6)  de- 
finiert ist,  erfüllt  nach  unserer  Voraussetzung  die  Forderung 
0  für  alle  Werte  x  Yon  o;  bis  x  -}-  h'^  g]  man  hat  also 
nach  Nr.  28 ,  wenn  man  mit  6  eine  GröJGse  zwischen  0  und  1 
bezeichnet: 

Gemäis  der  Gleichung  (6)  verschwindet  aber  f{x)  für  x  '^  g. 
Also  ist 

(8)  fix) (s,-x)r[x  +  B(B-x)]. 

Die  Gleichung  (7)  ergiebt  aber,  wenn  man  x  durch  x-\-B  {g — x) 
ersetzt,  die  Belation: 

f[x  +  9  (;,  _  a;)]  =  -  ^'~'\~y~^'^'~-  J-<')[a;+e(ir-«)3 
und  folglich  ist  nach  Gleichung  (8): 

(9)  m  -  ^'"'in-Sr''-  ^'^t*  +  e  (^  -  x)\ 
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Führt  man  wiederum  an  Stelle  von  ss  den  Wert  x  -^  h 
ein,  80  folgt: 

Die  Grölse,  welche  hier  mit  0  bezeiclinet  ist,  ist  nicht 
dieselbe  wie  in  der  Gleichung  (4);  aber  wie  diese  liegt  sie 
zwigchen  0  und  1. 

114.    Die    Differens    ausgedrückt    diirch    Differentiale. 

Setzt  man 

y  -  F{x) 

und 

Ay  =  F{x  +  h)  —  Fix), 

80  sind  die  Gröfsen 

hF\x),h^r'{x),t^r'\x).,. 

genau  die  auf  einander  folgenden  Differentiale: 

dy,  d^y,  ePy  . . . 

der  Funktion  y,  sobald  dx  =  h  gesetzt  wird.  Bezeichnet  man 
femer  mit 

d'*y 

die  Grolse  Ä"JP<»>(a?  +  GÄ),  welche  das  n*®  Differential  von  y 
ist,  nur  gebildet  für  einen  Wert  der  Yariabelen  zwischen  x 
\mi  x  +  h,  so  erhalt  die  Gleichung  (3)  der  Nr.  112  die 
Form: 

^y^dy  +  -^+  3,   +  . . .  ^^^y  +  — J-. 


Nur  eine  andere  Schreibweise  des  TayTorschen  Satzes 
ist  dann  diese: 

Ay  =  rfy  + Yf  +  y^  +  ••• 
Wir  werden   später   sehen,   dafs   diese   Gleichung   auch 
dann  richtig  bleibt^  wenn  y  eine  Funktion  von  mehreren  Ver- 
änderlichen ist. 

115.  DiBkuasion  der  Gültigkeitsbedingungen  des  Taylor- 
sehen  Satses. 

1.  Die  Gleichung  (3)  der  Nr.  112  kann  bis  zu  einem 
bestimmten  Werte  von  n  richtig  sein,  fOr  gröfsere  Werte  aber 
tmgiltig  werden.    Es  sei  z.  B. 
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wobei  ft  eine  positive  gebrochene  Zahl  bedeutet  Ist  m  die 
grofste  ganze  in  fi  enthaltene  Zahl,  so  gilt  die  Gleichung  (3) 
tfii  X  ^=  Xq  nur,  solaqge  n  nicht  grölser  ist  als  m;  denn  die 
m  +  1*®  Ableitung  von  F(x)  wird  för  x  =  x^  unendlich. 

2.  Um  die  Giltigkeit  der  Taylorschen  Formel  behaupten 
zu  können,  genügt  es  nicht,  dafig  die  rechte  Seite  eine  kon- 
vergente Reihe  ist    Wenn  man  z.  B. 

setzt,  so  hat  man  fOr  jeden  Wert  von  n 

F(-)(x,)  =  0, 


weil  die  Funktion  e  <*— *»)*  ebenso  wie  alle  ihre  Ableitungen 
ftlr  a;  =  a?Q  verschwindet,  was  in  Nr.  131,  7  bewiesen  werden 
wird.    Also  konvergiert  hier  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (5) 


in  112  nach  der  Grenze  0,  und  nicht  nach  F(Xq  +  ä)  —  c  **. 
Für  die  Giltigkeit  der  allgemeinen  Gleichung  mufs  eben  der 
Nachweis  erbracht  sein,  dafs  der  Best  Rn  nach  der  Grenze  0 
konvergiert. 

3.  Bricht  man  die  Taylorsche  Reihe  bei  irgend  einem 
GUede 

ab,  welches  nicht  null  ist,  so  kaun  man  h  so  klein  wählen, 
dals  dieses  Glied  seinem  absoluten  Werte  nach  den  Rest  Rn. 
übertrifft.     Denn  es  ist:  i?»— i  «=  w»  +  U»  oder: 

Dieser  Quotient  wird  mit  h  null,  weil  F^^^^^^x)  nach 
Nr.  27  stetig  ist  Er  wird  also  kleiner  als  irgend  eine  ge- 
gebene Grölse,  wenn  man  h  einen  hinreichend  kleinen  Wert 
beilegt 

4.  Wenn  die  n**  Ableitung  der  Funktion  F(x)  für  alle  n 
und  feir  alle  x  des  Intervalles  von  x  bis  x-\'h  absolut  kleiner 
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bleibt  als  eine  feste  Zahl,  so  gilt  auch  die  Taylorsche  Ent- 
Wickelung.    Denn  der  Bestausdruck  kann  in  der  Form 

dargestellt  werden.  Wie  grofs  auch  der  gegebene  Wert  yon 
h  sem  mag,  die  Anzahl  i  derjenigen  Quotienten 

h        h        h 

—  •     —  •     — —  •  •  •  * 

welche  gröfser  sind  als  eine  gegebene  Zahl  a,  ist  eine  be- 
grenzte. Bezeichnen  wir  also  mit  P«  das  Produkt  dieser 
t  Quotienten,  multipliziert  mit  der  Grölse  JF'^"^(a?  +  0Ä),  deren 
Betrag;  wie  groDs  auch  n  werden  mag,  zufolge  unserer  An- 
nahme stets  kleiner  bleibt  als  eine  feste  Zahl,  so  ist  leicht 
zu  ersehen,  daJDs  der  Betrag  des  Bestes  Rn  kleiner  ist  als 
der  Betrag  des  Produktes  PnCt^'^^»  Man  kann  nun  für  a 
eine  beliebige  Grolse  kleiner  als  1  wählen;  dann  konvergiert 
«""•  nach  0,  während  n  unbegrenzt  wächst,  und  P«  behält 
einen  endlichen  Wert.    Also  hat  Bn  die  Grenze  0. 

116.  Die  Mac-Laurinsohe  Beihe.  Setzt  man  in  der  Glei- 
chmig  (3)  von  112  rr^sO  und  schreibt  man  x  an  Stelle  yon  h, 
80  folgt 

(i)r(*)-ji[o)+^P'(o)+^V'(o)+-(^,^<-»'(o)+Ji», 

zugleich  ergeben  die  Formeln  (4)  und  (10)  von  Nr.  112  und  113: 

(2)  Ä  =  5!iP(n)(ea;) 

und 

9  bezeichnet  in  beiden  Formeln  eine  Grolse  zwischen  0 
und  1.  Die  Gleichung  (1)  ist  unter  der  Bedingung  erwiesen, 
dalfl  F{x)  und  seine  n  ersten  Ableitungen  in  dem  Intervalle 
▼on  0  bis  X  bestimmte  endliche  Werte  haben. 

Genügen  aUe  Ableitungen  der  Funktion  F(x)  dieser  Be- 
dingung, und  hat  der  Best  Bn  bei  unbegrenzt  wachsenden 
Werten  von  n  die  Grenze  0,  so  giebt  die  Gleichung  (1)  eine 
Entwickelung  der  Funktion  F{x)  in  eine  konvergente,  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  geordnete  Beihe,  nämlich 
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(4)     Fix)-^F(0)  +  ^r(0)  +  fiF"(0)  +  f^F"(0)  +  ... 

Dies  ist  die  Yon  Mac-Laurin  gebildete  Reihe;  die  Glei- 
chuiigen  (2)  oder  (3)  lassen  die  Grenzen  des  Fehlers  bestimmen, 
welchen  man  begeht,  indem  man  die  Reihe  mit  irgend  einem 
Gliede  abbricht. 

Bemerkung.  Die  Mac-Laurinsche  Reihe  folgt  unmittelbar 
ans  der  jTayZorschen;  aber  auch  das  Umgekehrte  findet  statt. 
Man  erhalt  die  Tay^sche  Reihe,  wenn  man  die  Mac-Laurinsche 
Entwickelung  auf  die  Funktion 

/•(«)  =  JF(«  +  Ä) 

anwendet,  und  schlielslich  in  der  Formel  h  mit  x  vertauscht. 

Die  Mac-Laurinsche  Reihe  gilt  ebenso  wie  die  Taylorsche 

sicherlich  dann,  wenn  F^^Hx)  für  alle  n  und  alle  x  des  Inter- 

yalles  von  0  bis  x  absolut  kleiner  bleibt  als  eine  feste  Zahl 

§  3.  Anwendung  des  Taylorschen  Satzes  auf  die  Seihen- 
entwickelungen  spezieller  Funktionen», 

U7.  Die  Exponentialfunktion.  Die  Entwickelung  einer 
Funktion  in  eine  Potenzreihe  hat  den  Zweck,  die  Funktion 
durch  einen  Ausdruck  zu  definieren,  der  zugleich  eine  einfache 
Berechnung  derselben  fCLr  die  verschiedenen  Werte  der  xmab- 
hängigen  Yariabelen  ermöglicht.  Mit  der  Definition,  welche 
wir  fQr  6*,  logo;,  und  ebenso  sinrr,  cos^  u.  s.w.  aufgestellt 
haben,  ist  noch  keine  zweckmäfsige  Methode  zur  wirklichen 
Berechnung  gegeben. 

Die  aufeinander  folgenden  Ableitungen  der  Funktion  e*  sind 
(Nr.  48)  mit  der  Funktion  identisch,  und  bleiben  also  endlich, 
welchen  bestimmten  Wert  man  auch  der  Variabelen  x  beilegen 
mi^.  Hieraus  geht  hervor  (116),  dafs  die  Funktion  c*  in  eine 
Potenzreihe,  der  Mac-Laurinachen  Formel  gemäfs,  entwickelbar 
sein  mufs,  welche  für  alle  reellen  Werte  von  x  konvergiert. 
Für  a;  «=  0  reduzieren  sich  die  Werte  der  Funktion  und  ihrer 
Ableitungen  auf  1,  und  man  hat 

Die  Konvergenz  dieser  Reihe   wurde   schon   in  Nr.  105 


(2)  Ä.  =  ^  «''• 
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nachgewiesen;  soeben  haben  wir  aber  auch  erkannt^  daiis  ihre 
Snmme  e*  ist. 

Der  Best  der  Reihe  vom  n*^  Gliede  ab  ist 

.» 

Ist  a  irgend  eine  positive  Zahl^  nnd  ersetzt  man  x  durch 
^loga,  wobei  der  Logarithmus  die  Basis  e  hat,  so  folgt  aus 
der  Gleichung  e*^*««  —  o*: 

(3)     «.  =  a+^  +  f^^£^  +  ^!M^'  +  ... 

und 

(4)  jR._^!M<a«-. 

US.  Die  Zahl  e.  Man  kann  leicht  beweisen,  dafs  die 
Zahl  e  nicht  nur  irrational  ist,  sondern  dafs  sie  auch,  wie 
ImmUe  zuerst  bemerkt  hat,  nicht  Wurzel  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sein  kann. 
Denn  wäre  e  Wurzel  einer  solchen  Gleichung,  so  hätte  man 
die  Relation 

««±|-  =  +  y, 

worin  a,  ß,  y  positive  ganze  Zahlen  sind.    Nun  ist  aber  nach 
den  Formeln  (1)  und  (2): 

«-i+T  +  Ä  +  --(;r:h)i  +  ^     (o<e<i), 

e       *  ^         1^2!^^         (n— 1)!   T^       w!  [y^V'^'^J- 

Die  Substitution  dieser  Werte  ei^ebt  also: 

«[l  +  T  +  Ä  +  --'(;r:ri)i  +  s^] 

Multipliziert  man  diesen  Ausdruck  mit  (n —  1)!,  so  folgt 

n  **' 

tmd  hier  ist  ft  eine  ganze  Zahl.    Da  man  für  n  eine  gerade 
oder  ungerade  Zahl  wählen  kann,  so  kann  man  das  Vorzeichen 
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von  +  ( —  !)•  willkürlich  fixieren.  Wählt  man  das  positive 
Zeichen^  so  hat  man 

—^ =  u,     . 

n  ^ 

Diese  Gleichung  kann  nicht  bestehen;  denn  die  rechte  Seite 
ist  eine  ganze  Zahl  (allenfalls  0)^  die  linke  Seite  aber  ist;  da 
n  beliebig  grols  gewählt  werden  kann,  ein  echter  positiver 
Bruch.    Also  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

119.  Die  Beilien  für  Sinus  und  Oosinus.  Die  Ableitungen 
n*^  Ordnung  der  Funktionen  cos  x  und  sin  x  siüd  (51) 

cos  ^a;  +  n  Y  K    bezw.  sin  (a;  +  n  yj  • 

n  ist  die  Längenzahl  der  halben  Peripherie  eines  Kreises  mit 
dem  Radius  1.  Die  Ableitungen  bleiben  also  endlich  f&r  jeden 
beliebigen  endlichen  Wert  von  x,  und  hieraus  folgt  (116),  dafs 
sich  die  Funktionen  cosa;  und  sino;  nach  der  M<ic-Laurinacheji 
Formel  für  jeden  Wert  von  x  entwickeln  lassen. 

Für  a?  =  0  bil^den  die  Werte  der  Funktion  cos  x  und  ihrer 
Ableitungen  eine  periodische  Reihe,  deren  Periode 

1,    0,    —1,    0 
ist;   ebenso  bilden  die  Werte  der  Funktion  sin  x  und  ihrer 
Ableitungen  eine  periodische  Reihe  mit  der  Periode: 

0,     1,    0,    —1. 
Also  hat  man  bei  allen  reellen  Werten  von  x: 

(1)  cos  X  =  1  -  2-^  +  Jj  . . .  +  (-  1)- 1-"-  +  . . . 

(2)  sin.;  =0.-3,  +  ^-,...  + (-l)-^.^^;j-p^  +  ... 

Um  den  Rest  der  Reihe  (1)  zu  erhalten,  wenn  man  sie 
mit  dem  Gliede  vom  Grade  2i»  abbricht,  hat  man  in  der 
Lagrangeschen  Form  für  i2»  statt  n  den  Wert  2m  -|-  2  za 
setzen;  dann  wird 

(3)  R^m+%  =  ^2m  +  ^)l  ®^®  [^^  +  (♦»  +  1)»^]. 

Ebenso  wird,  wenn  die  zweite  Reihe  mit  dem  Gliede  vom 
Grade  29n  -f-  1  geschlossen  wird: 
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aj8m+s  r  2III  +  8    "1 

-  (am  +  8)I  ^^«  [®^  +  (»^  +  1)^]- 

Ist  die  Zahl  x  zwischen  0  und  y  enthalten^  und  giebt 

man  m  nach  einander  die  Werte  0,  1,  2,  3  •  •  •,  so  wird  der 
Wert  von  IZsm+s  oder  jR2m+8  abwechselnd  negativ  und  positiv. 
Bieraus  folgt,  dals  man,  wenn  man  die  Reihe  (1)  oder  (2) 
mit  dem  ersten,  mit  dem  zweiten  Gliede  u.  s.  w.  abbricht, 
eine  Reihe  von  Werten  erhält,  welche  abwechselnd  gröber 
und  kleiner  sind,  als  die  Werte  cos  x  und  sin  x.  So  ist  im 
Besonderen 

cosa:<l,    cosa?>l  — |,,    cosa;  <  1  —  ^j- +  ^, 

8  8  5 

8ina:<a;,    sina;>a;  —  |y,    8ina;<a;  —  ^  +  ^- 

120.   Die  Beihe  für  den  Logarithmns.    Bezeichnet  man 
mit  Ix  den  natürlichen  Logarithmus,  so  ist 

dx  1  +  X        \      t      / 

und  allgemein: 

^^^  -  (-  1)-K«  -  1)5(1  +  *)-". 

Für  X'^O  reduzieren  sich  diese  Werte  bezüglich  auf  1 
und  ( —  l)"'"^(n  —  1)1,  1(1  +  x)  wird  0,  es  ist  also 

und  nach  Lagrange: 

(2)  Rn- 


(—  l)"~^a;* 


n(l  +  ea;)* 
oder  nach  Cauchy: 

(3)  jt,^(-i)-V-er-V, 

Wenn  also  der  Rest  22»  fär  unbegrenzt  waddsende  Werte 
Ton  n  die  Grenze  0  hat,  so  hat  man  nach  der  Mac-La/urin- 
schen  Formel 

(4)  1(1  +  ^)=*-.«*  +  ^  _?*  +  ... 

8«rr«t,  Diff.-  u.  Integrml-Beclmimg.    I.    S.  Aufl.  11 
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Diese  Reihe  konvergiert  nicht^  wenn  der  Betrag  yon  x 
gröfser  als  1  ist  (106).  Also  kann  die  Gleichung  (4)  nicht 
bestehen^  aufser  fOr  Werte  von  x  zwischen  —  1  und  +  1. 

um  nnn  zu  entscheiden,  ob  der  Best  die  Grenze  0  hat, 
wollen  wir  die  beiden  Fälle,  dafs  x  positiv  nnd  daCs  es  n^ativ 
ist,  unterscheiden. 

1.  Ist  x>0,  so  wenden  wir  die  Form  (2)  des  Restes 
an,  nämlich 

Ist  nun  a;.<  1,  so  konvergieren  beide  Faktoren  —  und 

(     ,  Q  j  mit  beliebig  wachsenden  Werten  von  n  nach  0;  für 

o:  OB  1  kann  es  zwar  eintreten,  dab  der  zweite  Faktor  nicht 
0  wird,  aber  er  wird  doch  nie  gröfser  als  1.  Also  wird  der 
Rest  Rn  schliefslich  0  und  die  Gleichung  (4)  ist  gültig. 

2.  Wenn  x<,0  ist,  so  benutzen  wir  die  Form  (3)  des 
Restes,  und  indem  wir  o;  >=  —  sf  setzen,  wird 

Ist  nun  i?  <  1,  so  ist  der  Betrag  des  ersten  Faktor  immer 

eine  endliche  GroUse  kleiner  als  z ;  der  zweite  Faktor  ist 

kleiner  als  si^"^  und  konvergiert  also  bei  beliebig  wachsenden 
Werten  von  n  nach  0.    Also  gilt  die  Formel  (4)  auch  für  die 
Werte  zwischen  a;  =  0  und  a?  ^=»  —  1.    Für  den  Wert  ic  =  —  1 
werden  die  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  unendlich  (104). 
Die  Gleichung: 

gilt  also  für  jedes  x  in  dem  Intervalle  —  1  <  a;  ^  +  1. 

Bemerkung.    Ist  x  positiv,  so  hat  der  Rest  das  Zeichen 

( —  1)"""^,  und  sein  absoluter  Wert  ist  kleiner  als  —  a?*.  Dieser 
Rest  kann  also  auch  in  der  Form 

2J.  =  (-i)-^.^  (0<e<i) 

dargestellt  werden. 

Ist  X  negativ  und  gleich  —  jgf,  so  ist,  für  ät  <  1,  —  Rn  gleich 
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dem  Produkt  yon  zwei  positiven  Faktoren,  welche  bezüglich 

kleiner  sind  als 

z 


Demnach  kann  man  setzen: 


und    iB"— 


Ä. -(T^,    oder    JJ.-(-l).-i.^j^  (0<e<l). 

Für  n  *»  2  hat  man  also,  wenn  man  mit  x  eine  Gröfse 
zwischen  0  und  1;  und  ebenso  mit  6  und  6'  Grölsen  zwischen 
0  und  1  bezeichnet: 

1(1+  x)  —  x ^} 


1(1  —  a?)  «=  —  X  — 


2 


(l+x) 

12L  KiuneTiflclie  Berecliniing  der  natürlichen  Loga- 
rithmen.  Ist  die  Grofse  x  zwischen  0  und  1  enthalten^  so 
hat  man  die  beiden  Gleichungen: 


x        «■   ,    «•       x* 


X         X*        «•         X* 

—  —  —  ^_  ....  —  —  •  •  «f 

2  8  4  ' 


(1)  i(i+a;)-y-^  +  ^-^  +  ... 

(2)  Z(i_a;)--f 
und  zieht  man  die  zweite  von  der  ersten  ab,  so  folgt: 

P)  'r±5-2(T+?  +  T  +  -)- 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1)  ^^'v,  so  wird  2(1  -|-  x) 
-  J  (l  -I-  A)  «.  /(2/  +  Ä)  _  IN  und 

(4)  i(^  +  Ä)- 12^- A__*l. +  _»!_.... 

setzt  man  femer  in  der  Gleichung  (3) 

h  ,         1+x        N+h 

so  folgt: 

(5)  liN+h)-lN^2[^+^^^.+^^^,+  ...} 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  werden  angewandt^  um  den 
natürlichen  Logarithmus  einer  Zahl  ^  -|~  ^  ^^  bestimmen, 
wenn  der  Logarithmus  der  Zahl  N  bekannt  ist.    Die  in  diesen 

Gleichungen  enthaltenen  Reihen  sind  rasch  konvergent,  sobald 

11» 
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nur  N  einigennalBen  gröber  ist  als  A.    Im  Besonderen  wird 
för  Ä  =  1: 

(6)  l(jf+l)_ZJ^„^__^.-  +  -±-._..., 

(7)  K^+l)-Zi^-2[,-^,  +  3-(^^^ 

122.  Modul  der  gewöhnlichen  Logarithmen«     Es  ist 

Nimmt  man  nun  auf  beiden  Seiten  die  natürlichen  Logar 
rithmen,  so  folgt 

Ix  =  log  vulga;  •  ZIO, 

und  setzt  man  M«=  ^10^  ^^  ^^^ 

(8)  log  vulg  x*^  M'lx. 

Demnach  erhält  man  die  Logarithmen  in  Bezug  auf  die 
Basis  10,  indem  man  die  natürlichen  Logarithmen  mit  der 
Konstante  M  multipliziert,  welche  der  Modid  der  gewöhn- 
lichen Logarithmen  genannt  wird. 

Die  Formeln  des  yorigen  Paragraphen  liefern  die  Berech- 
nung Yon  Jf;  zunächst  ergiebt  die  Formel  (7)  f&r  N^^li 

(9)  Z2-2(|  +  3^.  +  ,-i3,  +  ^,  +  ,-l3,  +  ...). 

Die  Formel  (5)  giebt  sodann,  indem  man  ^  «^  8  und  A  «»  2 
setzt: 

(10)  il0-3i2  +  2(i-  +  j^.  +  g-^,  +  ...), 
und  man  hat  folglidi 

(ll)i  =  6(T+8^.+6-^.+-)  +  2(T+8^.+6V»+-)- 

Diese  Reihen  sind  genügend  rasch  konre^ente;  aber  nutn 
kann  auch  unendlich  viele  andere  bilden,  in  denen  die  Glieder 
noch  rascher  abnehmen.  Wenn  man  z.  B.  in  der  Gleichung  (5) 
N=  4096  —  2»  A  -=•  4,  also  N+  h  »  4100  setzt,  und  in  der 
Formel  (7)  2<^  —  40  =  2*  •  10,  so  folgt: 

i41+2il0-12?2  +  2[^  +  3:^  +  ^-;-^-^-,  +  ...], 
Z41-U0  +  2i2  +  2[i  +  34p+6i-. +  •••]' 


(12) 
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und  eliminiert  man  Z41  nnd  12  zwischen  diesen  Gleichungen 
und  der  Gleichnng  (10),  so  wird: 

i  =  20(t  +  8T95  +  6TF*  +  •  •  7 
+    ^(s  +  sTsP  +  öAp  +  '-V 

\20i9  "T"  3  .  2049'  ^  / 

Berechnet  man  jedes  Glied  der  Gleichung  (11)  oder  (12) 

auf  28  Dezimalstellen,  nm  fOr  die  Werte  von  -^  nnd  M  25  De- 
zimalen zu  erhalten,  so  findet  man: 

(13)  ~  =  2,30258  50929  94045  68401  79914  . . ., 

(14)  M  =  0,43429  44819  03251  82765  11289  . . . 

128.   Berechimng  der  gewöhnlichen  Logarithinen,     Die 

Formeln  (4)  und  (5)  dienen  zur  Berechnung  der  gewohnlichen 
Logarithmen,  wenn  man  ihre  rechten  Seiten  mit  dem  Modul  M 
multipliziert.    Man  hat  also: 

f  log(J^+ Ä)  -  log  JT- Jlf  [A  _  ^  +  ^.  _  . . .], 
log(jr+ Ä^  -  logjr«  2Jtf[^  +  3-^),+ •••], 

und  setzt  man  A  <=»  1 : 

Da  der  Modul  M  bekannt  ist,  so  kann  man  mittelst  dieser 
Gleichungen  die  Berechnung  ausführen. 

124.  Das  Interpolieren  in  den  Logarithmentafeln«  Bei 
der  Benutzung  der  Logarithmentafeln  nimmt  man  an^  dafs 
kleine  Änderungen  des  Numerus  proportional  sind  den  ent- 
sprechenden Änderungen  des  Logarithmus.  Wir  wollen  zeigen, 
dab  diese  Annahme  fQr  diejenige  Annäherung,  welche  man  zu 
erreichen  wünscht,  zulässig  ist.  Zu  dem  Zwecke  nehmen  wir 
die  Gleichung 


(15) 


(16) 
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welche  in  Nr.  120  abgeleitet  wurde,  und  in  welcher  x  eine 
gegebene,  zwischen  0  und  1  gelegene  Zahl  bedeutet,  ebenso  0 
eine  positive  Gröfse  kleiner  als  1.  Multiplizieren  wir  die 
rechte  Seite   mit  dem  Modul  M,  um   zu   den  gewohnlichen 

Logarithmen  überzugehen,  und  ersetzen  wir  x  durch  -^,  so 
wird 

(17)  log(JV+  h)  -\ogN=  m(^  -  1^), 

auch  hat  man,  indem  man  &  •»  1  setzt  und  0'  an  Stelle  von 
6  schreibt: 

(18)  log  (JT  +  1)  _  log  2^  =  Jlf  (^  -  ^) . 
Setzen  wir 

\og(N  +  h)  —  logN  =  £i,     \og(N+  l)~logJV=2), 

femer: 

(19)  A  =  AD  +  6,    Ä  =  ^  +  i,, 

SO  ist  €  der  Fehler,  welcher  bei  der  Berechnung  des  Logarith- 
mus von  ^  -|~  ^  begangen  wird,  wenn  man  bei  Benutzung  der 
Logarithmentafel  den  Proportionalteiler 

(20)  A  =  yD 

addiert.  Desgleichen  ist  ij  der  Fehler,  welchen  man  bei  der 
Bestimmung  des  Numerus  zu  einem  gegebenen  Logarithmus 
begeht,  wenn  man  die  nämliche  Proportion  anwendet. 

Ersetzt  man  nun  in  den  Formeln  (19)  A  und  D  durch 
ihre  Werte  aus  den  Formeln  (17)  und  (18),  so  wird: 

h,  6,  0'  sind  aber  enthalten  zwischen  0  und  1,  und  M  ist 
kleiner  als  y;  also  ist 


^l< 


42V' 


N 


<     ' 


2V(22V— 1) 


Man  sieht  hieraus,  dafis,  wenn  N  gröfser  ist  als  10000, 
der  Betrag  yon  s  kleiner  ist  als  der  vierte  Teil  der  achten 

Dezimalstelle;  ebenso  übersteigt  der  relative  Fehler  ^  kaum  die 

Hälfte  der  achten  Dezimalstelle.    Also  ist  die  Anwendung  der 
Proportion  (20)  zulässig,  wenn  man  sich  auf  sieben  Stellen 
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beschrankt;  sei  es^  dafis  man  den  Logarithmus  zu  einer  ge- 
gebenen Zahl;  oder  umgekehrt  zu  einem  gegebenen  Logarith- 
mus die  zugehörige  Zahl  berechnen  will. 

125.  Die  Binomialreihe.  Der  Ausdruck  (a  -j'  h)"^y  in 
welchem  m  eine  beliebige  reelle  Zahl  bedeuten  soll;  kann 
mehrere  Werte  annehmen;  ausgenommen;  wenn  m  eine  ganzC; 
positive  oder  negative  Zahl  ist.  Ist  aber  a  -|-  &  positiv ;  so 
ist  immer  einer  dieser  Werte  reell  und  positiv.    Dieser  eine 

Wert  ist  es,  den  wir  betrachten.    Setzt  man  —  =  a;,  so  wird 

der  obige  Ausdruck  gleich  dem  Produkte  von  a^  mit  (1  -^x)^. 
Mit  dieser  letzteren  Funktion  haben  wir  uns  zu  beschäftigen, 
indem  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  sie  in  eine  BeihC;  fort- 
schreitend nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x,  zu  ent- 
wickeln. 

Man  hat 

if'(i  +xr  _  ^(^  _  j)(^^  _  2) . . .  (w  —  n  +  i)(i  +  xy-^ 

dx 

und  für  ^  »s  0  reduziert  sich  die  Ableitung  auf  den  Wert: 

m{m  —  l)(w  —  2)  •  •  •  (w  —  w  -|-  1). 
Folglich  hat  man: 

(1)     (1 +3?)"  =.1  +  ^0;+    '■g,     'a?+^ ^ 'a? 

.  m(i»— !)•  • -(OT  — n  +  2)^,_t   ,    „ 

+ (;r=i)i *     +^»' 

und 

(2)         B,  -  "»(*'-i)--('»-*'+i)  a*(i  +  e*)"-», 

oder 

8  bezeichnet  ebenso  wie  6^  eine  Grofse  zwischen  0  und  1. 
Wenn  nun  schliefslich  22»  mit  unbegrenzt  wachsenden  Werten 
von  n  nach  0  konvergiert;  so  wird: 

(4)  (l+a:)"'«l-|-Y^-f-^-2J — ^a;«  +  -  gy ■a:*  +  - 

und    dies   ist   die   Binomialformel    für    einen   beliebigen   Ex- 
ponenten m.    Es  ist   kaum  notig  hinzuzufügen;    dafs   diese 
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Reihe  yon  selbst  abbricht,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl 
ist;  von  diesem  Falle  sehen  wir  im  folgenden  ab. 

Das  Verhältnis  des  n  +  !*•"*  Gliedes  zum  n**°  ist: 

-—X     oder     — (1 — }x, 

eine  Gröfse,  die  für  beliebig  wachsende  Werte  yon  n  nach 
—  X  konvergiert.  Hieraus  folgt,  dals  die  Gleichung  (4)  nicht 
besteht,  aufser  wenn  x  zwischen  —  1  und  -|-  1  enthalten  ist, 
denn  anderen  Falles  wachsen  die  absoluten  Werte  der  Beihen- 
glieder  yon  einer  bestimmten  Stelle  ab  bestandig. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dafs  x  zwischen  0  und  1  liegt; 
dann  hat  man,  nach  der  Formel  (2)  des  Bestes: 

-""  —  Li  2  8  ir~   ~-l(i  +  ea?)*-- "' 

Die  Gröfse  zwischen  den  eckigen  Klammem  konvergiert 
bei  beliebig  wachsenden  Werten  von  n  nach  0.  Denn  wenn 
n  um  die  Einheit  yergröfsert  wird,  erhalt  dieses  Produkt  den 

Faktor  —  o;  (l  —  "^lTt)  y  ^®^  ^*^^  ^®^  Grenze  —  x  kon- 
vergiert, wenn  n  ins  unendliche  wächst.  Hieraus  folgt,  dafs 
in  diesem  Produkte  die  Anzahl  derjenigen  Faktoren,  deren 
Betrag  grofser  ist  als  1,  eine  begrenzte  ist,  während  die  An- 
zahl der  Faktoren,  deren  Betrag  kleiner  wird  als  1,  ja  selbst 
kleiner  wird  als  irgend  ein  zwischen  x  und  1  enthaltener 
Wert,  gröfser  wird   als  jede   angegebene  Zahl.     Der   andere 

Faktor  — — -  kann  die  Einheit  zur  Grenze  haben,  wenn 

(1  +  Gx)"""*  ' 

die  Grenze  von  6  null  ist;  aber  er  überschreitet  keinesfalls 
die  Eins.  Demnach  konvergiert  22»  nach  0,  wenn  x  positiv 
und  kleiner  als  1  ist,  und  folglich  besteht  in  diesem  Falle 
die  Gleichung  (4). 

Nehmen  wir  nun  an,  daüs  x  zwischen  0  und  —  1  enthalten 
ist;  wir  setzen  hierbei  a;  »-•  —  0  und  wenden  die  Form  (3)  für 
den  Best  an.     Er  ist 

Wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  so  konvergiert  der 
zwischen  den  eckigen  Klammern  enthaltene  Faktor  nach  0, 
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konvergiert  ebenfalls  nach  0,  anfser  wenn  die  Grenze  von  0' 
null  ist.  Dann  aber  ist  sein  Wert  endlich  und  höchstens 
gleich  msf.  Hieraus  folgt,  dals  Rn  nach  0  konvergiert^ 
und  dafis  also  die  Gleichung  (4)  auch  fQr  die  Werte  von  x 
zwischen  0  und  —  1  besteht.  Zusammenfassend  können  wir 
sagen: 

Die  Gleichung 
(4)  (!+«)«„  l  +  («)a;+(jy  +  ... 

giU  für  alle  x,  deren  Betrag  Meiner  als  1  ist 

128.    Weitere    Untersachiing    der    BinomialreUie.      Die 

Gleichung  (4)  wird  auch  för  die  Grenzen  —  1  und  + 1  gelten, 
wenn  die  Reihe  auf  der  rechten  8eite  für  diese  Werte  kon- 
TBi^ert.  In  welchen  Fällen  dies  stattfindet,  ist  leicht  zu  be- 
stimmen. Ist  a?  =e  +  1,  so  wird  das  Verhältnis  des  (w  +  1)*" 
Gliedes  der  Reihe  (4)  zum  n*^  gleich 

Ist  also  m  -^-KOy  so  wachsen  die  Beträge  der  Reihen- 
glieder  beständig  und  die  Reihe  ist  divergent.  Wir  müssen 
also  m  -f~  1  positiv  annehmen. 

Ist  u»  der  Betrag  des  n^  Gliedes  der  Reihe  (4)  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  o;  «>  +  1  ist,  und  bezeichnen  wir  mit  v» 
das  n^  Glied  der  Reihe 

1  1  1  _i_ 

j^m+l'      2"*+^'      8"*+^'      4»»4-l' 

80  ist 

Die    Binomialformel    ist    anwendbar    auf    die    Funktion 

-(m+l) 


(' + i)-' 


;   und  beschränkt  man   die  Entwickelung  auf 
zwei  Glieder,  so  hat  man 

*«+i        -         w+l    ,    (in+l)(f»+2)/^     ,     e\— m-» 


1  — 


+  1        (in+l)(t>^+2)/  n- 

n       +  2n«  \    "^  n/ 


Da  nun  m  -|-  1  positiv  ist,  so  ist 
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VH>!^oder^:!l±i<^-. 

Ist  für  einen  bestimmten  Wert  yon  n 

u 

—  tnajc    oder    t«„  =  JcVn, 

SO  wird 

Nun  ist  aber  die  Reihe 

(5)  JcVq  ,  iv, ,  iv,  . . . 

konvergent,  wenn  m  >  0  ist  (Nr.  104);  also  konvergiert  auch 
die  Reihe 

Wir  sehen  also: 

Bei  positivem  m  gut  die  Gleichung  (4)  auch  für  ^ "»  + 1,  und 
man  hat 

(6)  2-=  1  +  f  +  !!^(l!Lili)  +  !!K!?j:^)j!?»^ii)  ^  ... 

(7)  0  =  1  —  _  + +  . . . 

Ist  m  negativ,  so  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4) 
unendlich  für  x  »=  —  1,  und  die  Beihe  auf  der  rechten  Seite 
kann  also  nicht  konvergieren.  Dagegen  konvergiert  die  Beihe  für 
a;  =  +  1,  wenn  m  zwischen  0  und  —  1  gelegen  ist,  und  folglich 
gilt  dann  auch  die  Gleichung  (6)  für  diese  Werte  von  m. 

In  der  That,  die  Glieder  der  Reihe  (6)  sind  abwechselnd 
positiv  und  negativ,  und  ihre  Beträge  nehmen  durchaus  ab 
und  konvergieren  nach  0,  denn  sie  sind  von  einer  bestimmten 
Stelle  an  kleiner  als  die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe  (5). 

§  4.   Entwickelnng  der  Funktion  f(x  +  h)  nach  Potenzen 
von  h,  wenn  die  Taylorsche  Seihe  nicht  gilt. 

127.  Allgemeine  Regeln.  Wird  die  Funktion  f(x)  oder 
eine  ihrer  Ableitungen  unstetig,  wenn  die  Yariabele  x  den 
besonderen  Wert  Xq  annimmt^  so  kann  die  Funktion  f(Xf^  -f~  ^) 
nicht  nach  der  Taylorschen  Gleichung  in  eine  Reihe  ent- 
wickelt werden,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  h 
fortschreitet.  LäTst  man  aber  negative  oder  gebrochene  Po- 
tenzen von  h  zu,  so  kann  es  vorkommen,   dafs  f(xQ  -|-  A)  in 
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eine  konvergente  Reihe  entwickelbar  ist;  in  diesem  Falle  hat 
man  die  aufeinander  folgenden  Reifaenglieder  folgendermaCsen 
zu  berechnen. 

Wenn  die  Funktion  f{x)  einen  endlichen,  von  0  ver- 
schiedenen Wert  A  ^T  x*^  Xq  besitzt,  und  stetig  ist  für  alle 
Werte  von  x*^  x^  bis  x^  -|~  ^y  so  bat  man 

(1)  f(x,  +  Ä)  -  ^  +  « 
und  B  wird  mit  h  null. 

Ist  aber  die  Funktion  f{x)  stetig  von  x=^Xq  bis  iCo  +  *  ^i^^d 
verschwindet  sie  fOr  den  Wert  x^^Xq,  so  wollen  wir  annehmen, 
dals  man  eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  n  ausfindig  machen 
kann,  so  dals  ^.^  f{x,  +  K)  _  ^ 

Ä-o      Ä~       ~ 

endlich  und  von  null  verschieden  isi  Man  nennt  alsdann  n 
die  Ordnung  des  Nullwerdens  von  f{x)  an  der  Stelle  x^.  In 
diesem  Falle  kann  man  setzen: 

(2)  f{x^  -{-*)-=  h'{A  +  d), 

wobei  £  wiederum  mit  h  null  wird. 

Wird  endlich  die  Funktion  f(x)  för  a? «» ic^  unendlich, 
und  kann  man  eine  positive  ZaM  m  bestimmen,  welche  die 
Ordnung  des    UnencUü^werdens    von  f(xQ  -|-  h)    im  Vergleich 

zu  4-  ausdrückt,  derart,  dafs 

lim  k^f(xQ  +  h)^Ä 

eine  endliche  von  0  verschiedene  bestimmte  Zahl  wird,  so 
hat  man 

(3)  f{xo  +  h)^^{A  +  B). 

Die  Formel  (2)  schlielst  die  Formel  (3)  in  sich,  wenn 
man  für  n  den  negativen  Wert  —  m  einsetzt;  sie  umfafst 
auch  die  Formel  (1),  wenn  man  für  n  den  Wert  0  zuläTst. 
So  hat  man  also  in  den  drei  betrachteten  Fällen,  indem  man 
X  statt  Xq-^  h  schreibt: 

(4)  f(x)  -  (»  -  XoYftix). 

Hierbei  ist  n  eine  positive  oder  negative  Zahl,  die  auch  0 
sein  kann,  f^(x)  eine  Funktion,  welche  für  x  =  Xq  einen  end- 
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liehen^  von  0  yerschiedenen  Wert  A  annimmt.  Ist  n  positiv, 
so  giebt  es  die  Ordnimg  des  Nnllwerdens  von  f(x)  an  der 
Stelle  X'^  Xq  an,  ist  es  negativ,  so  giebt  —  n  die  Ordnung 
des  ünendlichwerdens  von  f(z)  an  der  Stelle  x  ^^^  Xq  bsl  Da 
die  Fmiktion 

für  o; »  o^o  verschwindet,  so  erhalt  man,  wenn  man  eine  po- 
sitive Zahl  fii  —  n  ausfindig  machen  kann,  welche  die  Ord- 
nung des  Yerschwindens  von  fi(x)  —  Ä  angiebt,  ebenso 

f,(x)  ^A  =  (x-  a?o)"*-*/i(^); 
f^ix)  ist  dann  eine  Funktion,  welche  f&r  x  '=^  Xq  einen  end- 
lichen  von   0  verschiedenen  Wert  Ai    annimmt.    Also   wird 
die  Gleichung  (4): 

(5)  fix)  =  -4  (a;  -  x^y  +(x-  x^-^U{x). 
Die  Funktion 

wird  für  x  =  Xq  gleich  0,  und  kann  man  eine  endliche  po- 
sitive Zahl  n,  —  n^  ausfindig  machen,  welche  die  Ordnung  des 
Yerschwindens  angiebt,  so  ist 

f^(x)  —  A,  =  {x-  a:o>~"'^(a:); 

f^(x)  erhält  Skc  x  '^  Xq  einen  endlichen  von  0  verschiedenen 
Wert  A^.    Die  Gleichung  (5)  wird  also: 

(6)  fix)  =  Aix  -  x^Y  +  A,ix  —  x,y^  +  ix  —  x^y^f.ix). 

Fährt  man  so  fort,  so  gewinnt  man  den  folgenden  Aus- 
druck: 

(7)  fix)  =  Aix  —  x^y  +  A,ix  —  x^y^  +  A^ix  —  x^y- 

+  ...Ai^iix-xJ*''^  +  Ri, 
und  es  ist 

(8)  !?,-(«-  x.T'fi+rix)  ~ix-  x,r-'[ftix)  -  ^,_i]. 

Diese  Gleichung  setzt  aber  voraus,  dafs  man  die  wachsen- 
den Zahlen 

n,  tij,  nj, . . .,  w,- 

so  bestimmen  kann,  dafs  für  jeden  Wert  von  h  von  1  bis  i 
der  Quotient 

{X  — -  x^) 
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nach  einer  bestimmten^  von  0  yerschiedenen,  endlichen  Grenze 
At  konvergiert;  wenn  x  gleich  Xq  wird. 

Sind  diese  Bedingungen  stets  erfüllt,  wie  grofs  auch  % 
wird,  und  konvergiert  der  Best  jßf  bei  beliebig  wachsenden 
Werten  von  i  nach  0,  so  folgt  aus  der  Gleichung  (7)  die 
Entwickelung: 

(9)  f(^z)'^A(x  —  x,y+  Ä,(x  —  x^y^ + Ä^{x - a?o)"«  +••• 

oder,  wenn  man  x  —  aTq  =  Ä  setzt: 

(10)  fi^o  +  *)  =-4A"  +^1*»*  +J,Ä««  -I , 

wo  die  n  eine  wachsende  Reihe  bilden. 

Dies  ist  die  Entwickelung  von  f(xQ  -}'  h)  in  eine  Reihe, 
welche  nach  wachsenden  positiven  oder  negativen  Potenzen 
TOB  h  geordnet  ist. 

128.    BelflpieL     Betrachten  wir  z.  B.  die  Funktion 


f(x)  —  j/sina;  —  sin  Xq  , 

deren  Ableitung  f(x)  für  x«^  Xq  unendlich  wird,  die  also  die 
Entwickelimg  nach  der  Tayhrsohen  Reihe  nicht  zulä&t.  Die 
Funktion  sin^  —  sin  n;^  ist  entwickelbar  nach  der  Tayforschen 
Reihe,  und  es  ist: 

(1)       fi^)  —yi^  —  ^o)  cos Xo  —  ^^1,^'^    sin  «0 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Funktion 


^r  X  ^^  Xq  die  Grenze  }/cos  x^  hat.    Demnach  hat  man  in  den 
Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen  zunächst 


n— ^,     Ä^YcosXq,    f^{x) 


fix) 


ferner: 


COQXq 


X  """  Xq 


j-g^smiCo 


|/cos  Xq  —  ^jTy^  sin  aJo [-  Vcos  Xq 

Dieser  Ausdruck   wird  für  x  «^  Xq  null  von  der  ersten 
Ordnung,  und  es  ist 
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S  .  Bin  «a 


n(«)-- 


2'         ^  4]/co««,' 


—  Sin  a;o  +  — ry-5  COS  rr. 


l/cos  iCo  —  ^  ^^  sin rr^j  — . . .  +  ycös^ 


Will  man  die  Entwickelnng  auf  zwei  Glieder  beschränken, 

so  erhält  man 
^  .  z^ 

j/sina;  — sin  iCo  =  1/008^0  (a;—a?o)*  —  TT^^(a^-^^o)*  +-^21 
und  der  Best  22,  hat  den  Wert: 

Er  verschwindet  an  der  Stelle  x  »^  Xq  von  höherer  Ordnung 
als  der  ^    ' 

Schneller  kommt  man  natürlich  in  diesem  Beispiele  zum 
Ziel^  wenn  man  in  Gleichung  (1) 

X  —  Xq  =  0^ 
setzt;  dann  wird 

f(x)  =  Är"|/co8  a?o  —  sin  a;^  —  H 

nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  entwickelbar: 

Die  Koeffizienten  berechnen  sich  nach  dem  Jfoc-I/ittrtnBchen 
Satze.  Setzt  man  f&r  z  wieder  yx  —  x,^^  so  erkennt  man, 
dafs  eine  Entwickelung  der  Form  existiert 

V^sin  X  —  sin  0^0 
=  Vx  —  x^  { «1 + «8  (^ — a^o) + «öC^— ^o)*-| hö««-i(a? — 4))""* } 

§  5.   Anwendung  des  Taylorschen  Satzes  anf  die 
Bestimmung  Ton  Grenzwerten. 

129.   Grenzwert  eines  Bruches  an  einer  Stelle,  wo  ZShler 

und  Nenner  gleichzeitig  versohwinden.    Wenn  eine  Funktion 

fix) 
sich  in  der  gebrochenen  Form  -prk  darstellt^  so  kann  es  ein- 

treten,  dafs  Zähler  und  Nenner  gleichzeitig  verschwinden  oder 
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unendlich  werden  für  einen  speziellen  Wert  x  •^  Xq.  Es 
handelt  sich  dann  darum,  den  eigentlichen  Wert  der  Funktion 
an  dieser  Stelle  zu  ermitteln ,  d.  h.  den  Wert,  nach  welchem 
der  Quotient  konvergiert,  wenn  die  Yariabele  x  sich  dem 
Werte  x^  beliebig  nähert  In  vielen  Fällen  gelangt  man  dazu 
yermittelst  des  folgenden  Satzes: 

Lehr  säte  L  Wenn  die  Funktionen  f(x)  und  F(x)  in  der 
Vmgebimg  von  x^  die  Forderung  9  erfüllen,  und  wenn  beide 
fiodk  dem  Werte  nuU  konvergieren  y  falls  x  der  Qrenee  Xq  be- 
liebig sich  nähert,  so  ist: 

lim    m  -  lim     ^(*> 


sobald  der  Limes  auf  der  rechten  Seite  existiert. 

Wir  wählen  den  absoluten  Betrag  von  h  so  klein,  dafs 
x^'\'h  ia  der  Umgebung  von  Xq  liegt;  dann  gilt  nach  Nr.  31: 

f(^o+hi     nx, + h,) 

Fix^  +  h)"^  F\x^  +  h,y 

wo  h^  zwischen  0  und  h  liegt  und  also  mit  h  verschwindet. 

Denmach  ist:  -,  .  ^,. 

lim   Ä-   lim     ^^""^ 


X 1  xo  ^(^)   X  r^o  ^'(^^ 

in  allen  Fällen,  in  denen  die  rechte  Seite  an  der  Stelle  a:^ 
einen  bestimmten  Grenzwert  besitzt.  Vorausgesetzt,  dafs  f{x) 
und  F(x)  selbst  an  der  Stelle  x  =^Xq  einen  bestimmten  Grenz- 
wert besitzen,  wird  dies  im  Besonderen  in  folgenden  Fällen 
stattfinden: 

1.  Wenn    lim    F\x)  von  null  verschieden  ist.    Der  Limes 

X  ^"  Xq 

ist  dann  endlich. 

2.  Wenn   lim   F\x)  zwar  null  ist,  aber   lim   -pTT^  einen 

bestimmten  Wert  hat,  also  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen 
unendlich   grob   wird   und   wenn   gleichzeitig   lim  f(x)   von 

x  =■■  Xq 

null  verschieden  ist.  Der  Limes  ist  dann  entweder  gleich 
+  00  oder  gleich  — oo. 

Sind  hingegen  lim  f(x)  und  lim  F\x)  an  der  Stelle  x*^Xq 
wieder  beide  null,  so  kann  man  die  vorige  Regel  von  neuem 
anwenden,  sobald   auch  fXx)  und  F'Xx)  in  der  Umgebung 
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der   Stelle  x^^  x^   bestimmte   endliche  Werte   haben.     Sind 
lim  f\x)  und  lim   FXx)  wieder  beide  null  und  haben  auch 

M/  "^  Xa  X  ^^  Xq 

f"{x)  und  F"\x)  in  der  Umgebung  der  Stelle  x^x^  be- 
stimmte endliche  Werte ,  so  wenden  wir  unseren  Satz  zum 
dritten  Male  an^  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir  zu 
einem  allgemeinen  Theoreme,  das  wir  so  aussprechen  wollen: 
Lehrsatg  IL  Die  Funktionen  f(x)  und  F(x)  nebst  ihren 
n  ersten  Ableitungen  seien  in  der  Umgibung  der  SteUe  d?  —  a:^ 
stetig;  femer  mögen  f{x)  und  F(x)  nebst  ihren  n  —  1  ersten 
Ableitungen  an  der  SteUe  x^=^Xq  gleich  nuU  sein,  während  F^%Xq^ 
van  nuU  verschieden  ist;  dann  ist: 

lim    Ä^Ä). 

Wir  haben,  um  unseren  Satz  einfach  aussprechen  zu 
können,  engere  Voraussetzungen  zu  Grunde  gelegt,  als  beim 
Lehrsatz  I,  von  dem  er  eine  Verallgemeinerung  bildet.  Von 
der  Richtigkeit  des  Satzes  IE  überzeugt  man  sich  sehr  schnelL 
Unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  ist  es  jedenfalls  ge- 
stattet den  Lehrsatz  I  n-mal  hinter  einander  anzuwenden. 
Dies  giebt  zunächst: 

lim   ^-   lim   Ä.li^Ä. 

An  der  Stelle  x=^Xq  sind   aber  f^*^(x)  und  F^*^(x)   stetig, 
und  JP^'Y^)  lücht  null,  also  ist  auch: 

Die  eben  bewiesenen  Lehrsätze  bleiben  bestehen,  wenn 
a:Q  a=  -}-  oo  oder  ar^  —  —  oo  ist.  Um  dies  zu  erkennen,  genügt 
es  zu  zeigen,  dals  Lehrsatz  I  auch  für  a:Q  ■»  oo  erhalten  bleibt. 


Setzt  man  x  ^=^  — ,  so  ist 


F{x) 


,(A) 


Wird  nun  x  unendlich,   so   konvergiert  e  nach  0,    und 
man  hat  die  Gleichung 
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Kr)     _hl3     [R 

sobald    ftir   die   Funktionen  f\—)   und   F'i—j    die   vorigen 
Bedingungen  erfüllt  sind.     Also  ist  auch  hier 

fir)  f  (f ) 

lim  — jrrr  =  Um  — r-p-  fttr  iei  —  0, 

^(f)       ^'  (I) 

oder 

lim  lg  « lim  ^^  für  a;  -  oo. 

IdO.    Ghrenswert  eines  Braches  an  einer  Stelle,  wo  Z&hler 
und  Kenner  gleiohEeiÜg  nnendlioh  werden. 
Dieselbe  Begel^  welche  den  Grenzwert 

fix) 


lim 


F(x) 


bestimmen  liels^  wenn  Zahler  und  Nenner  des  Bruches  an 
der  Stelle  x  ^^  Xq  verschwinden,  bleibt  erhalten,  wenn  Zähler 
und  Nenner  des  Bruches  an  der  Stelle  x^^Xq  unendlich  werden. 
Es  gilt  der  Satz: 

Lehrsatz  IIL  Ist  lim  f{x)  =  oo  und  ä>enso  lim  F(x)  ™  oo; 

X  "^  Xq  X  ^^  Xq 

genügen  femer, ßr  jede  von  Xq  verschiedene  SteUe  Xy  die  in  der 
Umgebung  von  x^  liegt ^  f(x)  und  F(x)  der  Forderung  S(,  und 
ist  endlich  in  dieser  Umgebung  F'(x)  niemals  nuU,  so  gut: 

sobald  der  Limes  auf  der  rechten  Seite  existiert. 

Der  Sota  gut  auch  in  dem  Fälle,  wenn  Xq'^  oo  ist. 

1.  Wir  wollen  diesen  Fall  zuerst  ins  Auge  fassen,  unter 
^yümgebnng  von  Xq  «»  oo''  ist  dann  die  Gesamtheit  aller  Zahlen  x 
zn  verstehen,  die  grofser  sind  als  eine  gewisse  Zahl  n.  Sind 
x^  und  X  zwei  solche  Zahlen  und  x^Xi,  so  erfüllen  in  dem 
Intervalle  von  x  bis  Xj^  die  Funktionen  f(x)  und  F(x)  die 
Voraussetzungen  des  Satzes  Nr.  31,  mithin  existiert  eine  Zahl  x^ 
zwischen  x^  und  x,  so  dafs: 

Sex r et,  Diff.«  n.  Integral-Bechnnng.    I.    2.  Aufl.  12 
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wird.    Diese  Gleichung  kann  auch  so  gesclirieben  werden: 

^^^  Fix)  F(x,)       F'jx^)^     Xi<.x,<.x. 

F{x) 
a.    Es  sei  nnn  zonächst 
(2)  lim    {^l^A 

endlicL    Dann  kann  man  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  6 
vorschreiben  und  zu  ihr  eine  Zahl  x^  finden,  so  daCs  nicht  nur: 

r(«,) 


—  Ä 


<<f 


wird,  sondern  dafs  diese  Relation  für  jedes  noch  grölsere  x^ 
erhalten  bleibt.    Es  wird  dann,  da  x^  >  x^  ist,  auch: 

sein.    Die  Gleichung  (1)  geht  daher  fiber  ia  diese: 

F(x) 
Setzen  wir  jetzt  x  =  <x>,  während  a^  fest  bleibt,  so  ergiebt  sich: 

1     fix,) 

A-6<\im    /g.Um  p^l-<A  +  ö. 

F{X) 

Der  zweite  Limes  ist  1,  also  folgt: 

^  — tf<  lim    -M)<^  +  ''- 

X  sa  OD  ^    ' 

Da  6  aber  beliebig  klein  ist,  so  heilst  dies: 

oder  wegen  Gleichung  (2): 

lim     '  V  V  =    "^    Vr  N  > 


wie  behauptet  war. 


1,-m        /^(^) 
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b.    Ist  ntm  andrerseits: 

SO  kann  man  x^  so  grofs  wählen,  dafs 

wird,    wo  N  eine  beliebig    grols    Torgeschriebene   Zahl   ist. 
Alsdann  liefert  die  Gleichung  (1) 

F{x)  Fix,)  ^  ■" 

F(x) 

und  durch  Übei^^g  zur  Grenze  für  a;  <=>  oo: 


d.  h. 


Es  gilt  also  wieder  der  Lehrsatz  III. 

2.    Ist  die  Stelle  x^  im  Endlichen  gelegen,  so  setze  man 

a?  —  0^0  +  v-     Da°^  wird   für  j»  —  oo   wieder   x  =  x.  und 
daher  nach  dem  eben  Bewiesenen: 

Um      ^(*>-H«      ^^"'"^'^^         Hm      "d^^liÜL 

lim       -^rr^  =»=     lim     -. q-r-  =     lim -. :r-r — 


X—'X, 


lim    -^ ^=   lim  -^ 


Also  gilt  auch  in  diesem  Falle  der  Lehrsatz  IIL 

3.  Im  Vorhergehenden  ist  nur  die  Stelle  -|~  oo  betrachtet 
worden  y  natürlich  kann  für  sie  überall  auch  die  Stelle  —  oo 
gesetzt  werden,  ohne  dafs  die  Gültigkeit  des  Lehrsatzes  III 
oder  seines  Beweises  verloren  ginge. 

131«   Beispiele.     1.   In  den  beiden  Quotienten 

sin  rc         .    tang  x 

X  X 

12* 
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werden  Zähler  und  Nenner  für  ^  «=  0  gleichzeitig  null.  In 
Anwendung  der  Regel  von  Nr.  129  erhält  man 

•,.        sin  X         1.        coB  X        4 
hm   =  hm   -—z —  =  1 , 

X  1  ' 

lim  =  Um   — i —  =  1. 

2.  In  dem  Quotienten 

g^  —  e""^  — 2a; 
a;  —  gina; 

werden  Zähler  und  Nenner,  wie  auch  die  ersten  beiden  Ab- 
leitungen f&r  X  =  0  ebenfalls  null.  Die  Ableitungen  dritter 
Ordnung  sind  bezüglich 

e*  +  e^'  und  cos  x 

und  reduzieren  sich  flir  a;  «=  0  auf  die  Werte  2  und  !•  Folg- 
lich konvergiert  der  Quotient  für  diesen  Wert  .von  x  nach  2. 

3.  In  dem  Quotienten 

af^  —  X 
X  —  1  —  Ix 

verschwinden  Zähler  und  Nenner  für  2;»=  1;  desgleichen  die 
Ableitungen  erster  Ordnung: 

a^[l  +  ix]  —  1  und  1  —  ^- . 

Die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  sind 

afll  +  lxY-^a^-^    und   ^, 

sie  werden  für  a;  =  1  bezüglich  gleich  2  und  1.  PolgKch 
konvergiert  der  gegebene  Quotient  nach  der  Grenze  2,  wenn 
X  gleich  1  wird. 

4.  In  dem  Quotienten  —  bedeute  a  eine  positive   Kon- 

X 

staute  grolser  als  1,  und  n  eine  ganze  positive  Zahl.  Zähler 
und  Nenner  werden  unendlich  für  a;  =  <x);  es  ist  nach  Nr.  130: 

hm    —  =  hm    — ^^^  • 

Auch  in  dem  Quotienten  der  rechten  Seite  werden  Zähler 
und  Nenner  gleichzeitig  unendlich.  Wendet  man  auf  ihn  die- 
selbe Regel  an,  so  erhält  man,  indem  man  bis  zur  n^*^  Ab- 
leitung vorgeht: 
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hm    —  a=  hm   ^,  •*     «i  oo. 

Der  Quotient  a*  :  a?"  wird  also  für  a?  =  oo  ebenfalls  onend- 
lich|  wie  grols  auch  n  werden  mag;  d.  h.: 

Hie  Exponentialfunktion  oF  wird  für  a>  1  und  x  =  (x>  von 
häherer  Ordnung  unendlich  als  jede  Potenz. 

Ebenso  ist,  wenn  a  >  1,  — -  für  a:  =»  0  gleich  —  oder 

5*  1 

gleich  —  fOr  j?  B»  oo,  wenn  man  —^^e  setzt.    Es  ist  aber: 

lim   —  *=  lim    ^ —  «s  0. 

jp  — 00  a'        «»  00  a'pa]* 

5.  Die  Funktion  --—  wird  för  a:  —  oo  von  der  Form  ^, 

^«  OO' 

wenn  a  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet;  es  ist 

lim  -— -  a=  lim    — -— ^  «=»  lim    — -  —»  0,  d.  h. : 

Der  Zo^aräAmtiS  unrdf  /Sr  x  «»  oo  t;on  niederer  Ordnung  unr 
endlich  als  jede  Poteng. 

Desgleichen  ist  .^.  für  a:  «•  0  von  der  Form  ^,  wenn 
a  >  0,  \¥/ 

und  -1 

lim  -j^;-  a=a  lim  _        «•  lim  ^—  =0,  d.  h.: 

Ix  wird  für  x  ^»0  unendlich  von  niederer  Ordnung  als  jede 
Poteng. 

6.  Die  Ordnung  des  Unendlichwerdens  der  Funktion  af^l(x) 
für  x  B»  oo,  in  welcher  n  eine  bestimmte  positive  Zahl  be- 
deutet, laJjBt  sich  durch  keine  rationale  oder  irrationale  Zahl 
ausreichend  bestimmen,  und  ist  doch  nicht  gleich  oder  kleiner 
als  n,  und  nicht  grölser  als  irgend  eine  Zahl  grolser  als  it. 
Demi  dividiert  man  die  Funktion  durch  af,  so  ist 

aj"  Ix 

gleich  0,  solange  r>  n  ist,  dagegen  unendlich,  wenn  r  gleich 
oder  kleiner  als  n  ist. 
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7.  Die  Punktion  f{x)  =  e  <*--^)'  wird  fftr  a;  —  rc^  n^H, 
denn  der  Exponent  wächst  mit  negativem  Zeichen  über  jeden 
Betrag.     Man  erhält  ftlr  die  Ableitung 

und  dieser  Wert  ist  f&r  x  =^  x^  nach  Beispiel  4  gleich  0. 
Aus  der  weiteren  Differentiation  der  Gleichung 


f(x){x—x^y  —  2e  <'-*»)• 
folgt 

nx)  {X  -  x,y  +  ^f{x)  (X  -  a;o)»  =  j^^^  TC^, 

und  hieraus  ebenso,  dafs  auch  f\x^  «=>  0  wird;  ebenso  erkennt 
man^  daCs  alle  höheren  Ableitungen  ftlr  x  ^^  x^  yerschwinden. 

182.  Bestimmung  des  Grenzwertes  eines  Quotienten  dnroh 
Beilienentwiokeliuig.    Die  Sätze  der  Nr.  129  führen  die  Unter- 

suchung  des  Wertes,  den  der  Quotient  ^-^  für  a?  =  x^  an- 
nimmt, auf  die  Bestimmung  des  Wertes  zurück,  welchen  die 
neue  Funktion  -Ufr-.  ini  gleichen  Falle  annimmt.    Dabei  kann 

es  indessen  eintreten,  daCs  diese  Reduktion  keinen  Gewinn 
bringt,  imd  dafs  die  zweite  Funktion  dieselben  Schwierig- 
keiten wie  die  erste  bietet. 

Die  Lösung  der  Fri^e,  um  die  es  sich  handelt,  ergiebt 
sich  leicht,  sobald  die  Funktionen  ({x^  +  Ä)  und  F{Xq  +  A)  in 
Reihen  entwickelbar  sind,  welche  nach  steigenden,  positiven 
oder  negativen,  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  h  ge- 
ordnet sind.  In  diesem  Falle  genügt  es,  das  erste  Glied  Ah^ 
der  einen  Funktion,  und  ebenso  das  erste  Glied  Bh^  der 
anderen  zu  bestimmen,  denn  alsdann  erhält  man 

f{x,  +  Ä)  -  h-{A  +  £),      F{x,  +  Ä)  -  Ä-(B  +  1?), 

wobei  c  und  m  mit  h  verschinndeii,  also: 

Ist  n  =  m,  80  hat  man 

lim    ^(^^  -  ^ 


x  — a?o 


F{x)         B  ' 
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wahrend  der  Quotient  nach  0  oder  unendlicli  konvergiert, 
je  nachdem  n>  m^  oder  n  <,in  ist. 

188.   Beispiele,     Beispiel  L    In  dem  Quotienten 

f(x)  ^__  Yx  —  Vx^+  Vx  —  gp 

werden  Zahler  und  Nenner  0,  wenn  x  abnehmend  nach  dem 
positiven  Wert  x^  konvergiert  und  die  Wurzeln  mit  positivem 
Zeichen  berechnet  werden;  man  erkennt  leicht,  dafs  alle  Ab- 
leitungen f&r  X'^Xq  unendlich  werden.    Setzt  man  a; «»  o^q  -f-  A  7 

80  wird   Yx  —  Xq'^  Yh   mit   h  null   von   der   Ordnung    0-7 

dagegen  wird  Yx  —  Y^o  '^  V^o     y^  H ^     ^*  *  ^^^^ 

von  erster  Ordnung,  wie  man  aus  der  Entwickelung  des 
Binoms  ersieht.     Man  hat  also 

fix,  +  Ä)  =  Yh(l  +  b). 

Der  Nenner  F(x)  ist  gleich 

Y^r^^^Y^r+T,^YhY2^o  +  K 

und  man  hat  also: 

FoIgUch  ist 

A^  +  K)  _     1  +  e  lim     /■(«)  _     1 


Beispiel  II.    Der  Quotient 


2    .  .         1  . 
X —  «lux tang  X 

9  o 


Ä* 


8ei  zu  berechnen  für  o; «»  0.     Multipliziert  man  Zähler  und 
Nedner  mit  3 cos  x,  so  folgt: 

f(x)  Sx  OOBX  —  sinx  —  sin  2a; 

F(X)  SX^  008  X  ' 

Entwickelt  man  cos  x,  sin  x  und  sin  2  a;  in  ihre  Potenz- 
reihen, so  erhält  man 

rr  \      Q   /i       a?«       «*      \       /        X*      x^      \      (f.         8a?«  ,    32a?*      \ 
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oder 

/•(«)  =  «»(--^  +  «),     F(x)  ^  afiiS  +  f,). 

Hieraus  schlieDst  mau: 

184«  Grenzwert  eines  Produktes  an  einer  Stelle,  wo  der 
eine  Faktor  null,  der  andere  nnendlioh  wird.  Unsere  Unter- 
suchung umfalst  auch  den  Fall  einer  Funktion,  welche  gleicli 
dem  Produkte  aus  zwei  Faktoren  f(x)  •  F(x)  ist,  von  denen 
der  eine  f&r  x^==  Xq  verschwindet,  der  andere  unendlich  wird. 
Denn  setzt  man 

f(x)'F(x)=      ^^^^  ,,    oder    f(x)'F(x) ^^, 

so  hat  man  die  Form  eines  Quotienten,   dessen  Glieder  fdr 
X  ^^  Xq  entweder  beide  0,  oder  beide  unendlich  werden. 

Endlich  kann  man  auch  leicht  auf  diesen  Fall  die  Unter- 
suchung einer  Funktion  von  der  Form 

zurückfuhren,  wenn  u  und  v  f&r  x  '^  Xq  entweder  auf 

M  -=  0  und  v  «=  0, 
oder 

« —  oo  und  t;  »=  0, 
oder 

w  =  1       und    v  «s=  oo 

sich   reduzieren.    Denn  nimmt    man   von  beiden   Seiten   der 
obigen  Gleichung  die  Logarithmen,  so  wird 

ly  =  vlu. 

Die  Funktion  ly  ist  demnach  das  Produkt  zweier  Fak- 
toren, von  denen  der  eine  für  x  =  Xq  verschwindet,  der  andere 
unendlich  wird. 

185.   BeispieL    Ist  der  Wert  von  af  zu  bestimmen  für 

x  «B  0,  so  setze  man 

Ix 


Mithin  ist 


vU/     ^^  XvX  ^  ^ 

X 
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1 
lim  laf  ^^  lim —  "^  —  ^™  a? «* 0. 

Der  LogariÜimus  Ton  s^  konvergiert  also  nach  0,  folg- 
lich *die  Funktion  cc^  nach  1. 

186.  Beatimmimg  von  lim  (1  -j j  •       Ist    x    eine    be- 

stimmte  Gro&e  und  m  eine  variable,  so  kann  man  nach  den 
vorigen  Regeln  die  Grenze  bestimmen,  nach  welcher  der  Aus- 
drack 

für  fn  »s  oo  konvergiert.     Man  erhält 

'('  +  5)-' »'(i  +  i)-- ^r^- 

91t 

Die  Grenze  dieses  Quotienten,  in  welchem  Zahler  und 
Nenner  fOr  m »» oo  verschwinden,  berechnet  sich  aus  der 
Gleichung 

X 

(X  \^                                            9fl'                                           X 
1  J )   a»  lim -~ — T--  =  lim —  X, 

also  ist 

Die  transscendente  Funktion  e'  ist  also  die  Grenze  eines 
Ausdruckes,  der  eine  algebraische,  ja  sogar  eine  ganze  Funk- 
tion ist,  wenn  man  m  unbegrenzt  derart  wachsen  läfst,  dafs 
es  nur  ganzzahlige  Werte  annimmt.  Man  kann  auch  schreiben 

(1)  ^«-(1  +  ^)"'+*, 

wobei  s  eine  Grolüse  bezeichnet,  welche  mit  —  verschwindet. 

Hieraus  folgt 

X  a=  w  (y^e*  —  fi  —  1). 
Es  ist  aber 
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oder: 


ntj m 


wobei  VI  für  w  =  oo  null  wird;  mithin  ist 

x^^m(ye — l)  +  i2> 
und  schreibt  man  x  an  Stelle  Yon  e^^  und  Ix  an  Stelle  von  x^ 
so  folgt: 

(2)  Za;  =  m  (j/x  —  1)  +  i?, 

oder: 

Za;  =  lim  m  (yx  —  1). 

Sonach    ist    auch    die    transscendente    Funktion  Ix   die 
Grenze  einer  algebraischen  Funktion  von  x. 

§  6.    Der  Taylorsehe  Satz  für  Funktionen  mehrerer 

Yeränderlichen. 

187.  Ableitung  des  verallgemeinerten  Taylorsobien  Saties. 

Ist 

u  =  jF(a?, y,z  . . .) 

eine  Funktion  yon  m  YariabeleU;  so  entsteht  die  Aufgabe,  die 

Funktion 

M  +  Aw  =  F(x  +  Ä,  y  +  Ä,  z  +  1., ,) 

in  eine  Reihe  zu  entwickeln^  welche  nach  Potenzen  der  Grolsen 
A,  Je,  Z . . .  fortschreitet.  Die  Gröfse  u  +  Am  ist  der  Wert, 
den  die  Funktion 

U=  F(x  +  ht,  y  +  Jct,  js  +  U.. .) 

für  ^  a»  1  annimmt,  um  die  gestellte  Aufgabe  zu  losen, 
wird  es  ausreichen,  U  nach  der  Mac-Laurinsehen  Formel  in 
eine  Reihe,  geordnet  nach  Potenzen  von  t,  zu  entwickeln  und 
schliefslich  ^  «s  1  zu  setzen.     Substituiert  man 

a;  +  Ä^  =  I,  y  +  Ä^  =  iy,  jer  +  Z^  «=  g  ,  . ., 

so  hat  man 

?7-l^(|,ij,g...), 
oder 

(Nr.  40  und  41),  und  femer,  da  |,  i^,  5 . .  •  lineare  Funktionen 
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der  nnabliängigeii  Veränderlichen  t  sind;  symbolisch  für  jedes 
ft  (Nr.  72): 

Dabei  setzen  wir  Yoraus^  dais  alle  partiellen  Ableitungen  ste- 
tige Funktionen  der  Yariabelen  |,  ij,  g . . .  sind;  dann  sind  sie 
auch  stetige  Funktionen  yon  t    Man  hat 

dl  —  hdt,  dri-^-Tcdt,  di^ldt...^ 
also 

(Ter       fdU^    .   dU  ^    .   du 


und  auf  Grund  der  Gleichung 

dx         di  *  dx        di 
kann  man  schreiben: 

d'ü-       /,  du   ,    ,  du  ,    ^dU       \n 


U.  8.  W. 


d^         \    dx    ^       dy 

Für  t^^O  erhält  man   U=^u,  und  die  Formel  reduziert 
sich  auf: 


r— 1 

L  dt"  J«= 


du   ,    1  du    ,    ,  du 


(»r.+»r:+'iT+-)' 


0       \    ^Ä    '       ^y 


Demnach  ergiebt  die  Mac-Laurinsche  Formel  für  die  Funk- 
tion U: 


3y  *     de      /  '^2lV  dx*^    dy 
du   ,   1  du   ,   idu 


^        {n'-l)\V  dx^"^  dy^    dz      )       T  J^- 


Der   Best   ist   gleich   dem   Produkte   von  —   mit  einem 

Werte,  den annimmt,  wenn  man  t  durch  G^  ersetzt,  wo- 

^  df  '  ' 

bei  0  eine  zwischen  0  und  1  gelegene  Gröfse  bezeichnet.   Man 
hat  also 

^       nl\    dx  *      dy  *     dz      /«+Äe*,  y+*e<,  #+je<... 

Die  Indices  x-^h^t,,.  sollen  anzeigen^  dafs  man  in  den  par- 
tiellen Ableitungen  der  Funktion  u^  Xy  y,  sSj ...  durch  X']r^^^i 


(1) 
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y-i-kQt.,,  zu  ersetzen  hat.     Setzt  man  nun  schlielslicli  ^  ■»  1 , 
so  hat  man 

(»+^"-«+(»r:+4r+'|-)+Ä(»ffi+*|+'s-)' 

(2)        B._i(i|!!  +  i|?  +  !|S  +  ..)- 

^  ^  n\\    dx  *      dy  '     dz  *      /x+e*,  y+e*,  #+e<... 

So  erhält  man  z.  B.  in  dem  Falle  einer  Funktion  jP(a;y  y) 
von  zwei  Variabelen: 

+-(;;i5-.(»--'f95+("-'>-'^+-*^'p)+«" 

und  der  Restausdruck  wird: 

il»=  — ;|Ä" |-WÄ"^Ä; , ^^— TT-Ä         Ä   b- 


+  . . .  Ä»^) 

Wenn  nun  der  Rest  B^  nach  0  konvergiert,  während  n 
unbegrenzt  wächst,  so  ergiebt  die  Gleichung  (1)  die  Taylor- 
sehe  Reihe  fOr  eine  Funktion  von  mehreren  Variabelen,  nämlich: 

(8)    A.-(»g+i|+i?"...)+i(»|+lg+,|^...)'  +  ... 

Sind  Xf  y,  0 , . .  unabhängige  Yariabele,  so  sind  die  Diffe- 
rentiale der  Funktion  u 

\    dx   ^      oy    ^      dz      J 
und  symbolisch: 

\    «?«    '      öy   *     dz      /  ' 
also  wird  die  Formel  (3): 

und  hat  die  nämliche  Form  (Nr.  114),  wie  bei  einer  Funktion 
einer  Variabelen. 

Geht  man  auf  die  Bedingungen  zurück,  denen  die  Mac- 
XaunVische  Formel  in  dem  Falle  Einer  Variabelen  unterworfen 
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war,  und  die  bei  der  Bestimmung  der  totalen  Differentiale 
einer  Funktion  von  mehreren  Veränderlichen  eingeführt  wur- 
den (Nr.  40),  so  erkennt  man: 

Die  Gleichung  (1)  ist  nur  ein  verallgemeinerter  Mittelwerts- 
satB.  Sie  besteht,  wenn  u  und  äUe  seine  Ableitungen  bis  zur  n^^ 
Ordnung  einschiiefslich  stetig  sind  für  aUe  Werte  x,  y,  0  . , . 
zwischen  (x,  y,  0  . . .)  und  (x  +  h,  y  -{-  h^  z  -{- 1, , . .).  Oüt  dies 
furaUe  nundist  lim  ü«  -»  0,  so  gut  auch  die  Gleichung  (3\  die 

eine  Verallgemeinerung  des  Taylorschen  Saizes  ist, 

1B8.  Der  verallgemeinerte  Mao-Iiaurüisohe  Sata.  Um 
schliefslich  die  Mac-Laurinsche  Formel  für  eine  Funktion  yon 
mehreren  Yariabelen  zu  bilden,  setzen  wir  in  den  Gleichungen 
(1)  und  (2)  fCLr  x^y^z  ..,  den  Wert  0,  und  schreiben  an  Stelle 
Ton  hylcjl,,.  die  Gröfsen  x,  y^  z ...  Drücken  wir  endlich 
durch  den  Index  0  aus,  dafs  die  Gr'öfsen  x^  y^  z  •..  in.  einer 
Funktion  den  Wert  0  erhalten  sollen,  und  durch  den  Index 
dz,  Qy,  Qz  ...f  dafs  sie  diese  Werte  annehmen,  so  erhalten 
wir  synibolisch: 

und 

w  «-i[.g)+»(D+,©+...]:„„,.. 

Id8.  Der  Bulersohe  Sats  über  Formen.  Dieser  Satz 
wurde  schon  in  Nr.  90  bewiesen;  da  er  jedoch  yon  grofser 
Bedeutung  ist,  so  wird  es  nicht  überflüssig  sein,  hier  noch 
einen  andern  Beweis  zu  geben.     Es  sei 

eine  homogene  Funktion  vom  Grade  n  der  m  Yariabelen 
o^iy  x,, . . .  Xm*  Multipliziert  man  alle  Yariabelen  mit  dem  Faktor 
(1  +  ä),  so  erhält  dadurch  die  Funktion  den  Faktor  (1  +  a)*»; 
man  hat  also 

f{x^  +  axj, a:,  +  ax^, . . .  a^m  +  c^Xr^  =  (1  +  ^Yfix^}  x^,...  Xrr). 


iS 
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Entwickelt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  in  eine  nach 
Potenzen  von  a  geordnete  Reihe ^  so  ergiebt  die  linke  Seite: 

die  rechte  Seite: 

Diese  Reihe^  welche  auch  eine  unendliche  sein  kann,  wenn 
n  nicht  eine  ganze  positive  Zahl  ist^  ist  konvergent^  wenn 
a  <  1  genommen  wird.  Die  beiden  nach  Potenzen  von  a  fort- 
schreitenden Reihen  müssen  identisch  sein;  vergleicht  man  also 
die  Koeffizienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  a,  so  ist 

Die  erste  dieser  Gleichungen  drückt  die  wesentliche  Eigen- 
schaft homogener  Funktionen  aus^  welche  wir  ableiten  wollten ; 
sie  nmfafst  alle  folgenden  Gleichungen;  wie  man  leicht  ein- 
sehen kann;  denn  auch  die  partiellen  Ableitungen  sind  homo- 
gene Funktionen.     Allgemein  hat  man  symbolisch: 

und  ist  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  A;  >  n^  so  wird 


•  •  •  fc 
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Theorie  der  Maxima  nnd  Minima. 


§  1.    Funktionen  einer  einzigen  Yerftnderliehen. 

140.  Definition  der  Extremwerte.  Es  sei  f{x)  eine 
Funktion  der  Yeränderliclien  x,  und  x^  irgend  ein  besonderer 
Wert  Ton  x.  Kann  man  eine  positive  Zahl  6  bestimmen^  so 
dafs 

/■(a^o  +  *)<  /"(«o) 
wird  bei  allen  Werten  von  A  zwischen  —  6  und  +  <y,  so 
sagt  man^  daljs  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  x^  x^^  ein 
Maximum  hat.  In  diesem  Falle  ist  f{x^  grofser  als  alle 
Fnnktionswerte  in  der  Umgebung  von  x^  und  f{x^  ein  Maxi- 
mdwert  von  f{x). 

Kann  man  dagegen  eine  positive  Zahl  6  bestimmen  ^  so 
dab 

/•(^o  +  A)  >  /"W 
ist  bei  allen  Werten  von  h  zwischen  —  6  und  -f-  6,  so  hat 
die  Funktion  f(x)  an   der  Stelle  x  =  x^  ein  Minimum  und 
f{x^  ist  ein  Minimaltoert  der  Funktion. 

Hat  die  Funktion  f{x)  an  der  Stelle  x  '^  Xq  ein  Maxi- 
mniny  so  wächst  sie^  bevor  x  die  Stelle  Xq  erreicht,  und  nimmt 
ab,  nachdem  x  die  Stelle  Xq  überschritten  hat.  Das  umge- 
kehrte gilt  für  das  Minimum.  Die  Funktion  f{x)  wächst 
aber  oder  nimmt  ab,  je  nachdem  die  Ableitung  ^(x)  positiv 
oder  negativ  ist.  Hieraus  folgt,  dafs  bei  Funktionen  mit  be- 
stimmter Ableitung  eine  Änderung  vom  Wachsen  zur  Ab- 
nahme, oder  von  der  Abnahme  zum  Wachsen  dadurch  ange- 
zeigt ist,  dafs  f{x)  sein  Zeichen  wechselt.     Diese  Änderung 
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erfordert;  wenn  die  Ableitung  niclit  unstetig  ist,  dafs  sie  null 
wird.  Also  sind  die  Werte  von  x,  welche  zu  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  Funktion  f(x)  gehören ,  unter  den- 
jenigen enthalten ;  für  welche  die  Ableitung  f(x)  null  wird^ 
oder  auch  unter  denjenigen,  fOr  welche  sie  unstetig  wird. 
Auch  sieht  man  ein,  dals  eine  Funktion  mehrere  Maxima 
und  mehrere  Minima  haben  kann,  welche  dann  abwechselnd 
auf  einander  folgen,  wenigstens  solange  f(x)  endlich  und 
stetig  bleibt. 

14L   Beispiele.     1.  Betrachten  wir  zuerst  die  Funktion 

f(x)  =  a;  (a  —  a;); 
man  hat  hier 

f(x)  OB  a  —  2x^ 

die  Ableitung  wird  also  null   für  x  <=>  09   ^i^d  sie  geht  von 

einem  positiven  zu  einem  negativen  Wert  über,  wenn  x  von 
ö  —  tf  bis  zu  ^  -f-  <y  wächst.  Mithin  ändert  sich  die  Funktion 
zuerst  wachsend  und  sodann  abnehmend.  Folglich  geht  sie 
durch  ein  Maximum,  wenn  ^  °^  0  wird;  und  ihr  Maximalwert 


a* 


ist  -p. 

4 


hier  ist 


2.  Betrachten  wir  zweitens  die  Funktion 

f(x)  ^(x-  a)^  +  6; 


2  — i 


3 

die  Ableitung  ^(x)  wird  nur  null  für  a:  =  cx).  Aber  sie  wird 
unstetige  nämlich  unendlich  für  a;  *»  a;  dabei  verwandelt  sich 
das  Vorzeichen  vom  negativen  in  das  positive,  wenn  x  wächst. 
Zu  dem  Werte  a  gehört  also  ein  Minimum  der  Funktion  f(x) 
und  dieser  Minimalwert  ist  b. 

142.   Kriterium  für   die  BziBtens   eines  Bxtremwertos. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  vervollständigt  der  Taylor^ 
sehe  Satz.  Wir  setzen  voraus,  dafs  die  Ableitu?agen,  welche 
wir  betrachten  werden,  stetig  sind  in  der  Qmgebung  der 
Stellen  Xj  die  den  Maximis  und  Minimis   e::&tsprechen.     Der 
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Fall  der  Unsietigkeit  der  Ableitungen  muTs  bei  jedem  ein- 
zelnen  Probleme  besonders  untersucht  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  Rny  wie  in  dem  vorigen  Kapitel, 
den  Rest  der  TaylarBchen  Beihe^  welcher  mit  dem  Gliede  von 
der  Ordnung  n  korrespondiert,  und  wiederholen  hier,  daXs 
man  stets  den  Zuwachs  h  der  Yariabelen  x  seinem  Betn^e 
nach  so  klein  voraussetzen  kann,  dafs  der  Betrag  des  Restes 
kleiner  wird  als  der  des  letzten  Gliedes,  falls  dieses  sich  nicht 
auf  0  reduziert  (Nr.  115;  3). 

Dies  festgesetzt,  hat  man,  wenn  f(x)  die  gegebene  Funk- 
tion bezeichnet: 

(1)         /•(«o+»)-/"(*o)  =  Är(xo)  +  i?,. 

Wemi  also  f{x^  nicht  null  ist,  so  ändert  die  Differenz 

fix,  +  Ä)  -  fix,) 

ihr  Vorzeichen  je  nach  dem  Vorzeichen  von  &,  und  der  Wert 
f(x^  ist  weder  ein  MaTimum  noch  ein  Minimum.  Nehmen 
wir  also 

r(«o)  ■=  0   . 

an;  alsdann  hat  man  nach  der  Tayhrschen  Formel 

(2)  ^(a;,  +  A)_/-(a,„)-=|!r(^J  +  22„ 

und  die  linke  Seite  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  f\x^  f&r 
alle  Werte  von  h  zwischen  —  6  und  +  <y,  wenn  6  hinreichend 
klein  gewählt  wird.  Also  ist  f{x^  ein  Maximal-  oder  ein 
Minimalwert,  je  nachdem 

rCa^oXO,    oder    rix,)>Q. 

Ist  aber  /"(^)  °=  ^*  ^^  ^^^  ^®  Formel  (2)  noch  nichts 
Bestimmtes  ans.    Nehmen  wir  aUgemein  an,  dafs 

r(«o)  -  0,  fix,)  =.  0,  . . .  /^-«K)  -  0 

ist  und  dafs  die  n^  Ableitung  ftir  x  ^^  x^  nicht  verschwindet; 
alsdann  ergiebt  die  TayZorsche  Gleichung: 

(3)  fix,  +  Ä)  -  fix,)  -  g  /-«(xo)  +  iJ,+, . 

Diese  Formel  lehrt,  dafs,  wenn  n  ungerade  ist,  die  Diffe- 
renz f{x^  +  Ä)  —  fipo)  ihr  Zeichen  mit  A  wechselt,  und  folg- 
lich weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  für  x  =^  Xq  besitzt. 

Serret,  Düf-  u.  Integral-Bechnnng.  L    2.  Aufl.  13 
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Wenn  dagegen  n  gerade  ist^  so  beluLli  diese  DüFerenz  das 
y orzeichen  von  /^"^(«oX  ^^^  wenn  h  vom  negativen  zum  posi- 
tiven Wert  übergeht;  und  in  diesem  Falle  ist  also  f(x^  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum,  je  nachdem 

/^*>(fl?o)<0,    oder    f^*>(z^)>0 
ist.    Man  kann  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Satsf.  Die  Funktion  f(x)  erfülle  in  der  Umgdfung  der 
Stelle  Xq  die  Forderung  89.  Alsdann  hol  sie  an  der  Stelle  x^^x^ 
dann  und  nur  dann  einen  Exbremiwerty  wenn  die  erste  für  x^^Xq 
nickt  verschwindende  Ableitung  von  gerader  Ordnung  ist.  f(x^ 
ist  dann  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  jenachdem  jene  Ab- 
leitung  für  x  =^  Xq  negativ  oder  positiv  ist. 

§  2.  Anwendungenu 

143.  Die  Funktion  x'.  Diese  Funktion  ist  ausreichend 
definiert  nur  ftlr  positive  Werte  von  x.  Bückt  x  vom  Positiven 
her  in  die  Stelle  X'^O,  so  nimmt  x'  den  Grenzwert  1  an,  rückt 
X  in  die  Stelle  -j*  ^^>  so  wird  x'  ebenfalls  -f-  oo.    Setzt  man 

y  —  rc*,    oder    ly  «=»  xlx, 

so  folgt  durch  DifiPerentiation: 

y  dx  *       ' 

und  indem  man  nochmals  differentiiert: 

y  dx^        y*\dx/         x 

Die  gemeinsame  Bedingung  für  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum ist  T"  =  0,  oder 

iar  +  1  =*  0,     oder    x  - 

und  für  diesen  Wert  von  x  ist 

1  d^y 
y  dx* 

Da  also  ^-^  positiv  ist,  so  entspricht  dem  Werte  —  ein 
Minimum.  Ein  Maximum  ist  hier  innerhalb  der  Grenzen  x  «»  0 
tmd  rc  «=  +  oo  nicht  vorhanden.    Der  Ausdruck  fttr  ^  zeigt. 


e  ' 
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dab  diefle  Ableitong,  indem  sie  fOr  x  ^^  —  null  wird,  von 
einem  negativen  zu  einem  positiven  Wert  übergeht.  Es  wäre 
daher  nicht  nötig  gewesen,  den  Ausdruck  f&r  -^  zu  bilden^ 

om  die  Existenz  eines  Minimums  zu  erschlieisen. 

144.  Die  Funktion  af^(a  —  x)*.    Unter  a  versteh^i  wir 
eine  positive,  unter  m  und  n  ganze  positive  Eonstante. 

Es  ist 

ymm^{a  —  xY    und    ^  =  a;^~*(a — a?)*""*[ma — {m-^-r^xl. 


Wachst  x,  80  wird  die  Ableitung  -^  gleich  0  f&r  x  "» 


ma 


dx  ®  m'\'n^ 

und  geht  dabei  von  einem  positiven  zu  einem  negativen  Wert 
über.    Die  Funktion  y  wird  also  ein  Maximum  f&r 

ma  na  •,  x        a  —  x 


X 


a 


X 


oder     — 
fii» 


n 


1»  +  »»'  TO  +  n ' 

Die  Ableitung  ^  wird  auch  0  für  rc  =»  0,  wenn  m  >  1, 

und  f&r  x  *»  a,  wenn  n  >  1.  Aber  sie  ändert,  indem  sie  null 
wild,  nur  dann  ihr  Zeichen,  wenn  der  .Exponent  m  oder  n 
gerade  ist.  Alsdann  geht  sie  von  einem  negativen  zu  einem 
positiven  Werte  über.  Die  Funktion  y  besitzt  also  ein  Mini- 
mmn  f&r  x  »s  0,  wenn  m  gerade  ist,  und  für  o;  «>  a,  wenn  n 
gerade  ist. 

146.  Problem  von  Fexmat.  Zu)ei  Bäume  sind  durch  eine 
Ebene  P  gebrennt.  Es  soU  der  Weg  "bestimmt  werden^  den  ein 
heweglidher  Punkt  eurücldegen  mufSy  um  in  der  Jcürzesten  Zeit 
vcn  einem  hestimmten  Pufäcte  A  des  ersten  Baumes  in  einen  he- 
sMsimfan  Punkt  B  des  eweiten  gu  gdangen, 
wenn  sich  der  Punkt  im  ersten  Baume 
mit  der  konstanten  Oeschumdigkeit  ti,  im 
noeiten  mit  der  konstanten  Oeschwmdig- 
ieit  V  bewegt 

Der  gesuchte  Weg  setzt  sich  aus 
zwei  Creraden  zusammen,  weil  in  jedem 
der  beiden  Baume  der  von  dem  Punkte 
zurückgelegte  Weg  proportional  der  ver- 
braochten  Zeit  ist;  wenn  also  die  Zeiten  die  kürzesten  sein 
soUen,  so  müssen  auch  die  Wege  die  kürzesten  sein.    Femer 

18* 
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befindet  sich  der  Weg  in  der  Ebene  ÄCDB,  welche  senk- 
recht zur  Ebene  P  durch  die  Punkte  Ä  und  B  gelegt  ist  und 
diese  Ebene  längs  der  Geraden  CD  schneidet.  Denn  betrachten 
wir  die  gebrochene  Linie  AGB,  welche  auTserhalb  der  Ebene 
ÄCDB  liegt;  und  fällen  wir  vom  Punkte  Gy  in  welchem  sie 
die  Ebene  P  schneidet,  GL  senkrecht  auf  CD,  so  werden  die 
Geraden  ÄL  und  LB  bezüglich  kleiner  als  ^6r  und  GBj 
folglich  wird  auch  die  Zeit,  welche  der  Punkt  auf  dem  Wege 
ALB  yerbraucht,  kleiner  als  die  Zeit,  welche  fiir  den  Weg 
AGB  erforderlich  ist. 

Dies  festgestellt;  bezeichnen  wir  mit  a  und  b  die  Senk- 
rechten AC  und  BD,  welche  von  den  Punkten  A  und  B  auf 
die  Ebene  P  gefallt  sind;  mit  c  die  Entfernung  CD,  und  mit  x 
die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  H  auf  CD  Tom 
Punkte  C.    Es  ist 

^jff=l/i»+~aS    BH=y(fi  —  xy  +  h'. 

Demnach  wird  die  Zeit  t,  welche  der  bewegliche  Punkt  ver- 
braucht; um  von  A  nach  B  zu  gelangen: 


Dies  ist  die  Funktion  von  x,  deren  Minimum  gesucht  wird. 
Ein  Maximum  läist  die  Aufgabe  nicht  zu.  Die  Vorzeichen  der 
Wurzel  sind  positiv,  x  kann  alle  Werte  von  —  oo  bis  -j-  cx>  an- 
nehmen. In  den  beiden  extremen  Fällen  ist  t  positiv  unendlich 
grofs.  Setzt  man  die  Ableitung  der  Funktion  t  gleich  0;  so  folgt: 

(2)  ^ -4= ===0, 

und  beseitigt  man  die  Wurzelzeichen,  so  wird 

a;*f;*(c  —  a?)*  +  a?v^V  —  (c  —  xYu^x^  —  (c  —  x^u^a^  =  0. 

Die  Unbekannte  x  hängt  also  von  einer  Gleichung  4*^  Gra- 
des ab.  Indessen  kann  maU;  ohne  diese  Gleichung  zu  lösen, 
welche  auch  durch  Quadrierung  der  Wurzeln  eingeführte;  der 
ursprünglichen  Aufgabe  fremde  Lösungen  mit  sich  führt;  die 
geometrische  Eigenschaft  feststellen;  welche  die  gesuchte  ge- 
brochene Linie  charakterisiert.  Konstruieren  wir  KI  senk- 
recht zur  Ebene  P  im  Punkte  H,  und  bezeichnen  wir  mit  i 
den  Winkel  AHK,  mit  r  den  Winkel  IHB,  so  wird: 
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sinr  = 


sin  % 


CH  X 


AH        Yx^  +  a* 

und  folglich  ergiebt  die  Gleichung  (2),  welche  die  Bedingung 
des  Minimums  ausdrückt, 

(3)  «L»_«. 

Der  Sinus  des  Einfdttswinkels  steht  also  zum  Sinus  des 
BefmkH(mswinkels  in  dem  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten, 
mit  denen  sich  der  Punkt  im  ersten  und  zweiten  Baume  be- 
wegt. Daus  die  gefundene  Lösung  wirklich  ein  Minimum  liefert, 

lehrt  das  Verhalten  von  j-.    Es  ist  für  jedes  x^  d.  h.  für  jede 

Lage  des  Punktes  S  der  Geraden  CD: 

dt  X  c  —  X 


dx        uYx^  +  a*        vV{c  —  xy  +  b^ 

Bezeichnen  wir  mit  i'  und  r'  die  Winkel  AHK  und 
lEB^  welche  einer  allgemeinen  Lage  des  Punktes  H  ent- 
sprechen, so  wird  demnach: 

dt        smt         sin/ 
dx  u  V    ' 

Nach  Gleichung  (3)  läfst  sich  dies  in  die  Form  setzen: 

dt         sin  r'  f  sin  i'        sin  %  1 
dx  u      i  sinr'        sinr  J 

Darchläuft  nun  der  Punkt  H  die  Gerade  CD  in  der 
Richtung  von  C  nach  2),  so  wächst  der  Winkel  i'  beständig, 
wahrend  r'  beständig  abnimmt,  also  wird  bei  dieser  Bewegung 


Bin» 


•/ 


der  Quotient  - — ;  beständig  wachsen,   und  folglich  ist    die 


smr 


rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  negativ,  wenn  der  Punkt  H 
links  von  der  Minimalstelle  liegt,  und  er  ist  positiv,  wenn 
der  Punkt  H  rechts   von   der  Minimalstelle   liegt.    Wächst 

also  X  von  0  bis  a?  =  CZ),  so  wird  j-  vom  Negativen  zum 

Positiven  durch  die  Null  hindurchgehen.  Wir  haben  also  ein 
Minimum,  wie  proleptisch  das  Problem  fordert. 

146.  Gröfster  und  kleinster  Abstand  eines  Punktes  von 
einer  Kurve.   Es  seien  a  und  b  die  Koordinaten  des  gegebenen 


(2) 


;.-['  +  Sl)T  +  (»-»)fi- 
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Punktes  Jlf^  in  Bezug  auf  zwei  rechtwinklige  Axen;  x  und  y  die 
Koordinaten  der  Punkte  M  auf  der  gegebenen  Kur^e.  Die  Ordi- 
nate y  ist  eine  bestimmte  gegebene  Funktion  von  x,  und  das 
Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  MQ(a,  b)  von  einem  Punkte 
M(Xj  y)  ist 
(1)  «_(a,_a)»  +  (y-i)«. 

Es  handelt  sich  darum^  die  Maximal-  und  Minimalwerte  dieser 
Funktion  von  x  zu  bestimmen. 
Man  hat 

2  ~dx^ 

Die  Bedingung  3-  *=»  0  des  Maximum  oder  Minimum  ist  hier 

(3)  (<,_a)  +  (y_6)||  =  0, 

oder  ,     , 

y  —  ^  .  ^y  c=r  _  1 

x  —  adx 
^^^^^  ist  der  Richtungskoefißzient  der  Verbindungsgeraden 

des  gegebenen  Punktes  Mq  mit  dem  gesuchten  Eurvenpunkte  M, 

^  der  Richtungskoeffizient  der  Tangente  im  Punkte  üf.    Die 

Gleichung  drückt  also  aus^  dafs  die  Verbindungsgerade  eine 
Normale  der  gegebenen  Kurve  sein  mufs. 

Ist  ein  Punkt  M  durch  die  Gleichung  (3)  bestimmt,  so 
gehört  er  zu  einem  Maximum  oder  einem  Minimum  der  Ent- 

femungy  je  nachdem  j—^  positiv  oder  negativ  wird.    Wenn  aber 

g^  null  wird,  so  mn&'maa  zu  den  höheren  Ableitungen  über- 

gehen,  um  zu  entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
oder  keins  von  beiden  stattfindet.     Dieser  letzte  Fall  tritt  im 

Besonderen  dann  ein,  wenn  ^-^  null  wird  und  j—^  von  0  ver- 
schieden ist;  von  ünstetigkeiten  sehen  wir  hier  ab. 

Ist  nun  j-,  an  der  fraglichen  Stelle  gerade  null,  so  haben 

d*v 
wir  nach  (2)  ein  Minimum;  ist  aber  ~  4=  0,  so  denken  wir 

ctx 

uns  die  Gerade  M^M  konstruiert,  und  lassen  nun  den  Punkt  M^ 
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alle  möglichen  Lagen  auf  ilir  einnehmen;  dann  wird  es  eine 
Lage  M'  geben^  für  welche  j-^  null  wird.  Nennt  man  x'y' 
die  Koordinaten  dieses  Punktes  3t,  so  hat  man 

und  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  kann  also  in  der  Form 
geschrieben  werden: 

2  dx^       L^  ~  \dx/  Jy  —  y' 

Hieraus  folgt;  dals  der  Wert  M^M  ein  Minimum  oder 
ein  Maximum  sein  wird,  je  nachdem  b  —  y^  und  y  —  y' 
gleiche  oder  verschiedene  Zeichen  haben.  Mit  anderen  Worten: 
68  findet  ein  Minimum  statt^  wenn  der  Punkt  M^  zwischen  M 
und  M'  sich  befindet,  im  anderen  Falle  ein  Maximum.  Der 
Punkt  M'  ist,  wie  wir  später  (Nr.  198)  sehen  werden,  nichts 
anderes  als  der  KrümfnungsfniUelpufAt,  welcher  zum  Punkte  M 
der  gegebenen  Kurve  gehört. 

147.  Die  Kurve  der  vorigen  Nummer  ist  ein  Kreis« 
Nehmen  wir  an,  dafs  die  gegebene  Kurve  ein  Kreis  ist  mit 
der  Gleichung  ^^  +  y»  ^  R*. 

indem  man  diese  Oleichung  differentiiert,  wird 

Die  Gleichung  (3)  der  vorigen  Nummer  wird  also 

b  a  ^' 
Bie  stellt  die  Gerade  dar,  welche  den  gegebenen  Pimkt  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Exeises  verbindet,  und  diese  schneidet 
die  Peripherie  in  zwei  Punkten,  von  denen  der  eine  zu  einem 
Minimum,  der  andere  zu  einem  Maximum  gehört.  Der  mit  If 
bezeichnete  Punkt  ist  nämlich  hier  der  Mittelpunkt  des  Kreises; 
denn  seine  Koordinaten  x'y'  genügen  den  Gleichungen 

y 

h 

also  ist  x' =3  0  und  y'=  0;  und  man  erhält 

1  d^v        Ä*  b 


:-^  =  Oundl  +  (g)+(,-j,')Ö==0,  also  -y'g-0, 


2  dx^        y*  y 


200  Seclutes  EapiteL 

Daraus  folgt^  dab  j^  positiv  oder  negativ  wird,  je  nachdem 

b  und  y  von  gleichem  oder  verschiedenem  Zeichen  sind. 

148.  Die  Kurve  der  Nummer  146  ist  eme  Baomkiirve. 
Ist  die  gegebene  Eorve  eine  doppelt  gekrümmte,  oder  liegt, 
falls  sie  eben  ist,  der  gegebene  Punkt  nidit  in  ihrer  Ebene,  so 
hat  man  die  drei  rechtwinkligen  Koordinaten  im  Baume  anzu- 
wenden. Das  Qoadrat  der  Entfernung  des  Punktes  M^(fl,  hy  c) 
von  einem  Eurvenpunkte  M{Xj  y,  s)  wird 

t;-(a:-a)«  +  (y-6)*  +  (0-c)», 
und  y  und  g  sind  gegebene  Funktionen  von  rr;  femer  hat  man 


1  d*v 

2  dx* 


-['+eö"+©i+(»-«ö+(-«)iä- 

Die  Punkte  mit  den  Koordinaten  x,  y,  g,  welche  zu  einem 
Maximum   oder  Minimum   gehören   können,    sind   durch    die 

Gleichung  j-  =  0  gegeben,  oder 

mit  der  man  die  beiden  Gleichungen  der  gegebenen  Kurve  zu 
verbinden  hat.  Betrachtet  man  a,  &,  e  als  variabele  Koordinaten, 
X,  y,  0  als  feste  Groben,  so  ist  dieses  die  Gleichung  einer 
Ebene,  welche,  wie  später  gezeigt  wird,  nornuxl  zur  gegebenen 
Kurve  ist,  d.  h-  senkrecht  steht  zur  Tangente  des  Kurven- 
punktes M  in  diesem  Punkte.  Um  nun  das  Maximum  und 
Minimum  zu  unterscheiden,  bemerken  wir  vor  allem,  dals  ein 

Minimum    immer    dann    stattfinden   wird,    wenn   (y  —  V)  -p-^ 

+  (j?  —  O^-i  verschwindet^  d.  h.  wie  wir  später  sehen  werden, 

wenn  Mq  auf  der  durch  M  gehenden  Binormalen  liegt  (Nr.  264). 
Ist  aber  jener  Ausdruck  nicht  null,  so  bezeichnen  wir  mit  x^  y'  z' 
die  Koordinaten  des  Punktes  M%  welcher  auf  der  Geraden  MM' 

liegt  und  welcher  den  Ausdruck  ^-|  zu  null  macht,  wenn  in 

ihm  (a,  6,  c)  durch  {x\  y',  xr')  ersetzt  werden.  Dieser  ist  durch 
die  Gleichungen: 
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' + &)'+  m'+  o  -  rtg + ('  -  '')S  -  0, 

X  —  a  y  —  b         g  —  e 

X  —  x'        y — y'        g  —  e' 

bestimmt.  Mit  Hülfe  der  hieraus  berechneten  Werte  der 
{x'j  y'j  z')  kann  man  für  den  gegebenen  Punkt  (a^  hy  c)  dem 

Y^,  die  Form  geben: 

2  dx^  ~  L^  "T"  \dx/  "r"  \dx/  Jx  — ä'  ' 
Folglich  wird 

g>0,    oder     ^.<0, 

je  nachdem  a  —  x'  und  x  —  x'  von  gleichem  oder  tmgleichem 
Zeichen  sind;  hieraus  folgt ^  dafs  ein  Minimum  stattfindet^ 
wemi  die  Punkte  M^^  und  M  auf  derselben  Seite  der  von  den 
Punkten  M'  in  der  Normalebene  gebildeten  Geraden  liegen^ 
dagegen  im  andern  Falle  ein  Maximum.  Die  von  den  Punkten  M^ 
gebildete  Gerade^  welche  auch  als  Schnitt  zweier  benachbarten 
Normalebenen  definiert  werden  kann^  heiüst  die  zum  Kurven- 
Punkte  M  gehörige  Krümmungsaxe  (Nr.  263). 

Liegt  der  Punkt  Mq  auf  der  Krümmungsaxe,  ist  also 

(x-a)  +  (y-6)g  +  (.-c)g  =  0 
und 

■  [' + (äS'+ e-öi + (» -  »)S +(-«)£-  0. 

80  rnuDs  man  die  dritte  Ableitung  bilden.    Diese  wird 

Nur  wenn  für  die  Koordinaten  b  und  c  auch  dieser  Ausdruck  0 
wird,  kann  die  Entfernung  MqM  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
mum sein.  Dieser  besondere  Punkt  auf  der  Krümmungsaxe 
ist  der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  des  Punktes  M 
(Nr.  276).  Für  jeden  andern  Punkt  auf  der  Axe  findet  weder 
ein  MmiTnnTri  noch  ein  Maximum  statt. 

148.  Nebenbedingongen  in  Gestalt  von  Ungleiohh&iten. 
Bisweilen  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  des  groDsten 
und  des  kleinsten  Wertes,  welchen  eine  Funktion  f(x)  der 
Variabelen  x  annimmt;   während  x  nur  zwischen  gegebenen 


2  dx* 
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Grenzen  a  und  h  variiert.  Solch  ein  Maximum  oder  Minimum 
heifst  ein  relatives.  Um  die  Frage  zu  lösen,  hat  man '  die 
Änderungen  der  Funktion  f{x)  mit  Zuhilfenahme  ihrer  Ab- 
leitung zu  untersuchen.  Bleibt,  während  x  von  a  bis  h  yariiert, 
die  Ableitung  endlich  und  stets  von  gleichem  Vorzeichen,  so 
sind  die  relativen  Mazima  und  Minima  die  extremen  Werte 
f{a)  und  /*(&)•  Hat  die  Funktion  mehrere  Maxima  und  Minima 
innerhalb  der  betrachteten  Grenzen,  so  wird  der  gröfste  unter 
den  Maximalwerten  das  Maximum  Motximorum  und  der  kleinste 
unter  den  Minimalwerten  das  Minimum  Minimorvm  genannt. 
In  diesem  Falle  genügt  das  Maximum  Maximorum  den  früheren 
Bedingungen,  wenn  es  die  extremen  Werte  f(a)  und  f(b)  über- 
trifft, desgleichen  das  Minimum  Minimorum,  wenn  es  kleiner 
ist  als  diese  extremen  Werte. 

Handelt  es  sich  bei  einer  Aufgabe  um  die  Bestimmung 
eines  Maximums  oder  Minimums,  und  trifft  man  dabei  solch 
eine  Wahl  der  Yariabelen,  dafs  die  unabhängige  innerhalb 
bestimmter  Grenzen  bleibt,  so  kann  es  eintreten,  dals  für  die 
Funktion,  deren  Maximum  oder  Minimum  gesucht  wird,  nur 
ein  relatives  Maximum  oder  ein  relatives  Minimum  vor- 
handen ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Aufgabe  der  Nr.  147,  bei  der  es 
sich  um  die  kürzeste  oder  längste  Entfernung  eines  Punktes 
von  einem  Kreise  handelt.  Wenn  wir  die  Abscissenaxe  durch 
den  gegebenen  Punkt  legen,  so  ist  das  Maximum  oder  Mini- 
mum des  Ausdruckes 

F=  {x  -  ay  +  y» 

zu  bestimmen.     Gemäfs  der  Gleichung  des  Kreises   ist   aber 
y>  «a  22'  —  a^,  und  man  hat  also 

F— (a:  —  a)' +  1? -- a;V 
oder 

F=K«-f  a«  — 2aa;. 

Es  ist  ersichtlich,  dafs  diese  Funktion  F,  welche  in  x 
linear  ist,  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  hat^  wenn 
X  unbeschrankt  ist.  Für  unsere  Aufgabe  erfordert  indessen 
die  Gleichung  des  Kreises  y  =  YlP — x^,  dafs  die  unabhängige 
Veränderliche  x  zwischen  —  R  und  +  R  bleibt.    Nehmen  wir 
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a  positiv  an^  so  wird  das  relative  Minimum  und  das  relative 
Maximum  von  V 

(a  —  By    und    {a  +  BY, 

die  extremen  Werte  a;  «=»  —  B  und  a;  •«  +  B  geben  also  die 
LösQDg  der  Aufgabe. 

IßO.  Die  Funktion  ist  implioite  durch  eine  Gleichung 
gegeben.  Ist  eine  Funktion  y  mit  der  Yariabelen  x  durcli 
eine  Gleichung 

(1)  /•(«,  y)  -=  0 

Terbnndeii,  so  folgt  dnrcli  Differentiation 

(2)  ■^A.Pl.^^o. 

\  /  dx'^dydx 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  verlangt, 
dab  ^  null  wird;  man  hat  also: 

Bestimmt  man  die  gemeinsamen  Lösungen  (^o>yo);(^i;yi)'-* 
der  Gleichungen  (1)  und  (3)^  so  sind  die  Werte  von  Xy  welche 
zu  Maximal-  und  Minimalwerten  von  y  gehören^  in  der  Reihe 
x^,  x^, . .  enthalten.  Wir  sehen  hierbei  von  den  Maximis  und 
Minimis  ab;  welche  zu  Werten  von  x  gehören  können,  fdr  die 

^  nicht  mehr  stetig  bleibt. 

Es  kann  auch  eintreten,  dals  die  beiden  Gleichungen 

(4)  1^  =  0,     l^-=0 

\  ^  dx  '      dy 

gemeinsame  Lösungen  besitzen ,  welche  zugleich  auch  der 
Gleichung  (1)  genügen.  Für  solche  Werte  von  x^  denen  ein 
Wert  y  entspricht,  der  zugleich  die  Gleichungen  (1)  und  (4) 

erfUlt^  kann  der  Wert  von  ^  nicht  mehr  aas  der  Gleichung  (2) 

berechnet  werden.  Wir  beschiänken  uns  hier  auf  diese  Be- 
merkung, die  späterhin  gelegentlich  der  Untersuchung  singulärer 
Punkte  einer  Kurve  (Nr.  181  &)  weiter  ausgeführt  werden  wird. 
Um  nun  zu  entscheiden,  ob  eine  Lösung  der  Gleichungen 
(1)  und  (3)  wirklich  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  gehört, 
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mxjSa  man  zu  den  höheren  Ableitungen  von  y  übergehen.    Die 
DifiPerentiation  der  Gleichung  (2)  eigiebt: 

dx*  '^  ^  dxdydx'^  dy^\dx)  "r"  ^ydx^  ""  ^' 
und  da  -,—  null  ist,  so  hat  man,  wenn  ^   ^    und  o-4  endlich 
bleiben  und  g-^  =|=  0  ist:  o, - 


da;*  ^ 

Das  Vorzeichen  dieses  Ausdruckes,  in  welchem  man  das 
gefondene  Wertsystem  {x^y  y^y  (x^,  y J  . . .  zu  substituieren  hat^ 
entscheidet  über  das  Maximum   oder  MinimuuL    Wird   aber 

d*ii 

~  gleich  null,  so  hat  man  die  Untersuchung  nach  der  Theorie 

der  Nr.  142  weiter  zu  führen. 

151.  BeispieL  Das  Maximum  der  FutiJction  y  m  bestimmen^ 
tcekhe  durch  die  Gleichung 

f(Xy  y)  -=.  y8  —  3axy  +  a;»  —  0 

definiert  ist,  wo  a  eine  positive  Konstante  bedeutet. 
Es  ist 

Tdi  —  «y  +  «*>  Tai"-»     «*' 

und  die  Elimination  von  y  zwischen  den  Gleichungen 

/•(«,y)  =  0     und     g-0 

iriebt: 

^  x^  —  2a«rc»  —  0, 

oder 

a?  «=  0    und    x  =  a^^. 

Die  entsprechenden  Werte  von  y  sind: 

y  =  0    und    y  =»  af^4. 
Das  erste  System  a;  =»  0,  y  >»  0  macht  auch  -g^  zu  null 

und  gehört  zu  einem  singulären  Punkte;  das  zweite  System 
(x  "»  a  j/2,  y  B»  ^^4)  liefert  ein  Maximum;  denn  es  ist 

d*y a«^  _     —2a;  —2 

drc*  a/"         y*  —  ao;  a 
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152.  Die  Fimktion  ist  implioite  durch  mehrere  Glei- 
ehnngen  gegeben.  Wir  wollen  noch  den  allgemeinen  Fall 
betrachten^  bei  welchem  m  -f-  1  Variabele  x,  x^,  x^,  .  .  -  Xm 
durch  m  Gleichmigen  mit  einander  verbmiden  sind: 

fl\Xf  Xiy  X^,  .  .  .  Xm)  =  0; 

Ti\'^9  3/j,  fl?g;   .  •  .  Xm)  =^  "; 


(1) 


>  ffnyXy  Xu  X^)  •  •  •  Xm)  "^  i/; 

und  nehmen  an,  dafs  die  Maximal-  nnd  Minimalwerte  von 
einer  dieser  Variabelen,  z.  B.  x^y  zu  bestimmen  sind.  Eine  unter 
den  Variabelen,  z.  B.  Xy  läfst  sich  zur  unabhängigen  wählen. 
Dabei  lassen  wir  die  Werte  von  Xj  f&r  welche  die  Ableitung 

-~^  etwa  unstetig  wird,  bei  Seite.  Die  Bedingung  des  Maxi- 
mums und  Minimums  wird  nun 

^  =  0    oder    dx^  «•  0. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  ergiebt: 


(2) 


dx 


dXm  =  0, 


m 


dx 


a/; 


df. 


dx  +  ^dx,  +  ---^dx„^0, 

1  Äl 


dx 


"*  ^^  +  ^  ^^  + 


df. 


m 


dx^-^-^  '       dx^ 


dXm-^0. 


Bezeichnet  man  mit  X^  die  Determinante: 


dx^  dx^ 


»««' 


df^  df,       df. 


dx^  dx^ 


dx, 


m 


a/«  8f. 


m 


sf. 


ifi 


dx^  dx^ 


ox 


m 


und  durch  X  die  Determinante;  welche  aus  ihr  hervorgeht, 
wenn  man  die  Elemente  der  ersten  Kolonne  bezüglich  durch 
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dx^  dx  ^         dx 
ersetzt;  so  ist  das  Resultat  der  EliminatuHi  der  Differentiale 
dx^ . . .  dXra  aus  den  Gleichungen  (2) 

(3)  Xdx  +  X^dx^  =-  0. 

Man  hat  also  fdr  ein  Maximum  und  Minimum 

(4)  f  =  0. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  den  m  Gleichungen  (1), 
so  erhalt  naa  ein  System  m  -^  1  simultanen  Gleichungen, 
deren  gemeinsame  L^songen  zu  bestimmen  sind. 

Dabei  kann  es  eintreten,  dab  die  Gleichungen  (1)  f&r  ge- 
wisse Werte  der  Yariabelen  zusammen  mit  den  Gleichungen 

Z«=0,     Zi— 0 

erffillt  sind;  dieser  Fall  ist  ebenso  wie  der,  daCs  Z^  <"  0  ifit 
jedesmal  besonders  zu  untersuchen. 

Um  nun  die  Scheidung  zwischen  den  Mazimis  und  Minimis 

zu  treffen,  hat  man  den  Ausdruck  fELr  -j-^  zu  bilden,  und  zu 

diesem  Zwecke  wird  man  die  Gleichungen  (3)  differentiieren. 

Man  erhält  aus  ,  ^ 

dxx  X 

'dx  ^~  Xl> 

^  dX ydXi 

d^x^  "^  dx  dx 


dx*  X,» 

Hier   treten  rechts   die   Ableitungen  -j^ ,  •  •  •  -j^  auf.    Ihre 

Werte  sind  aus  den  Gleichungen  (2)  zu  substituieren.  Man 
kann  auch  die  Gleichungen  (2)  total  nach  x  differentiieren 
und  durch  Elimination  der  Differentiale  d^x^ ,  . . .  d!^Xni  die 
Gleichung  für  d!^Xi  bilden.  In  welcher  Weise  man  weiter  zu 
gehen  hat,  falls  die  Ableitungen  höherer  Ordnung  zu  betrachten 
sind,  ist  leicht  zu  sehen. 

168.    Nebenbedingungen   in   Gestalt    von    Gleiohxingen. 

Die  vorstehende  Untersuchung  ist  allgemein  und  umfalst  auch 
den  Fall,  in  welchem  die  Maxima  und  Minima  einer  expliciten 
Funktion 

F(X,  X^y  ..  ,  Xm^l) 
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Ton  m  Yariabelen  zu  bestimmen  sind;   welche  durch  m  -«-  1 
Gleichungen 

mit  einander  yerbunden   sind.    Denn  fQgt   man  diesen  Glei- 
chungen noch  die  folgende  hinzu: 

.  w  —  F(x,  Xij ...  x„,-tj  —  0 , 
80  hat  man  ein  System  yon  m  Gleichungen^  mit  m  +  1  Ver- 
änderlichen,  und  es  handelt   sich  um   die  Bestimmung  der 
MaTima  und  Minima  yon  einer  dieser  Yariabelen,  nämlich  u, 
was  die  in  der  Torigen  Nununer  gelöste  Aufgabe  ist. 

§  8.  Funktionell  Ton  mehreren  Yerftnderliclien. 

154.  Definition  der  Extremwerte.  Es  sei  f(x,  Vf^f  •) 
eine  Funktion  von  mehreren  unabhängigen  Yariabelen  x^y^z^.,. 
Man  sagt^  dals  diese  Funktion  ein  Maximum  hat  an  der  Stelle 

*  ~  ^09  y  "*  yo>  ^  *"  ^07  •  •  •>  ^©^^  61^6   positive  Zahl  6  ge- 
fanden werden  kann,  so  dafs  die  Differenz 

fi^o  +  *i  Sfo  +  *;  ^0  +  ^  •  •  •)  —  /"(«o  Vnf  ^o;  •  •  •) 
negativ  ist  f&r  alle  %,  i,  2,  . . .  zwischen  —  6  und  +  6. 
fi^of  Ifof  ^of  •  •  0  ^^  dsam  der  gr5Iiste  Funktionswert  unter  all^ti 
in  der  Umgebung  der  Stelle  ^  "»  ^o ;  9  ""  ^o ;  ^  "^  ^o ;  *  •  •  ^^^ 
dagegen  fip^^y^yB^  unter  allen  Funktions werten  in  der  Um- 
gebmig  der  Stelle  x  ^=^  x^y  y^V^y  0  =  0^,...  der  kleinste, 
80  hat  f  dort  ein  Minimum. 

Es  sei  X  =  Xq,  y  »=  y« ;  • .  •  eine  Stelle,  an  der  f(x,  y,  xr, . . .) 
ein  Maximum  oder  Minimum  besitzt,  und  es  erfülle  f  nebst 
seinen  ersten  Ableitungen  in  der  Umgebung  jener  Stelle  die 
Forderung  93.  Wir  erteilen  jetzt  y^Zy ...  die  besonderen  Werte 
y  «=  yo,  jer  —  iEf^, . . .  Die  Funktion  f{Xy  y^,  0^, . . .)  hängt  als- 
dann nur  von  der  Yariabelen  x  ab,  und  da  sie  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird  fOr  x  «^  x^^  so  wird  die  Ableitung 

df{x,y^,z^  .  .  .) 
dx 

null  Üi  x^^x^.    Also  muDsi  bei  unseren  Annahmen  die  partielle 
Ableitung 'der  gegebenen  Funktion  nach  rr,  nämlich 
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df{x,  y,e.,.) 
dx 

null  sein  oder  unstetig  werden  ftlr  o;  »>  rr^,  y  =»  J^o;  ^  ="  ^o* 
Dieselbe  Überlegung  bezieht  sich  auch  auf  die  partiellen  Ab- 
leitungen : 

dy  ^  dz  '  ' 

und  folglich  gehören  die  Werte  von  x,y,0...f  denen  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  der  Funktion  f  entspricht,  zu 
denjenigen,  für  welche  das  totale  Differential  df  dieser  Funk- 
tion null  wird,  oder  eine  ünstetigkeit  erleidet. 

155.  Notwendiges  und  hinreiohendes  Kritexinm  tfax  die 
Bzistenx  eines  Extremwertes.  Wie  bei  den  Funktionen  Einer 
Yeränderlicheo,  so  bietet  auch  bei  den  Funktionen  mehrerer 
Veränderlichen  der  TaylorBche  Satz  ein  Mittel,  die  Unter- 
suchung der  Extremwerte  von  Funktionen  noch  mehr  ins 
Einzelne  durchzufuhren.  Freilich  ist  dabei  von  Yome  herein 
zu  bemerken,  dafs  die  Resultate  hier  weit  weniger  befriedigend 
ausfallen  als  bei  den  Funktionen  Einer  Veränderlichen. 

Die  Funktion  f(Xf  y, . . .)  besitze  an  der  Stelle  x  ^^  x^j 
y^^tfof'  einen  Extremwert;  etwa  ein  Minimum,  um  die 
Ideen  zu  fixieren.  Sie  erfülle  femer  in  der  Umgebung  jener 
Stelle  die  Forderung  S3.  Alsdann  ist  für  alle  Werte  A^  X;,  2, . . . 
in  der  Umgebung  der  Stelle  Ä  «=>  0,  i;  =  0, . . .: 

f(P^o  +  Ä;  yo  +  *,.-.)  —  /"(«o;  yo; . . .)  >  0- 

Ist  umgekehrt  diese  Differenz  für  alle  h,  Je,  l^  ...  in  der 
Umgebung  der  Stelle  h  =  0,  X;  »»  0, . . .  positiv,  so  besitzt 
f(Xf  y, . . .)  ein  Minimum  an  der  Stelle  x  =  Xq,  y  "^  yo ;  •  -  • 
Entwickelt  man  aber  f(xQ  +  ä,  yo  +  *?  •  •  •)  nach  Potenzen 
von  A,  X;, . . .,  so  wird: 

(1) /•(«o+Ä,yo+*,"0-/'(«o,yo,--)-AS^A+|jÄ+...)^  ^    H-2J,. 

Die  Indices  in  der  Klammer  rechter  Hand  deuten  an,  daCs 
man  in  J-j  J-,  . ..  für  a?,  y, . . .  die  Werte  Xq^  yo>  •  •  •  ein- 
setzen soll.  R^  hatten  wir  in  der  symbolischen  Form  dargestellt: 


'>.-H'i''+'i,  "+■■■)'. 


*o+*A,iro+**i-. 
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Hierin  mnTs  nach  erfolgter  Qnadrierung  (j^f)^  durch  d'^f  er- 
setzt nnd  dann  in  die  so  entstehenden  Ableitungen  2^'  Ord- 
nung fOr  Xjyy..  .y  ^0  4*  ^^7  Ifo  "H  ^^f '  •  •  eingesetzt  werden. 
Nun  Terschwinden  aber  nach  den  Entwickelungen  der 
Torigen  Nummer  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung 
sämtlich  an  der  Stelle  x^»  Xq,  y  *»  J^o  >  *  *  *  ?  ^  ^^  dort: 

(2)  ?£  =  0      ^  =  0 

Also  wird  die  Gleichung  (1)  einfach: 

f(P^o  +  Ä,  yo  +  *;  •  •  •)  — /"(«o?  Vo? . .  0  =  -^2- 

Besitzt  daher  /"an  der  Stelle  x  ^>^  x^y  y  "^  J^o;  *  -  •  ®^  Minimum, 
so  muHs  22,  positiv  sein  fdr  alle  Stellen  h^kyl^ , . .  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  A  <»  0,  X;  =  0; . . .  Umgekehrt^  hat  B^  diese 
Eigenschaft^  so  besitzt  f  an  der  fraglichen  Stelle  ein  Minimum. 
Besitzt  hingegen  B^  fQr  alle  Stellen  h,  k^  l^  . . ,  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  A  «»  0^  ä;  «»  0,  . . .  nur  negative  Werte  ^  so 
wird  f  an  der  Stelle  x  '=^  x^,  V  ^^tfo)  "  -  ®^  Maximum  und 
umgekehrt.  Kann  aber  B^  in  der  Umgebung  der  Stelle  %  ««  0, 
h=:0,..,  sowohl  positive  als  negative  Werte  annehmen ,  so 
existiert  an  der  Stelle  {Xq,  y^^ ...)' weder  ein  Maximum^  noch 
ein  Minimum.    Es  gilt  somit  der 

Sat0.  Die  Funktion  f{x,  y, . . .)  erfülle  in  der  Umgebung 
der  Stelle  x^^x^^  y  ~  yo;  •  •  •  ^^  Fcrderwng  83.  Damit  die 
Fmktion  f  an  jener  Steile  einen  Extremwert  besitze,  sind  atoei 
Bedingungen  notwendig  und  hinreichend: 

Einmal  müssen  an  jener  Stelle  alle  ersten  Ableitungen  ver- 
sdimnden: 

dx       "'      dy       ^'••' 

Zu^eitens  mufs  der  Ausdruck: 

todeher  in  der  Enluriekelung  von  f  nach  Potenzen  der  h^k,... 
aufiritty  für  aUe  h,  k,. . .  in  der  Umgebung  der  Stelle  A  «»  0, 
i  =  0, . .  •  sein  Zeichen  behalten. 

Sind  diese  Bedingungen  erfiUU,  so  entspricht  dem  negativen 
Vcr zeichen  von  B^  ein  Maximum,  dem  positiven  ein  Minimum. 

Seiret,  Diff.-  n.  Jntegral-Bechnnng.   I.   2.  Au£L  14 
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156.  Notwendiges  Kriterium  für  die  Bzistena  eines 
Extremwertes.  Das  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellte  Etite- 
rinm  ist  praktisch  häufig  unbrauchbar.  Denn  ganz  abgesehen 
Yon  den  Schwierigkeiten,  die  es  hat  im  einzelnen  Falle  zu 
entscheiden,  ob  der  Ausdruck  i2,  sein  Zeichen  behält,  so  stört 
auch  der  umstand,  dafs  die  Gröfse  &  ihrem  Werte  nach  un- 
bekannt ist  und  dafs  man  nur  weils,  daXs  sie  zwischen  0 
und  1  liegt. 

Man  wird  daher  um  die  Extremwerte  einer  Funktion, 
die  die  Forderung  S3  erfüllt,  zu  finden,  sich  meist  mit  der 
Auflösung  der  Gleichungen  begnügen  müssen: 

dx  ^*  dy  ^'---^ 
deren  Zahl  mit  der  der  Unbekannten  x,  y, . . .  übereinstimmt. 
Die  Entscheidung,  ob  einem  Lösungssysteme  x  =  Xqj  y »»  J^o'  *  *  • 
ein  Extremwert  entspricht  und,  wenn  das  der  Fall  ist,  ob  er 
ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  kann  dann  häufig  im  ein- 
zelnen Falle  aus  der  Natur  der  Aufgabe  gefolgert  werden. 

Immerhin  möge  ein  neuer  Weg  hier  zur  Bestimmung  von 
Extremwerten  eingeschlagen  werden,  welcher  uns  verhältnis- 
mäfsig  einfache  notwendige  Kriterien  fär  das  Ma^mum  und 
Minimum  liefert. 

Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  in  /*  ein: 

x=-XQ  +  ht,     y  =  yo  +  *^  .  •  • 
Dadurch  wird  f  eine  Funktion  von  t: 

Besitzt  nun  f  als  Funktion  von  x,y,...  an  der  Stelle  x^^x^, 

y  ssay^^, , ,  ein  Maximum  (Minimum),  so  besitzt  auch  F  als 

Funktion  von  t  an  der  Stelle  ^  «=  0  ein  Maximum  (Minimum), 

und   zwar   gilt  dies,   welches   auch  die  Werte   %,%,...  sein 

mögen,   wenn   sie   nur   in  der  Umgebung  der  Stelle  A  <»  0, 

2;  B»  0, . . .  liegen.    Besitzt  nun  F{t)  an  der  Stelle  t^'O  einen 

Extremwert,  so  ist,  wenn  wir  wieder  von  den  Fällen  der  ün- 

stetigkeit  absehen: 

r(0)  — 0 

und  für  ein  Maximum  ist  i^'(O)  nicht  positiv,  fQr  ein  Minimum 
F'\Q)  nicht  negativ. 
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Non  ist  aber  symbolisch: 

Also    mulB    für    alle    h^  Tc^  .  .  ,    an    der    Stelle   x  =  Xq, 

y  =  yo»  •  •  •  8^^= 

Dies  fOhrt  auf  die  alten  Gleichungen  (2)  der  vorigen 
Nummer.  ^ 

Anfserdem  mnfs  aber  noch  sein: 

(2)    i^h  +  ^Jc+"'y^O  für  dasMax.u.^Ofar  das  Min, 

Um  diese  Bedingungen  einfacher  schreiben  zu  können, 
setzen  wir  h  =>  dx^  Je «»  dy, . . . ;  dann  wird  der  Ausdruck  (1) 
dieser  Nummer  das  totale  Differential  erster  Ordnung  df  und 
der  Ausdruck  (2)  dieser  Nummer  das  totale  DifiPerential  zweiter 
Ordnung  d^f.    Also  gilt  der 

SatB.  f(x,  y, . . .)  erfülle  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  =  Xq, 
y  «  y^, . . .  die  Forderung  S3.  Soll  f  an  jener  SteUe  ein  Maocimum 
(Minimum)  sein,  so  mufs  dort  das  totale  Differentied  erster  Ordr 
nymg  fwr  bdiä>ige  Werte  der  dx,  dy, . . .  verschwinden: 

df=0, 

und  das  totale  Differential  zweiter  Ordnung  darf  an  jener  Stelle 
AmfaUs  für  willkürliche  Variabele  dx,  dy, . . .  nie  positiv  (nie 
^Mgaiio)  sein.    Es  mufs  also  sein 

Für  das  Max.:  d^f£0,      für  das  Min.:  d^f^O. 

157.  Kriterium  für  einen  Spezialfall.  Sucht  man  die 
Extremwerte  einer  Funktion  f(x,  y)  Yon  zwei  Veränderlichen, 
80  kommt  man  meist  mit  dem  folgenden  Satze  aus: 

8at0.  Die  Funktion  f(x,  y)  erfülle,  in  der  Umgänmg  der 
Stdle  a?  =  a?0,  y  =  yo>  •  •  •  ^^  Forderung  83.  Ihre  drei  Ab- 
leiimgen  sweUer  Ordnung  seien  an  jener  Stelle  nicht  alle  nuU. 
Daum  besitzt  f{x,y)  an  jener  Stelle  einen  Extremwert,  wenn 
^mal  die  partiellen  Ableitungen  erster  Ordnung  dort  verschwinden : 

14* 
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und  wenn  sodann  der  Ausdruck: 

^^i  dx*  ay«         \dxdyl 

an  jener  Stelle  positiv  ist.  Und  mwr  hat  man  ein  Maximum 
oder  Minimum^  je  nachdem  für  x  =  x^,  y  «=  yo* 

|^<0    oder    0>O 

ist. 

Hat  hingegen  der  Ausdruck  (2)  an  der  SteUe  X'^x^, 
y  '=  ffo  ein  negatives  Zeichen,  so  existiert  kein  Extremwert,  ist  er 
nullf  so  bleM  die  Existena  eines  Maximums  oder  Minimums 
unentschieden. 

um  diesen  Satz  zu  erweisen^  nehmen  wir  zunächst  ao; 
der  Ausdruck  (2)  ist  positiy. 

An  der  Stelle  (Xq,  y^)  wird: 

Da  (2)  positiv  angenommen  ist^  so  ist  fl^  an  der  Stelle 
(x^y  y^  nicht  null.  Da  fZt  stetig  sein  soll  in  der  Umgebung 
von  (Xq,  y^),  so  hat  es  för  a;  =  a:^  +  ^Ä,  y  =  yo  +  "^^  dasselbe 
Vorzeichen  wie  an  der  Stelle  (x^,  y^),  sobald  nur  |  h  \  und  ]  k  \ 
hinreichend  klein  gewählt  sind.     Wir  können  also  setzen: 

A^o  +  Ä,  yo  +  *)  —  f(x^,  yo) 

Da  fdr  X  ^^  Xqj  y  =  yo  der  Ausdruck  (2)  positiv  ist,  so  gilt 
Gleiches  für  o?  =*  rPo  +  ^h,  y  =  yo  +  ^ky  sobald  nur  |  h  |  und 
I  k  I  hinreichend  klein  gewählt  sind.  Also  ist  [  ]  fttr  alle  h,  k 
in  der  Umgebung  von  h  =^0,  X; «»  0  positiv  und  die  rechte 
Seite  hat  immer  ein  festes  Zeichen ,  nämlich  das  von  fZt  an 
der  Stelle  x  =  XQy  tf  t' Vo'  ^^^  existiert  ein  Extremwert 
Die  rechte  Seite  ist  aber  negativ,  wenn  ^«  an  der  Stelle 
(^o^yo)  negativ  isty  im  entgegengesetzten  Falle  positiv.  Also 
haben  wir  im  ersten  Falle  ein  Maximum,  im  zweiten  ein 
Minimum,  wie  behauptet. 

Der  Beweis  verliert  seine  Kraft,  wenn  fxxfHy  —  f^^  an 
der  Stelle  {x^^y^  verschwindet,  denn  dann  kann  man  nicht 
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scUidflen,  daüs  in  der  ümgebimg  jener  Stelle  der  Ausdruck 
/i^  poaitiT  ist. 

Ist  endlich  fxxfyv  —  f^  üi  der  Stelle  (x^yV^  negaÜY,  so 
erhalt  die  Klammer  []^  je  nachdem  wie  man  über  das  Ver- 
hältnis -jT-  YerfOgty  positive  oder  negatiye  Werte,  wie  klein 

aach  \'h\,  \'k\  gewählt  sein  mögen.  Folglich  existiert  in  diesem 
Falle  kein  Extremwert. 

158.  Bedingung  dafOr,  daTs  (2*/*  beständig  positiv  bleibt. 
In  dem  Falle  eines  Minimums  oder  Maximums  mulis  bestandig 

dV>0    oder    d^f^O 

f&r  alle  Werte  von  h^TCyly,,.  in  der  Umgebung  der  Stelle 
A  »  0^  X;  »*  0, . . .  sein.  Wir  wollen  nun  die  Bedingungen 
daf&r  untersuchen  y  dafs  die  eine  oder  die  andere  dieser  Un- 
gleichungen erfüllt  ist,  und  betrachten  nur  den  Fall 

cPf>0, 

welche  einem  Minimum  entspricht;  der  Fall  d?f<  0  ist  hierauf 
znrückf&hrbar^  wenn  man  f  in  —  /'verwandelt;  den  Fall  (?/'=  0 
diskutieren  wir  hier  nicht  weiter. 
Es  ist 

Setzt  man 

wobei  E  einen  positiven  beliebig  grolsen  Wert  bezeichnet 
80  ist 

Wenn  nun  die  Gröfsen  h^Tc^l^ , . .  zwischen  —  s  und  -f-  b 
variieren,  so  variieren  1, 17,  (, . .  •  zwischen  — E  und  -|-  E\  anderer- 
seits ist  E  beliebig  grofs.  Also  verlangt  die  Ungleichung 
^f>  Qj  daüs  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  fQr  alle  Werte 
der  Yariabelen  |,  ij,  f ,  • . .  zwischen  —  00  und  +  ^^  positiv 
bleibt. 
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Mithin  erfordert  die  gestellte  Aufgabe  die  Ermittelang 
der  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  damit  eine 
quadratische  Form  Yon  m  Yariabelen  S^  q,  g^  . . .  durchaus 
positiv  bleibt.  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  bezeichnen 
wir  mit  V  und  setzen: 


(3) 


dxdy  '    '    dxdt 

so  ist 

(4)  V=Ai'  +  2Fi+  Q. 

Da  die  Funktion  V  sich  auf  Ä^^^  reduziert;  wenn  17,  t,... 
gleich  null  gesetzt  werden,  so  muTs  man  zunächst  haben 

A>0. 
Indem  man  sodann 

(5)  V^  =  AQ  —  P' 
setzt;  folgt: 

(6)  AV=iAi  +  Py  +  V,. 

Der    errte    Teil    dieses   Wertes    von    A  V  verschwindet    f6r 

I  = — j-,  welche  Werte  auch  fj,  f , . . .  haben  mögen.     Also 

mufs  die  Grolse  V^  beständig  positiv  sein. 

Also  sind  die  gesuchten  Bedingungen  dafür,  dals  F  be- 
ständig positiv  ist:  ersÜich,  daCs  A>0  ist,  snveUens,  daCs  F^ 
beständig  positiv  ist.  F|  ist  aber,  ebenso  wie  F  eine  quadra- 
tische Form,  enthält  jedoch  nur  noch  m  —  1  Yariabele.  Mit- 
hin kann  man  f(ir  F|  dieselben  Betrachtungen  wie  bei  F  an- 
stellen, und  findet  als  Bedingung  dafür,  dafs  F^  beständig 
positiv  ist:  erstens,  dais  eine  bestimmte  Orolse  ^^  >  0  ist, 
zweitenSy  daJs  eine  gewisse  homogene  Funktion  zweiter  Ord- 
nung von  m  —  2  Variabelen  beständig  positiv  bleibt.  Nun 
ist  leicht  zu  sehen,  dals  man,  indem  man  so  fortföhrt,  höch- 
stens m  Bedingungen  erhalt: 

A>0,    ^i>0,    ^,>0...,    ^„._i>0, 

welche   notwendig  und  hinreichend  sind,  damit   F  beständig 
positiv  bleibt. 
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Im  Besonderen  erhält  man  fdr  den  Fall,  dafs  f  nur  von 
zwei  Yariabelen  x  und  y  abhängt,  wieder  die  Bedingungen 
der  Nr.  157. 

§  i.  Anwendungen. 

159.    KaTlnmin  der  Funktion 

/"=  a?"y<*jefy  . . .  u^{a  —  x  —  y  —  z u)'*, 

a  soll  eine  positive  Konstante,  und  die  Exponenten  cc^ß^y^,,.  fi 
sollen  positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Es  ist: 

^f        ^^  i   o^y  i      dz    u         ^  du         dx-\'dy  +  de \-du 

-f^a H  p  —  "ry —  -4-  . . .  i, u, — — — ■ 

f  X    *  ^  y    ^  '^  z     '  u       ^a  — rc  —  y  — ;?••  — «' 

f        \f)^^  \x)  \u/       ^  (a — X — y — £!•. — u)' 

Die  Gleichung  df'^Q  kann   durch  die  Werte  null  der 

Yariabelen  o;,  y,  xr  • . .  u  erf&llt  werden,  und  es  ist  leicht  zu 

erkennen,  in  welchen  Fällen  diesen  Werten  ein  Maximum  oder 

Minimum  entspricht.    Wir  sehen  davon  hier  ab.    Dann  ergiebt 

die  Bedingung  df=^  0: 

€c         ß  y  l  (i 

X         y         8  u        a  —  X  —  y  —  z u' 

und  hieraus  folgt: 

X y        e       u a  —  x  —  y  —  £?•• — u  a 

a        ß         y  l  fft  a+]p  +  yH ^  +  f* 

und 

Endlich  findet  man  ans  der  Gleichung  fOr  cPf,  weil 
i/"=  0  ist: 

und  dieser  Wert  ist  immer  negativ.    Gleiches  gilt  von  B^  =  d'*/; 
also  ist  der  obige  Wert  von  f  ein  Maximum. 

160.  ICazima  und  Minima  der  Entfernung  aweier  Punkte, 
welche  auf  swei  gegebenen  Kurven  liegen« 

Die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines  Punktes  M  auf  der 
ersten  Kurve  seien  x^  y,  ß^  die  Koordinaten  eines  Punktes  üf ' 
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auf  der  zweiten  Kurve  seien  x^  %(y  z\  so  ist  das  Quadrat  der 
Entfernung  MM': 

(1)         r^{x-aO'  +  (if-ify  +  (z-ey. 

Hier  sind  zwei  Yariabele  unabhängig;  als  solche  kann 
man  x  und  x  wählen,  y  und  z  werden  gegebene  Funktionen 
von  X,  \f  und  /  gegebene  Funktionen  von  oi.    Es  ist  nun 

lää^ — (*-a')-(y-y)5l-('-^)dF5 

feiger: 

(IS-'+(IS'+(£)'+c-^)^^+c.-/)S, 

V  "^  dx'  dx  "^  dÄ'  dx) ' 


(3) 


2^x5«' 


Die   gemeinsamen  Bedingungen  ftlr  ein  Maximum   oder 
Minimum  sind  also: 

Die  Ableitungen  ^;  5^>  g^;  j^'    sind    ebenso    wie   die 

Werte  von  y,  jef,  y',  /  durch  die  Gleichungen  der  beiden  Kurven 
gegeben,  man  erhält  so  ein  System  von  zwei  Gleichungen 
zur  Bestimmung  von  x  und  a?'.  Wird  für  ein  Wertepaar  (a?,  x'\ 
welches  aus  diesen  Gleichungen  bestimmt  ist,  der  Ausdruck: 

d^Vd^       (  a'F  \«     ^ 

so  existiert  ein  Maximum  oder  Minimum;  das  Erstere^  wenn 

j^  >  0,  das  letztere,  wenn  «p-  <  0.    Ist  (5)  dagegen  negativ^ 

so  entspricht  dem  gefundenen  Wertepaare  (rr,  x')  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum.  Ist  (5)  null,  so  bleibt  die 
Frage  unentschieden. 

Die  Gleichung  (4)  besagt,  wie  später  gezeigt  wird^  daCs 
die  durch  die  Punkte  a?,  y,  a  und  x\  ^^  z  gelegte  Gerade  nor- 
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mal  zu  den  gegebenen  Kurven  ist.  Dies  folgt  auch  schon  aus 
dem  in  Nr.  146  Gesagten. 

IdL  Die  Kurven  des  vorigen  Beispieles  160  sind  awei 
Gerade.  Sind  die  beiden  Kurven  zwei  nicht  parallele  gerade 
Linien  mit  den  Gleichungen: 

a;  «=  axr  +  «>    y  **  ^^  +  ^; 
imd 

80  ist 

dy b^       dz         1        d\f        V       dz'  1 

dx        a  ^     dx        a  '     dx'        a'  '     dx'        a' ' 

und  die  zweiten  Ableitungen  j-^,  j-t>  5~^>  T"^  werden  0. 

Hieraus  folgert  man  unmittelbar,  dafs  die  Bedingungen  für 
ein  Minimum  erfüllt  sind.  Die  Gleichungen  (4)  von  Nr.  160 
sind  hier: 

a{x-x')  +  h(^-y)  +  (z-  ts')  -  0, 

cl{x  -  «  )  +  h'ijf  -  y')  +  (ä  _  /)  =  0, 
und  man  kann  sie  durch  zwei  der  folgenden  drei  ersetzen: 
(a'  -  a)\x  -  x')  +  Q/-b)(y-  y')  =-  0, 
{ha'-  Va){x  -  x')  —  Q>' —  h)  {z  —  iT)  —  0, 

(ia  -  Vd)  (y  —  y )  +  («' -  «)  (*  -  O  -  0- 
Ans  den  Gleichungen  der  Geraden  aber  folgt: 
Q>'—  V)  (x  —  oT)  -  ia' -  a)  {jf  -  ^)  +  (ba  —  ab')  (e  —  e) 
-  (a'-  a)  (ß'-ß)-  (b'-  b)  (a-  a). 

Erhebt  man  diese  vier  Gleichungen  ins  Quadrat  und  sum- 
miert sie,  so  wird: 

[{x-x'y+  (y-j>')*+  (*-«')*]  [(«'-  ay+(b'-by-\-(ab'-a'b)'] 
^[{a'-a)(ß'-ß)-(b'-b)ia'-«)]\ 

Hieraus  folgt  der  bekannte  Ausdruck  fCLr  den  kürzesten 
Abstand  zweier  Geraden,  nämlich: 

Dab  dieser  Wert  wirklich  ein  Minimum  ist,  ist  einmal  geo- 
metrisch klar.    Man  findet  aber  auch  durch  Rechnung: 
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dx^  dx'*       \dxdxJ  "^ 


>0 


a'F^g'  +  y  +  l 


>o. 


162.  Mazima  und  Minima  der  Entfernung  eines  Punktes 
von  einer  Fläche. 

Es  seien  a,  h^  c  die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  ge- 
gebenen Punktes  Mq  und  x^  y,  0  die  Koordinaten  eines  Punktes 
der  Fläche.  Das  Quadrat  der  Entfernung  dieser  beiden  Punkte  ist 

F=  (a;  -  a)«  +  (y  -  &)«  +  (^  -  c)K 

z  ist  eine  gegebene  Funktion  der  beiden  unabhängigen  Yaria- 
belen  x^  y,  und  wir  wollen  setzen: 

de  =  pdx  +  Qdy, 

dp  =  rdx  +  sdy, 

dq  '=  sdx  -}-  tdy. 

Damach  erhält  man: 


(1) 


femer: 


(2) 


2  dxdy 
1  8'F 


(«  — o)+j)(«  — c), 
(y  -  &)  +  g(£>  —  c), 

1  +  i>*  +  r(«  —  c), 

-j)2  +  s(«  — c), 
l  +  g«  +  i(^_c); 


endlich,  wenn  man  der  Abkürzung  halber  setzt, 

A  =  rt  —  ^, 
(3)  B^{\+q^r-2pqs  +  (\+p*)t, 

I  0-1+1»« +  2«, 
so  wird 

m^  -  i^)']- ^(f- 'f  +  B<,  -  0  +  0. 

Die  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  ergiebt; 
/4)  («  — a) +!>(«  — c)  =  0, 

(y-6)  +  «(«-c)'=0. 
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Aus  diesen  Gleichungen;  verbunden  mit  der  Gleichung 
der  Flache,  sind  die  Koordinaten  x,  y,  0  zu  bestimmen.  Man 
^rd  später  sehen,  dalis  dies  genau  die  Gleichungen  der 
Flachennormale  im  Punkte  x,  y,  z  sind,  wenn  man  a,  6,  e  als 
Tariabele  Koordinaten,  Xy  y,  z  als  feste  betrachtet. 

Damit  aber  ein  Punkt  M  (x,  y,  xr),  der  auf  diese  Weise 
bestimmt  ist,  wirklich  zu  einem  Maximum  oder  Minimum 
gebort,  mufs 

(5)  A(z  -  cy  +  B(0  -  c)  +  C^  0 

sein.    Wir  bestimmen  eine  Gröfse  Z  derart,  dafs 

(6)  Ä{0  ^zy  +  B{0-Z)  +  C—O 

wird.  Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  sind  immer 
reell,  denn  es  ist  die  Discriminante  dieser  Gleichung  positiv, 
nämlich 

B'—4ÄC'^[(l+q^)r-2pqs+{l+p^tY-4(l+p'+^)(rt-s') 

=(i+i>^)(i+(z»)pV[|^-riy.-rTFT 
+ (1  +j>*+20(i  +!>*)  (1 + q')  (np^  -  ri?r 

Sind  /  und  /'  die  Wurzeln  Z  der  Gleichung  (6),  so  wird 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  identisch  gleich 

^(/-Z)(/'-Z), 

und  folglich  wird,  wenn  man  für  Ä  seinen  Wert  einsetzt, 
unsere  Bedingung  (5): 

(7)  (rt  —  s")  (/—  c)  (/'-  c)  ^  0. 

Bezeichnen  wir  mit  F  und  K"  diejenigen  beiden  Punkte 
der  Normalen  Mf^M,  ftlr  welche  die  Koordinate  0  die  Werte 
/  und  /'  hat;  die  Bedingung  (7)  drückt  dann  aus,  dafs,  wenn 

r^  —  s*  >  0 


ist^  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Punkt  Mq  nicht 
zwischen  den  Punkten  F  und  E"  gelegen  sein  darf.  Da- 
gegen muis,  wenn 

rt  —  $^<0 

ist,  ftlr  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Punkt  3Iq  zwischen 
K'  und  K"  sich   befinden.     Fällt   in   einem   dieser  Fälle  Mq 
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mit  K'  oder  K"  zusammen^  so  bleibt  es  zweifelhaft,  ob  ein 
Maximum  oder  Minimum  vorhanden  ist. 

Es  ist  noch  die  Unterscheidung  des  Maximums  und  des 
Minimums  zu  machen.  Ist  die  Bedingung  (5)  erfüllt  und  der 
Fall  der  Gleichheit  ausgeschlossen,  so  kann  die  GröÜBe 

nicht  null  werden,  welche  reelle  Werte  auch  p  und  q  haben 
mögen,  und  hat  folglich  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Ableitungen 

Also  hat  auch  noch  die  Summe  dieser  drei  Gröfsen  dasselbe 
Zeichen,  und  der  Ausdruck 

ist  demnach  negativ  im  Palle  des  Maximums,  positiv  im  Falle 
des  Minimums.  Man  erkennt  also,  auf  Grund  der  Gleichungen 
(2)  und  (3),  da& 

(8)  B(xr-c)  +  2C<0 
ist  für  das  Maximum  und 

(9)  JS(z  —  c)  +  2C>0 

ist  far  das  Minimum.  Die  Gleichung  (6)  aber,  welche  die 
Wurzeln  z   und  /'  hat,  giebt 

B^^__i i_ 

C  z  —  z'       z--z"^ 

also  ist  die  Grö&e 

c  —  z'    tC  —  z" 

z  —  z''^z^^rz^ 
negativ  im  Falle  des  Maximums,  positiv  im  Falle  des  Minimums. 

Nehmen  wir  zunächst  rt  —  s*  >  0  an;  dann  sind  die  beiden 
Werte  z  —  s^  und  z  —  f  von  z  —  Zy  welche  aus  der  Glei- 
chung (6)  gewonnen  werden,  von  gleichem  Zeichen.    Folglich 
„.    ,„  sind  die  beiden  Punkte  K'  und  K' 

Fig.  23. 

u  M     Mo    K'        K"     V   ^^^  Geraden  MqM  auf  der  näm- 

liehen  Seite  des  Punktes  M  ge- 
legen. Die  Differenzen  c  —  z'  und  c  —  z"  sind  auch  von  gleichem 
Zeichen,  wie  vorhin  gezeigt  wurde,  d.  h.  die  Punkte  K'  und  f 
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liegen  auch  auf  der  nämlichen  Seite  des  Punktes  M^,  Daraas 
erkennt  man^  daJDsi  die  Entfernung  M^M  ein  Minimum  oder 
Maximum  wird^  je  nachdem  die  Punkte  M^  und  M  auf  der 
nämlichen  Seite  oder  auf  verschiedenen  Seiten  sowohl  von  K' 
als  auch  von  K"  liegen;  liegt  M^  zwischen  K*  und  K'\  so 
ist  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Nehmen  wir  zweitens  rt  —  s*  <  0  an;  gemäCs  der  Glei- 
chnng  (6)  sind  die  Differenzen  z  —  g'  und  $  —  e"  von  ent- 
gegengesetztem Zeichen^  und  der  Punkt  M  liegt  also  auf  der 
Geraden  M^M  zwischen  K'  und  K'. 
Die  Bedingung  (7)  aber  erfordert,  ,  ^ 

am  c  —  0  und  c  —  z    immer  von    '  '      '  ' 

ungleichem  Zeichen  sind^  d.  h.  dab  M^  ebenso  wie  M  zwischen 
K'  und  K"  sich  befindet.  In  diesem  Falle  ist  die  Entfernung 
M^M  stets  ein  Minimum;  in  jedem  anderen  Falle  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum. 

Wir  haben  noch  den  Fall  rt  —  s^^^O  zu  untersuchen.  Die 
Bedingung  (5)  reduziert  sich  hier^  wenn  wir  wieder  von  dem 
Fall  der  Gleichheit  absehen,  auf 

und  wenn  sie  erfüllt  ist^  so  besteht  auch  die  Ungleichung  (9). 
Daraus  folgt,  dafs  dann  nur  ein  Minimum  vorhanden  ist  Es 
giebt  hier  nur  einen  (endlichen)  Punkt  K'  der  Geraden  M^M^ 
dessen  Koordinate  z'  der  Gleichung 

B(0  -  e')  +  C  =  0 

genügt  Führt  man  die  Gröfise  0'  statt  B  ein,  so  wird  die 
obige  Ungleichung 

Z  —  8 

Damit  also  das  Minimum  wirklich  stattfindet;  mufs  der 
Punkt  Jif.  auf  der  nämlichen  Seite 

des  Punktes  JT'  wie  M  liegen;  in   ^       j^        jj^^     F__%r 
jedem  anderen  Falle  ist  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  vorhanden. 

Ist  endlich  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M 

A^O,    -B  — 0, 
80  wird  die  Bedingung  (5) 
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C>0 

and  ist  immer  erfüllt    Bei  dieser  Amiahme  aber  hat  man: 

rt -s»  ^0,(1 +  q*)r-  2pq8  +  (l+p^t  =  0, 

Multipliziert  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  r  und 
subtrahiert  Ton  ihr  das  (1  -{~l>')f&che  der  ersten^  so  kommt: 

r'  +  ^  +  irq-  spf  -  0, 
folglich 

r  =  0,  s  =>  0,  ^  —  0. 

Die  Gleichungen  (2)  zeigen,  dafs  nun  ein  Minimum  statt- 
findet. 

Die  Punkte  K'  und  K"^  haben  in  der  Flächentheorie  eine 
wichtige  Bedeutung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

168.  Bin  Beispiel  von  BertrancL  Wir  sagten,  dafs  die 
Werte  der  Variabelen^  welche  dem  Maximum  oder  Minimum 
einer  Funktion  entsprechen,  ihre  partiellen  Ableitungen  an- 
nullieren müssen,  falls  diese  nicht  unstetig  werden.  Wir 
müssen  noch  hinzufügen,  nach  einer  wichtigen  von  Herrn 
Bertrand  gemachten  Bemerkung,  dafs  die  partiellen  Ablei- 
tungen einer  Funktion  auch  ganz  unbestimmt  werden  können 
für  gewisse  Werte  der  Yariabelen,  und  dafs  gerade  diese 
Werte  dem  Maximum  oder  Minimum  der  Funktion  angehören 
können.  Wir  wollen  dafür  das  Beispiel  geben,  welches  auch 
Herr  Bertrand  zum  Beleg  seiner  Behauptung  gewählt  hat. 

Aufgabe.  Es  soll  in  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks 
der  Punkt  bestimmt  werden,  für  u?elchen  die  Summe  der  Entfer- 
nungen von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein  Minimum  uHrd. 

Die    Seite    AB   des   Dreieckes   ABC  wählen    wir   zur 

x-Axe,  und  die  dazu  Senkrechte  Ay 
zur  y-Axe.  Die  Länge  der  Seite  AB 
bezeichnen  wir  mit  c,  die  Koordinaten 
des  Punktes  C  mit  x^,  y^,  und  endlich 
die  Koordinaten  des  gesuchten  Punktes 
M  mit  rr,  y.  Die  Funktion,  deren  Mini- 
mum gesucht  wird,  ist  also 


Fig.  86. 


y^+?  +  y(x  -  cy  +  y*  +  n«  -  «o)*  +  (y  -  vo)', 

und  es  ist  von  vornherein  evident,  dals  jedenfalls  ein  Minimum 
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existieren  mufs.  Setzt  man  die  partiellen  Ableitungen  dieser 
Summe  gleich  null^  so  hat  man  die  zwei  Glerchongen: 

welche  zwei  Ennren  darstellen^  deren  Schnittpunkt  den  ge- 
sachten Punkt  M  liefern.  An  Stelle  dieser  Kurven  kann 
man  aber  zwei  andere  einfachere  setzen.  Zu  dem  Zwecke  be- 
zeichnen wir  mit  a^  ß,  y  die  Winkel;  welche  die  Richtungen 
AM,  BM^  CM  mit  der  Richtung  Ax  der  Abscissenaxe 
bilden.  Jeder  dieser  Winkel  ist  zu  betrachten  als  erzeugt  durch 
eine  Gerade^  die  zunächst  parallel  zu  Ax  in  dem  Punkte  A 
oder  B  oder  C  gelegt  ist^  und  welche  sich  stets  in  dem 
nämlichen  Sinne  nach  der  positiven  Ordinatenaxe  hin  dreht. 
Darnach  hat  man: 

cos  a  «=a    .  sin  « 


eogp-B  ^z:,  8inp  = 


cosy  =  -^^ ^  ;      smy  =  ^      ^* 


Die  Vorzeichen  der  Wurzeln  sind  dabei^  ebenso  wie  in 
den  Gleichungen  (1)  und  (2)  positiv.  Wenn  also  ein  reeller 
Punkt  Xf  y  existiert,  welcher  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  be- 
friedigt^ so  bestehen  für  ihn  die  Gleichungen: 

cos  a  +  cos  j8  +  cos  y  =  0, 

sin  a  -|-  sin  j8  +  sin  y  =  0, 
oder 

cos  a  +  cos  /J  «=»  —  cos  y,  sin  a  -|-  sin  j3  *»  —  sin  y. 

Quadriert  man  diese  Gleichungen  und  addiert  sie,  so  folgt: 

(cos«  +  cos/J)*  +  (si^Ä  +  sin/J)*  =  1, 
oder 

1  +  2  cos(/J  —  «)  =  0  und  cos(/J  —  a)  =  —  i- 
Der  Winkel  ß  —  a,  welcher  nichts  anderes  ist  als  AMB, 
bat  also  zum  Cosinus  den  Wert  — ^,  und  folglich  ist  dieser 
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Winkel  AMB  ~  120<^.  Da  dasselbe  fär  jede  Dreieckseiie 
gelten  mnfs,  so  schliefst  man  hierans^  dafs  der  Punkt  Jlf  der 
Durchschnitt  von  drei  Kreissegmenten  ist,  von  denen  jedes 
über  einer  Dreieckseite,  einen  Winkel  von  120**  fassend,  be- 
schrieben ist.  Die  Kreise,  welche  zu  zweien  dieser  Segmente 
gehören,  können  also  an  Stelle  der  durch  die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  dargestellten  Kurven  treten« 

Damit  aber  diese  drei  Kreise  sich  wirklich  in  einem 
Punkte  schneiden,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dals  alle 
Winkel  des  Dreieckes  kleiner  als  120^  sind.  Ist  in  dem  Dreiecke 
ein  Winkel  gröfser  als  120^,  so  liefern  die  Gleichungen  (1) 
und  (2),  auf  welche  die  Theorie  führt,  keine  Bestimmung  des 
Minimums,  wiewohl  ein  solches  sicherlich  vorhanden  ist.  Die 
linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  aber  nicht  mehr  be- 
stimmt, wenn  man  re  und  y  durch  die  Koordinaten  einer  Drei- 
ecksecke ersetzt,  folglich  kann  der  gesuchte  Punkt  nur  einer 
dieser  Eckpunkte  sein.  Dies  wollen  wir  jetzt  auch  analy- 
tisch beweisen,  indem  wir  andere  Koordinaten  einführen. 

164.  FortsetBung  des  Bertrandschen  Beispieles.  Wir 
bezeichnen  mit  a  immer  den  Winkel  MAB^  nennen  femer  q 
die  Entfernung  AM^h  die  Seite  AC  und  A  den  Winkel  CAB. 
Die  Summe  S  der  Entfernungen  AM^  BM,  CM  wird 


S  —  j  +  yc8+^«_2c(>  cos<^  +  yP  +  Q*  —  2bQ  cosiA  —  a). 

Nach  der  Binomialformel  aber  hat  man,  wenn  q  hinreichend 
klein  ist: 

>/^f«-2(j(>cosa=c[l-2gcosa-g)]* 

-c[l-gcosa-^,)-igcos«~g|)* ], 

oder   geordnet  nach  9,   wenn  b  eine  Grofse  bezeichnet,   die 
mit  Q  verschwindet: 


sin*  a 


V<^  +  9*  —  2cp  cos  a  «6  c  —  p  cos  a  +  p*-r 1-  sq\ 

Ersetzt  man  in  dieser  Formel  c  und  a  durch  b  und  A  —  a, 
ferner  s  durch  17,  so  folgt: 

YV  +  Q^-^2bQCOB{A—a)  =  b-QC08{A-a)  +  Q^^^Yi'''^+n9^' 
Der  Ausdruck  für  S  wird  also: 
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fif  =«  (6  +  <^)  +  P  [1  —  cos «  —  cob{ä  —  «)] 

Er  reduziert  sich  auf: 

f&r  p  »  0.  Ist  p  hinreicliend  klein,  so  hat  die  Differenz  8 — 8(^ 
dasselbe  Zeichen  wie 

1  —  cos  a  —  cos(-ä  —  «)  "=  1  —  2  cos  Y  cos (^A—  ay 

Ist  nun  -1  <  120^,  so  ist  2  cos  y  gröfser  als  1,  und  der 
Winkel  a  kann  so  bestimmt  werden,  dafs 

cofl(r-4 — «)< -j-f  oder  auch  dals   cosfgil  — aj> -j- 

2  cos  -r-  2  COB  -— 

2  2 

wird.  Die  Differenz  S  —  S^  ändert  also  ihr  Zeichen«  Daraus 
folgt,  dals  dann  S^^^b  -^  c  weder  ein  Maximal-  noch  ein  Mini- 
malwert von  S  ist.  Wenn  aber  ^^120^  ist,  so  kann  die  Diffe* 
renz  8  —  Sq  nicht  negativ  werden;  ist  «  «■  120^,  so  wird  sie 

zwar  null  ftLr  a  «»  ^  ^;  da  aber  der  Koeffizient  von  q*  positiv 

ist,  so  hat  man  stets 

und  folglich  ist  8q  ein  Minimum. 

Hat  also  das  Dreieck  ABC  einen  Winkel,  der  gleich 
oder  groüser  ist  als  120®,  so  ist  der  Scheitel  des  stumpfen 
Winkels  der  gesuchte  Punkt. 

166.  Die  Falüction  ist  implioite  gegeben.  Im  allge- 
meinen Falle,  wo  man  n  Gleichungen  zwischen  m  -|-  n  Ya- 
riabelen  hat: 


(1) 


Tl\^i}  ^  •  •  •  ^mj  .   ^1,  ^8  •  •  •  fin)  ^  v)  , 


'    /«V^;  Ä?2  .  •  .  Xiti}       ^i;  ^2  •  -  •  Zn)  ^  0, 

kann  man  m  Yariabele,  z.  B.  rr^,  o;^  • . .  Xm  als  unabhängige,  die 
anderen  z^^z^. .  ,Zn  als  Funktionen  von  ihnen  betrachten.  Es 
ist  die  Aufgabe,   die  Maxima  und  Minima  von   einer   dieser 
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Funktionen  z  zu   bestimmen.    Die   Differentiation   der   Glei- 
chungen (1)  ergiebt: 


(2) 


ä^da:, +  ..-g^(Za?.+ gf^  d^, +  ...  +  ^d«» -0. 


Ist  z^  diejenige  unter  den  Yaxiabelen,  deren  Maxima  und 
Minima  zu  bestimmen  sind,  so  hat  man  zwischen  den  n  Glei- 
chxuigen  die  n  ^  1  Differentiale  dg^ ...  dzn  zu  eliminieren; 
man  gewinnt  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(3)         Zj  diCi  +  Z,  (to,  +  . . .  X«  dxn,  +  Z^  dz^  =  0. 

Wir  nehmen  an^  dals  Z^  4"  0  ist.  Die  Bedingung  des 
Maximums  oder  Minimums  verlangt,  daTs  dz^  <»  0  ist^  und  da 
die  Differentiale  in  der  Gleichung  (3)  willkürlich  sind,  so  er- 
hält man  m  Gleichungen: 

Die  Systeme  (1)  und  (4)  enthalten  m  +  ^  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  m-^-  n  Yariabelen. 

166,  Nebenbedingnngen  in  Gestalt  Ton  Gleiohimgen* 
Der  vorige  Fall  umfalst  auch  die  Aufgabe,  die  Maxima  imd 
Minima  einer  expliciten  Funktion  von  m  -{-  n  Yerimderlichen 

£  \Xij  X^j  .  .  .  Xm,  ä^m+l  •  •  •  ^»+«^ 

ZU  bestimmen,  welche  durch  n  Gleichungen 

fl\Xif  S^f  . . .  Xm-^-nJ  *="  v. 


mit  einander  verbunden  sind.  Denn  bezeichnet  man  mit  u 
den  Wert  der  Funktion  F{Xi . . .  a^m+n);  ^^^  ^8*  d®^  ^  ^^i" 
chungen  (1)  noch  die  folgende  hinzu: 

U  —  F(Xi  .  .  .  Xm+n)  •«  0, 
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so  liat  man  n  -f- 1  Gleichungen  zwischen  m  -|-  n  4*  1  Variabelen. 
Nach  der  UnterBuchung  der  Nr.  165  hat  man  diese  Gleichung, 
sowie  die  Gleichungen  (1)  zu  differentiieren^  und  weil  du  für 
den  Fall  des  Maximums  oder  Minimums  null  wird,  so  hat  man 

dF 


(2) 
femer 


^^1  +  p:r  ^^2  + 


dx. 


dx^ 


dx. 


m+n 


dXm+n  =  0, 


(3) 


K 


dx. 


dx, 


m+it 


dXm-{.n  =*  0, 


5 —  dXx  +  ^ —  dx^  -}-... 

dx^       1   '    e?««      '    *  dx, 


dx, 


m+« 


m-\-n 


0. 


Damach  müssen  wir  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3) 
II  der  Differentiale  dx^ ...  dx^^n  eliminieren,  und  die  Koeffi- 
zienten der  übrigbleibenden  Differentiale  gleich  null  setzen. 
Um  diese  Elimination  zu  vollziehen,  addieren  wir  nach  Lagrange 
die  Gleichungen  (3)  zu  der  Gleichung  (2),  nachdem  wir  sie 
zuerst  mit  den  noch  unbestimmten  Faktoren 

multipliziert  haben.  Diese  Faktoren  können  nun  aber  so  be- 
stimmt werden,  daCs  die  Koeffizienten  von  n  Differentialen  ver- 
schwinden; und  da  alsdann  in  der  nachbleibenden  Gleichung 
die  Koeffizienten  der  noch  übrigen  Differentiale  einzeln  gleich 
null  gesetzt  werden  müssen,  so  erkennt  man,  dals  überhaupt 
die  Koeffizienten  der  Differentiale  dx^^  dx^  . . .  doCm+%  in  der 
Summenformel  null  sein  müssen.  Man  erhalt  also  die  m  -{-  n 
Gleichungen: 


(4) 


'  dF       df^       a/; 
dF       df^        a/. 


df. 


'-a.-<>' 


dx. 


0, 


l  dx, 


dF  df. 


df. 


m-\-n 


'm-{-n 


dx. 


m+ii 


+ 


df. 


dx. 


0. 
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Hieraus  sind  die  n  Unbekannten  il^ ...  A«  zu  eliminieren, 
und  man  erhält  m  Gleichungen;  die  mit  den  gegebenen  n  zu- 
sammen zur  Bestimmung  der  m  -\-  n  Unbekannten  x^ ...  Xm+n 
dienen. 

167.  LagrangeB  Begel  sur  Bestünmung  der  Extreme 
mit  Nebenbedingongen.  Die  Anwendung  der  Faktoren  X 
hat  uns  bisher  nur  dazu  gedient,  eine  Elimination  durch  eine 
andere  zu  ersetzen,  was  kein  besonderes  Interesse  bietet;  doch 
laust  uns  die  Betrachtung  dieser  Faktoren  einen  wichtigen 
Satz  aussprechen.  Würden  die  Yariabelen  x^ ...  x^+n  alle 
unabhängig  sein,  so  würde  die  Bedingung  des  Maximums  oder 
Minimums  der  Funktion  F  die  Gleichungen  ergeben: 

In  unserem  Falle  handelt  es  sich  aber  um  ein  relatiyes 
Maximum  oder  Minimum,  indem  die  Yariabelen  Xi*..Xm+u 
durch  die  Gleichungen  (1)  verbunden  sind.  Die  Gleichungen 
(4)  lehren  nun: 

Um  die  Funktion  F{x^ . . .  ^,  a^+i .  • .  ^n)  unter  den  Neben- 
bedingungen 

(1)  /; «  0,  ^,  =  0,  . . .  A  -  0 

0u  einem  Maximum  oder  Minimum  eu  machen,  bilde  man  die 
Funktion: 

und  differentiiere  sie,  indem  man  die  X  als  konstant  betrachtet. 
Alsdann  liefern  die  m  -{-  n  Gleichungen: 

^  =  0   —  =  0    •••     ^^     c^o 

dx^  '  dx^  '    "*  '^^rn+n 

zusammen  mit  den  n  Gleichungen  (1)  m  -{-  n  Gleichungen  zur 
JBestimmung  von  x^y  x^, . . .  a^m-i-n- 

Wir  fügen  noch  zum  Schlufse  hinzu,  daXs  es  in  yielen 
Fällen  auch  zweckmälsiger  ist,  die  Funktion  F{Xi,  ^••-^4.«) 
Ton  vornherein  als  eine  explicite  Funktion  von  m  Yariabelen 
zu  behandeln,  was  gestattet  ist^  indem  man  sich  die  n  übrigen 
als  Funktionen  dieser  m  auf  Grund  der  gegebenen  n  Glei- 
chungen dargestellt  denkt.  So  sind  wir  bei  einigen  der  oben 
behandelten  Beispiele  vorgegangen. 
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168,  Gleiohnngen  einer  Knxre.  Eine  und  dieselbe  ebene 
Kurve  kann  auf  die  verschiedensten  Weisen  analytisch  durch 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  dargestellt  sein.  Die  häu- 
figsten Darstellungsformen  sind: 

a)  hei  recktunnJUigen  Koordinaten  {Xy  y). 

1.  Die  Eurvenordinate  y  ist  als  Funktion  der  Abscisse  x 
gegeben: 

y  =•  fix). 

2.  Abscisse  und  Ordinate  x  und  y  sind  durch  eine  Glei- 

chnng  verknüpft: 

F{x,  y)  «  0. 

Diese  Darstellungsform  läGst  sich  geometrisch  dadurch  deuten, 

dals  man  die  Fläche 

ü^^Fix.y) 
durch  die  Ebene 

schneidet. 

3.  Abscisse  x  und  Ordinate  y  sind  als  Funktion  eines 
Parameters  t  gegeben: 

Man  vergleiche  hierzu  die  Bemerkung  in  Nr.  78.  Besonders 
empfiehlt  sich  häufig  der  analytischen  Eleganz  halber  die 
Bogenlänge  s  einer  Kurve  als  Parameter  t  zu  wählen. 

b)  lei  Polarkoordinaten  (fi^ci): 

4.  Der  Radiusvektor  q  ist  als  Funktion  des  Winkels  a 
gegeben: 

Von  einer  der  Formen  1.  bis  3.  geht  man  zur  Gleichung  der 
Kurve  in  Polarkoordinaten  über  durch  die  Transformation: 
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:c  =  gcosa,,  |-tga,  ^    o  ^  «  <  2«. 

y  =  p  sin  ©,   Q  =  \  Yx^  +  y*  \ 

Vorausgesetzt  ist  dabei ,  dals  der  Anfangspunkt  des  Polar- 
koordinatensystems  zusammenföllt  mit  dem  Anfangspunkte 
des  rechtwinkligen  Koordinatensystems^  und  daüs  die  Anfangs- 
richtung des  Radiusvektor  zusammenfallt  mit  der  positiven 
Richtung  der  a;-Axe. 

Setzt  man  in  1.  oder  2.  j;  »>  g>(f),  y  »=  ^(^)  aus  3.  ein, 
so  werden  die  entstehenden  Gleichungen  identisch  fQr  jeden 
Wert  von  t  erfüllt. 

In  der  Differentialrechnung  betrachtet  man  Kurven  meist 
nicht  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach,  sondern  nur  in  einem 
Intervalle,  innerhalb  dessen  die  gerade  benutzten  Funktionen 
stetig  sind.  Diese  Voraussetzung  schicken  wir  hier  ein  ftlr 
alle  Mal  diesem  Kapitel  und  den  folgenden  drei  Kapiteln  vor- 
aus. Sie  soll  immer  dann  erfüllt  sein,  wenn  nicht  das  Gegen- 
teil ausdrücklich  bemerkt  wird.  Häufig  werden  wir  dag^en 
noch  mehrere  Voraussetzungen  auDserdem  hinzuftlgen,  die  in 
jedem  einzelnen  Falle  besonders  werden  hervorgehoben  werden. 

§  1.    Tangenten  nnd  Normalen. 

169.   Gleichung  der  Tangente  und  Normale. 

1.  Ist  y  B=  f(jc)  die  Gleichxuig  der  gegebenen  Kurve  und 
hat  die  Funktion  f  nebst  ihrer  ersten  Ableitung  f  an  der 
gerade  fixierten  Stelle  x  einen  bestimmten  endlichen  Wert, 
so  war,  wie  wir  in  Nr.  27  gesehen  haben, 

der  Tangens  des  Winkels,  welchen  die  Tangente  im  Punkte 
{x,  y)  mit  der  positiven  Richtung  der  X'Axe  bildet.  Die 
Tangente  ist  also  diejenige  Gerade,  welche  durch  den  Punkt 
(x,  y)  geht  und  mit  der  positiven  Richtung  der  x-Ane  den 
Winkel  Bxctgf(x)  bildet.  Sind  also  g  und  ij  ihre  laufenden 
Koordinaten,  so  ist  ihre  Gleichung: 

Tangente:    ij  —  y  =  y  •  (S  —  a:). 
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Zieht  man  durch  den  Ponkt  {x,  y)  senkrecht  zur  Tan- 
gente eine  Gerade,  so  erhSIt  man  die  Normale  der  Kurve  im 
Pnnkte  {x,  y).    Ihre  Gleichung  ist: 

Normale:    ij  —  y  «=  — -  -  r  •  (5  —  a?). 

2.  Ist  F(x,  y)  =  0  die  Euryengleichung,  so  wird  (Nr.  75): 

Also  wird  der  Bichtuugskoeffizient  der  Tangente: 

dF 

dy  dx 

ay 

indem  wir  die  Annahmen  der  Nr.  75  als  erfüllt  ansehen.   Also 
wird  bei  dieser  Form  der  Eurvengleichung  die  Gleichung  der 

Tangente:      ^  (6  -  a^)  +  ^  (ij  —  y)  =-  0, 
Normale:       -^-^  =  ^^r^- 

*  y 

Setzen  wir  bereits  die  ersten  Nummern  des  neunten  Ka- 
pitels als  bekannt  voraus,  so  können  wir  das  letzte  Resultat 
auch  geometrisch  einsehen.  Nach  Nr.  253  ist  die  Tangential- 
ebene an  die  Fläche  z  =  F(Xf  y)  im  Punkte  (rc,  y,  z): 

If- (5  -  ^)  +  If  •  (i?- y)  =  e-^. 

Also  ist  die  Tangentialebene  im  Punkte  (x,yyO): 

Schneiden  wir   diese  Ebene   aber   durch   die   Ebene   unserer 
Kwre  F(x,  y)  -*  0,  d.  h.  durch  die  Ebene: 

5  =  0, 

80  ist  die  Schnittgerade  die  Tangente  an  die  Kurve  F{x,  y)  *»  0 
imd  also  ihre  Gleichung: 

TO  oben. 

3.  Sind  endlich  die  Kurvengleichungen  ^"»9(0;  V^^(0^ 
80  wird: 
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dy        T^'(0 dy    dx 

dx  "^  g)'(tj        dt  '  dt 

sobald  9  und  ^  nebst  ihren  Ableitungen  an  der  gerade  fixierten 
Stelle  t  bestimmte  endliche  Werte  haben.    Also  erhalten  wir: 


Tangente:  ~-^  =  ^^-^ 


dx  dy 

'dt  'dt 

Normale:  -3?  •  (6  —  ^)  +    ^ 


Fig.  «7, 


dt  y    -'  ^  Ati^-y)-^' 

Zu  den  früheren  Voraussetzungen  ist  noch  hinzuzufügen: 

Die  Gleichungen  in  Nr.  2  verlieren  ihre  Bedeutung^  wenn 
Fx  lind  Fy  beide  verschwinden,  die  in  Nr,  3  verlieren  ihren  Sinn, 

wenn  -rr  und  -~  beide  verschwinden. 
dt  dt 

170.  Subtangente  und  Subnormale.  Wir  hatten  schon 
Gelegenheit  (Nr.  39)  die  Strecken  zu  definieren,  welche  mau 
die  Umge  der  Tangente  oder  die  Länge  der  Normalen  nennt, 

und  wir  haben  auch  die  Definitionen 
der  Subtangente  und  der  Subnortnäle 
erwähnt.  Sind  die  Axen  rechtwink- 
lig, ist  femer  M  der  Berührungspunkt, 
MP  seine  Ordinate,  T  und  N  die 
Punkte,  in  denen  die  Tangente  MT 
und  die  Normale  MN  die  Abscissen- 
axe  schneidet,  so  wollen  wir  kurz  mit  T  und  N  die  Längen 
MT  und  MN  auf  der  Tangente  und  auf  der  Normalen  be- 
zeichnen, mit  T  und  N  die  Subtangente  TP  und  die  Sub- 
normale PN,  Alsdann  ergeben  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
PMT  und  PMN,  in  denen  die  Winkel  MTP  und  PMN  zur 

trigonometrischen  Tangente  den  Wert  ~  haben: 


^  dy^ 


dy 
y  dx' 


und  dieselben  Dreiecke  ergeben  auch: 


folglich: 


T=>/j^+r%    N^yy'  +  N'^ 


^  _  yVdx^+dy*      ^  ^  yVdx*+dy* 
dy         ^  dx 


Es  mufs  bemerkt  werden,  dafis  die  Ausdrücke  für  T'  und 
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N'  positiv  oder  negativ  sind;  je  nachdem  die  Richtungen  TP 
imd  FN  mit  der  positiven  Bichtnng  der  Abscissenaxe  oder 
mit  der  entgegengesetzten  zusammenfallen. 

17L  Asymptoten.     Wir  definieren: 

Definition,  Eine  Gerade  keifst  eine  Asymptote  eines 
Kwvenjsweiges ,  toeUAer  sich  ins  Unendliche  erstreckt,  wenn  die 
Entfernung  eines  Kurvenpunktes  M  von  der  Geraden  nach  dem 
Grenswerte  nuU  konvergiert,  wahrend  der  Punkt,  indem  er  stets 
auf  der  Kurve  bleibt,  unbegrenzt  hinaiusrückt. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  die  Asymptote  im  allgemeinen 
die  Grenzlage  wird;  welcher  sich  die  Tangente  im  Punkte  M 
immer  mehr  nähert;  wenn  M  ins  Unendliche  rückt;  nämlich 
stets  danU;  wenn  solch  eine  Grenzlage  überhaupt  vorhanden  ist. 

Denn  nehmen  wir  aU;  dals  die  Kurve  einen  Zweig  hat,  der 
sich  ins  Unendliche  erstreckt ;  und  dabei  eine  Asymptote  besitzt; 
welche  nicht  parallel  zur  y-Axe  ist;  vielmehr  die  Gleichung 

(1)  v-gi  +  h 

hat    Die  Entfernung  des  Punktes  x,  y  der  Kurve  von  dieser 

Asymptote  ist 

y—  gx  —  h 

Nach  unserer  Annahme  ist  nun: 

lim  y  —  gx^h  __  q 

also  auch: 

lim  {y  —  gx  —  ä)  =  0. 

Dividiert  man  durch  x,  so  folgt: 
lim  (ÜL_^)-  lim   ~  — 0     oder:     lim(|-— i^)=0; 

das  heiEst: 

(2)  lim  -!«(?. 

Sodann  folgt: 

(3)  lim  (y  —  gx)  —  ä. 

Es  gilt  also  der 

Satz.  Damit  eine  Kurve  y  —  f{x)  eine  Asymptote  besitzt,  die 
nickt  der  y-Axe  paraM  ist,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs 
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cfer  Quotient  ^  für  a;  =  cx)  einen  bestimmten  endlichen  Grem- 

wert  g  hat,  und  dafs  dann  y  —  gx  Aenfalls  für  o;  =  <x>  einen 
hestimmten  endlichen  Grenzwert  h  hak   Ist  beides  der  FaU,  so  ist 

y  ^gx  +  h 

die  Gleichung  der  Asymptote. 

Betrachten  wir  ntm  die  Gleichung  der  Tangente  an  die 
Earye^  nämlich 

(4)  .-gi+(»-43- 

^  ist  ein  Quotient,  dessen  Zahler  und  Nenner  im  allgemeinen 

beide  gleichzeitig  unendlich  werden.  Sollte  fCLr  o;  «=  <x>  etwa 
y  cn  f(x)  einen  endlichen  Grenzwert  Ä  haben,  so  drehe  man 
das  Koordinatensystem  um  den  Winkel  a.  Sind  dann  x^  und  y^ 
die  Koordinaten  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  das  neue  Koor- 
dinatensystem, so  wird: 

Xi'=^  x  cos a  '\'  y  Hma, 

yi  =  —  a;  sin  a  +  y  cos  a, 

und  daher  wird  mit  x  auch  x^  unendlich  und 

lim  y^  «=»  lim  ( —  x  sin  «  +  y  cos  a)  «=  <x> 

Xi"^  CD 

ebenfalls  unendlicL  Wir  können  also  immer  annehmen,  daCs 
fQr  a;  »•  cx)  auch  y  «=  oo  wird.  Nach  Nr.  130  ist  aber  dann 
stets  dy 

!•       y        1-      dx 
lim  -  -  —  lim  —— , 

X  1    ' 

X^m  CO  fl/BB  00 

sobald  lim  ^  -»  lim  f(x)  überhaupt  einen  bestimmten  Grenz* 
wert  hat,  folglich  ist 

Femer  hat  man 

lim  (y  —  gx)  «  hm —  • 

X 

Zahler  und  Nenner  dieses  Quotienten  verschwinden  f&r  x  •-«  oo. 
Indem  man  also  die  Regel  der  Nr.  130  anwendet,  wird 
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dy 


y-^'dx 


üm(y-^*)-.lün-|—  -li«(y-a:||), 
also  ist 

Wir  sehen  also: 

Besüsen  lim  ^    u/nd    lim  (y  —  x-~\  bestimmte  endliche 

Werte  g  und  h^  so  ist  die  Asymptote 

y^gX  +  h 

die  Gremlage,  todche  die  Tangente  für  a;  ««*  cx)  annimmt. 

Wemi  indessen  die  Tangente  für  a;  «>  <x>  keine  bestimmte 
Orenzlage  besitzt^  so  ist;  selbst  wenn  es  eine  Asymptote  giebt, 
diese  nicht  mehr  als  Grenze  der  Tangente  anzusehen. 

Ein  Beispiel  für  diesen  letzteren  Fall  liefert  die  Gleichung 

y= — .     Die   a;-Axe  ist  hier  eine  Asymptote  der  Kurve; 

/  konyergiert  nach  0,  wenn  x  unendlich  wird,  aber  y  —  x^ 

ist  mibestimmt  für  o? »»  oo. 

172.  Art  und  Ordnung  der  Berührung  von  Kurve  und 
Tangente.  Wir  betrachten  die  Kurve  y  •—  f(x)  in  der  Um- 
gebung einer  festen  Stelle  x  und  setzen  voraus,  dafs  die  Funk- 
tion f{x)  nebst  den  Ableitungen  bis  zur  n^  Ordnung  in  der 
Umgebai^  der  Stelle  x  bestimmte  endliche  Werte  hat.  Dann 
gilt  der  verallgemeinerte  Mittel  wertssatz  der  Nr.  112: 

Rn  ist  proportional  %*,  nämlich: 

Wir  betrachten  nun  die  Fig.  28  auf  der  folg.  Seite,  welche 
unsere  Kurve  y  —  f(x)  in  der  Umgebung  der  Stelle  (x,  y)  dar- 
stellen möge.  Es  ist  wieder  x  —  OT^  y  -»  FM  und  FT'  -«  h 
gesetzt.    Die  Abscisse  des  Punktes  M'  der  Kurve  sei: 

a?i  -=  a:  +  A 
und  die  Ordinate  des  Punktes  JIT: 
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y,  -  fix  +  Ä)  =  M'F'. 

Die  Gerade  M'P'  schneide  die  Tangente  in  Jlf  im  Punkte  m. 
Wir  nennen  ly^  die  Ordinate  der  Tangente,  welche  der  Abß- 

cisse  ^cs=:  x^  entspricht.    Dann  ist: 

i2i  =  wP'. 

Es  kommt  uns  nun  hier  an  auf 
die  Differenz  von  Kurven-  und  Tan- 
gentenordinate, also  auf  die  Grofse: 

yi  —  %  —  fnM'. 
Setzen  wir  in  die  Gleichung  der  Tangente 

g  ea  ^Tj  BS  o;  4"  ^>  ^  =^  ^1  ^^}  80  erhalten  wir  als  Wert  von  i^^: 

(2)  ,,,  =  fix)  +  fix)  .  h. 

Der  Wert  von  y^  «=  f(x  +  h)  wird  aber  durch  (1)  ge- 
geben, subtrahiert  man  also  (2)  von  (1),  so  erhalt  man  den 
gesuchten  Ausdruck: 

Die  Differenz  mM'  ist  also  eine  Funktion  von  &,  welche 
an  der  Stelle  7t  «>  0  verschwindet.  Dies  ist  auch  geometrisch 
evident,  unsere  Formel  lehrt  uns  aber  noch  mehr.  Die  nie- 
drigste Potenz  von  &,  die  rechter  Hand  auftritt,  ist  die  zweite. 
Ja,  wenn  f"(x)  null  ist,  kann  sich  diese  Zahl  noch  erhöhen. 
Es  möge  die  erste  an  der  Stelle  x  nicht  verschwindende  Ab- 
leitung die  ft  +  1**  sein,  und  es  sei  ft  +  1  <  ^-    Dann  wird: 

(3)  «,Jir=.y.-,.=A/'+'.^^:^+...+Ä-».^^>+U„ 

und  fi  ist  eine  ganze  positive  Zahl,  nicht  kleiner  als  1.  Aus 
der  letzten  Gleichimg  folgern  wir,  dafs 

eine  endliche  von  null  verschiedene  Zahl  ist.  Folglich  wird 
(122)  die  Differenz  y^  —  i^j  =  wüf'  mit  Ä  null  von  der  Ord- 
nung fi  +  1  ^2. 

An  Stelle  der  Strecke  mM'  kann  man  auch  den  Abstand 
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M'Q  des  Eoryenpimktes  von  der  Tangente  einfahren.    Es  ist, 

wenn  der  Winkel  PTQ  zwischen  Tangente  und  Abscissenaxe 

mit  a  bezeichnet  wird: 

tg  «  —  y\ 

Aber  anch  l^mM'Q  ist  gleich  a.     Mithin  wird: 

M'Q  =  M'm  •  cos  «   =  -— r-rrrr:^^  • 

Vi  +  y'' 
Hithin  wird  anch 

lim     ,  _j,  =  -  lim  — X7 

endlich  und  von  nnll  yerschieden;  d.  h.  auch  M'Q  wird  von  der 
Ordnung  [i  -{-  l'^2  null  mit  h.   Wir  haben  also  zuiuUihst  den 

Säte.  Ist  die  Funktion  f{x)  nAst  ihren  Ableitungen  in 
der  Umgebung  der  Stelle  x  stetig^  und  eiekt  man  an  den  Punkt 
{x,  y)  der  Kurve  y  —  f{x)  die  Tangente^  so  wird  der  Abstand 
des  KurvenpunkteSy  dessen  Abscisse  x  -{-h  ist,  von  der  Tangente 
mit  h  nuU  von  mindestens  der  zweiten  Ordnung. 

Man  nennt  nun  die  Zahl  fi  die  Ordnung  der  Berührung 
von  Kurve  und  Tangente  im  Punkte  (^,  y).  Im  allgemeinen 
also^  wenn  f'(x)^0  ist,  ist  die  Ordnung  der  Berührung  1, 
ist  aber  f'{x)  =  0  und  f(x)  4=  0,  so  ist  sie  2,  und  sie  ist 
allgemein  fi,  wenn: 

r(^)  — 0,    r{^)  =  0...fO^\x)~0]    f<f^+%x)^0. 

Es  besteht  nun  ein  wichtiger  Unterschied,  je  nachdem  [i 
eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  ist.  Ist  fi  ungerade,  wie  in 
dem  gewöhnlichsten  FaU  fi  =  1,  so  ist  fi  -(~  I  gerade.  Setzen 
wir  daher  in  (3)  n  -=  fi  +  2,  so  wird: 

(4)  m  Jf'-  y,  -  ,,  »  h^+^ .  'J^-i^  +  i?^+,. 

Da  nun  (114)  f&r  hinreichend  kleines  h  das  Vorzeichen  der 
rechten  Seite  mit  dem  des  ersten  Summanden  übereinstimmt, 
80  wechselt  für  ungerades  ft  die  Di£Perenz  y^  —  q^  ihr  Zeichen 
nicht  mit  h.  Der  Pimkt  JT  wird  also  auf  derselben  Seite 
der  Tangente  bleiben,  mi^  man  nun  P'  rechts  oder  links 
Ton  P  annehmeiL     Wir  sehen: 

Bei  einer  gewöhnlichen  Berührung  (d.  h.  bei  einer  solchen 
erster  Ordnung)  bleibt  die  Kurve  in  der   Umgang  des  Be- 
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rükrungspunktes  auf  derselben  Seite  der  TangenUe.  Das  Gleiche 
gut  für  jede  Berührung  ungerader  Ordnung. 

Ist  dagegeo  [i  gerade,  so  wird  f*  +  I  imgerade,  und  die 
Differenz  y^  —  i^i  wechselt  nach  (4)  ihr  Zeichen  mit  hj  folglich 
wird  der  Ponkt  M'  von  der  einen  Seite  der  Tangente  auf  die 
andere  übergehen,  wenn  der  Punkt  P'  von  der  linken  zur 
rechten  Seite  von  P  hinüberwandert: 

Bei  einer  Berührung  gerader  Ordnung  geht  die  Kurve  van 
der  einen  Seite  der  Tangente  nach  der  anderen  herüber. 

Man  nennt  einen  Pnnkt  M  dieser  Art  einen  Inflexions- 

punkt  oder  Wendepunkt  der  Kurve.    Man  vergl.  die  Fig.  29. 

pjg  ^  Dreht  man  die  Tangente  am  M, 

JH^    so  sieht  man.  dals  die  entstehende 

— -^^'^S^^ — ^s=^===:^J^     Sekante  die  Kurve  in  noch  zwei 

'PL---'' 

Punkten   M!   und    M"   schneidet. 

Damit  ein  Wendepunkt  auftritt  mufs  mindestens  fi »»  2  sein. 

Ein  Wendepunkt  tritt  also  auf,  wenn: 

r»=o,  r(*)+o. 

Er  tritt  aber  auch  auf,  wenn: 

r(x)=o,  r(*)=o,  /^(x)  =  o,  r(»)+o. 

Aber  nicht,  wenn  etwa  f  =  /^"  —  0  aber  f^  «{=  0  isi 

Wir  erkennen: 

Sieht  man  von  den  Fällen ,  in  denen  Ableitungen  unstetig 
werden,  ab,  so  werden  die  Wendq^nkle  der  Kurve  y  «=  f{x) 
gefunden,  indem  man  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

fix)  -  0 

aufsucht.  Ist  X  eine  solche  Wurzel  und  die  erste  der  folgenden 
Ableitungen,  die  für  diesen  Wert  von  x  nicht  verschwindet,  van 
ungerader  Ordnung,  so  haben  wir  einen  Wendepunkt  an  der 
Stelle  X,  ist  jene  Ableitung  von  gerader  Ordnung,  so  befindet  sich 
an  der  Stelle  x  kein  Wendepunkt. 

178.  Konkav  iind>  konvex.  Man  sagt,  dals  eine  Kurve 
in  einem  ihrer  Punkte  M  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Grerade 
konkav  ist,  oder  dafs  sie  ihre  konkave  Seite  der  Geraden  zu- 
wendet, wenn  sie  in  der  Umgebung  von  M  ganz  innerhalb 
des  spitzen  Winkels  gelegen  ist,  welchen  die  Tangente  in  M 
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mit  der  gegebenen  Geraden  bildet.  Dagegen  ist  sie  Jconvex 
im  Punkte  M^  oder  sie  kehrt  ihre  konvexe  Seite  nach  der 
Geraden,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  ganz 
innerhalb  des  stumpfen  Winkels  zwischen  der  Tangente  in  M 
und  der  Geraden  sich  befindet. 

Die  in  Nr.  172  erhaltenen  Resultate  geben  uns  ein  Mittel; 
um  zu  entscheiden,  ob  eine  Eurye  in  einem  gegebenen  Punkte 
ihre  konvexe  oder  konkave  Seite  der  x-Axe  zuwendet.  Nehmen 
wir  zunächst  an,  daEs  die  Axen  rechtwinklig  sind.  Man  ersieht 
ans  der  Figur  28,  dals  die  Konkavität  oder  Konxexität  vor- 
liegty  je  nachdem  die  Ordinate  Jf'P'«»  y^  kleiner  oder  grofser 
ist  als  die  Ordinate  mP'  ^=  rj^  der  Tangente.  Der  Unterschied 
zwischen  beiden  ist  mJf' »y^  —  ijj.  Nach  Nr.  172,  Glei- 
chung (3)  ist  aber: 

Im  FaUe,  daüei  die  Kurve  konkav  ist  gegen  die  ^Aze,  ist  also 
auch  der  Ausdruck 

(1)  j^^i .  /^IM 

negativ,  im  entgegengesetzten  Falle  positiv.  Dabei  ist  jedoch 
immer  vorausgesetzt,  dafs  y  positiv  ist,  und  es  ist  leicht  ein- 
zusehen, dafs  bei  negativem  y  genau  das  Gegenteil  stattfindet. 
Bezeichnen  wir  aber  die  Richtung  der  abnehmenden  y  als 
eine  Richtung  nach  unten,  so  ist  der  Ausdruck  (1)  in  jedem 
Falle  positiv,  wenn  die  Kurve  nach  unten  konvex  ist;  negativ, 
wenn  sie  nach  unten  konkav  ist.  Ist  also  ft  «=  1,  also  fXx)  4=  0, 
80  sehen  wir,  da  h^  immer  positiv  ist: 

Dem  positiven  Vorzeichen  von  f"{x)  entspridü,  dafs  die  Kurve 
y-"/*(a;)  eu  leiden  Seiten  von  M  nach  unten  konvex  ist,  dem 
negativen  das  Gegenteil. 

Die  konvexe  Seite  bleibt  zu  beiden  Seiten  von  M  die- 
selbe, wenn  f'Xx)  zwar  null,  aber  die  Ordnimg  fi  der  Berüh- 
rung von  Kurve  und  Tangente  ungerade  ist.  Ist  dagegen 
r{x)  null  und  fi  gerade,  so  ändert  der  obige  Ausdruck  (1) 
sein  Zeichen  mit  h.  Also  geht  in  einem  solchen  Punkte  die 
Konkavität  in  Konvexität  über  imd  umgekehrt.  Ein  solcher 
Punkt  ist  aber  ein  Wendepunkt,  also  erkennen  wir: 
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In  einem  Wendepunkte  geht  die  Konkavität  in  Konvexität  Ober. 
174.  Beispiele, 

1.  Für  die  Kurve ,  deren  Gleichung '  in  Bezug  auf  recht- 
winklige Koordinaten 

y  «=  sina; 
ist,  wird 

dy  d^y  1  d^y  - 

dx  '     dx^  '      y  dx* 

Die  Kurve  ist  also  beständig  konkav  nach  der  x-Axe 
gerichtet,  und  die  Punkte,  in  denen  sie  diese  Axe  schneidet, 
sind  Wendepunkte.    Man  vergleiche  Figur  4  pag.  9. 

2.  Für   die   Kurve,   deren   Gleichung   in   rechtwinkligen 

Koordinaten 

y  =  tango; 

ist,  wird 

dy  1  d^y 2tanga?        1  d'y  2 

dx        cos'«       dx*  cos*«   '      y  dx*        cos*« 

Die  Kurve  kehrt  also  beständig  ihre  konvexe  Seite  der 
Abscissenaxe  zu,  und  ihre  Schnittpunkte  mit  dieser  Axe  sind 
Wendepunkte.    Man  vergleiche  Figur  5  pi^.  9. 

3.  Die  Kurve,  deren  Gleichung  in  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten 


ist, 

hat  die  Ableitungen 

x* 
ix^ 

—  X 

•+1 

dx 

8a?*  +  6a;*  — 
(3a;*+l)* 

1  d*y  _ 

1 

—  i 

d*y 
dx*  "" 

24 

24  (a; 
(3  a?* 

+  !)• 

y  dx*  (Saj*  +  1)* 

Die  Kurve  kehrt  beständig  ihre  konkave  Seite  nach  der 
a;-Axe.  Sie  hat  drei  Wendepunkte,  welche  auf  der  a;-Axe  ge- 
legen sind,   mit  den  Abscissenwerten  ^  "»  —  1,  0,  4*  I9   ^^^ 

zugehörigen  Werte  von  -^  sind  — ,  —  l>"r* 


dx 2  '  '2 

§  2.  Homogene  Koordinaten. 

175.   Formale  Definition.     Anstatt  die  geradlinigen  Ko- 
ordinaten  eines  Punktes   der  Ebene,   wie  früher,   durch   die 

Buchstaben  Xj  y  zu  bezeichnen,  nennen  wir  sie  jetzt  -^ ,  ^ . 

x^     x^ 
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Eine  der  drei  Yariabelen  bleibt  nach  Fixierung  des  Punktes 
noch  immer  unbestimmt,  z.  B.  x^.  Würden  wir  über  dieses 
z.  6.  so  verfügen^  dafs  wir  es  gleich  1  setzten,  so  erhielten  wir 
unsere  bisherige  Bezeichnungsweise,  x^^x^j  x^  heüj9en  die  homo- 
genen Koordinaten  eines  Punktes  der  Ebene;  denn  es  wird  jede 
Eurvengleichung  durch  diese  Darstellung  der  Punktkoordi- 
naten zu  einer  homogenen,  was  häufig  von  grofsem  Werte  ist. 

Sind  die  Koordinaten  mit  —  und    -    bezeichnet,  so  erhalt  die 

Gleichung  irgend  einer  Kurve  die  Gestalt 
(1)  /*(a?i,iÄ?2,a:8)  =  0, 

wobei  nun  f  eine  Form  —  d.  h.  homogene  Funktion  —  der 
drei  Yariabelen  x^x^^  x^  bezeichnet,  die  man,  wenn  die  ursprüng- 
liche Gleichung  eine  ganze  rationale  Funktion  in  x^  und  x^  war, 
durch  Multiplikation  mit  einer  Potenz  von  x^  auch  in  eine 
ganze  rationale  Form  von  x^yX^^x^  verwandeln  kann.  Jedem 
Punkte  der  Ebene  entspricht  ein  und  nur  ein  Wertsystem 
{^i-x^:x^)y  welches  von  (0:0:0)  verschieden  ist,  und  umgekehrt 
jedem  von  (0:0:0)  yerschiedenen  Wertsysteme  {x^ix^:  x^)  ein 
und  nur  ein  Punkt  der  Ebene.  Man  sagt,  dafs  auch  das  Wert- 
sjstem  (x^  1X^:0)  einen  bestimmten  Punkt  der  Ebene,  nämlich 
einen  unefidlich  fernen  Punkt  vorstellt.  Geht  man  von  einem 
Punkte  der  Kurve  zu  einem  andern  Punkte,  so  kann  man 
willkürlich  x^  als  konstant,  oder  auch  als  veränderlich  an- 
nehmen: denn  es  sind  immer  nur  die  Verhältnisse  —  und  ~ 

vermittelst  der  Gleichang  für  jeden  Punkt  bestimmt. 

Wird  die  Gleichung  (1)  differentiiert,  ohne  dafs  eine  An- 
nahme über  x^  gemacht  wird,  so  erhält  man 

Die  Identitäten 

in  welchen  x^  von  null  verschieden  angenommen  ist,  ergeben: 

dflCj  «=«  x^dx  +  xdx^,    dx^  -=*  x^dy  -^-  ydx^f 
und  folglich  wird  die  Gleichung  (2): 

Serret,  Diff.-  n.  Integral-Seohnong.    L  2.  Aufl.  16 
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Es  ist  aber^  wenn  n  den  Grad  der  homogenen  Funktion 
angiebt  (84  und  139): 

\  m  O 

Hieraus  folgt: 

Setzen  wir  noch  6  =■  !\  ^  =  f^,  so  wird  bei  den  üblichen 

«8  bs 

Bezeichnungen  die  Gleichung  der  Tangente: 
oder  gemäfs  der  Gleichung  (4): 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x^  ^  +  x^  ^  =  —  ^s  ä  nach 
Gleichung  (3)^  so  wird  die  Gleichung  der  Tangente  einfach: 

(5)  ^^ei  +  ^^L  +  ^ä-'- 

176.  Sine  geometrüiolie  Deutong.  Die  vorstehende  Ent- 
Wickelung  ist  einer  geometrischen  Interpretation  im  Räume 
fähig;  zu  deren  Verständnis  jedoch  die  vorherige  Lektüre  der 
Artikel  251—253  erforderlich  ist. 

Die  Punkte  des  Raumes  22  seien  durch  gewöhnliche 
ParaUelkoordinaten  (Xi,  x^j  x^)  bestimmt  und  0  der  Eoordi- 
natenanfang  (0, 0, 0)  des  Koordinatensystems.  Parallel  zur 
o^jO:^- Ebene  legen  wir  durch  den  Punkt  rr,  =  1  der  Xg-Axe 
eine  Ebene  E: 

und  in  dieser  bilden  wir  uns  ein  System  von  Parallelkoordi- 
naten (x,  y),  dessen  Anfangspunkt  im  Schnittpunkte  der  Ebene 
und  der  a;s-Axe  liegt  und  dessen  x-  und  y-Axe  bezw.  der 
Xi'  und  x^'Axß  des  räumlichen  Koordinatensystems  parallel 
sind.  Für  die  Punkte  im  Endlichen  der  Ebene  E  ist  abo 
Xi  '=  X,  x^  <=  y^  ajg  —  1.  Es  sei  jetzt  P  irgend  ein  Punkt 
der  Ebene  E,  Wir  verbinden  ihn  mit  0  durch  die  Gerade  g, 
deren  Gleichungen  in  Raumkoordinaten 
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—  =  rc, 


sind.  Diese  Gleichungen  sind  aber  gerade  die  Substitutions- 
gleichungen,  welche  von  den  gewöhnlichen  Parallelkoordinaten 
{x,y)  der  Ebene  E  zu  den  homogenen  Koordinaten  (x^iXiix^) 
der  Ebene  E  führen. 

Durch  unsere  Interpretation  erscheifien  also  die  homogenen 
Koordinaien  der  Ebene  E  als  die  reddivinkligen  Koordinaten 
des  Baumes  R. 

Dabei  wird  jedem  Punkte  P  der  Ebene  E  eine  und  nur 
eine  durch  0  gehende  Gerade  g  des  Raumes  R  zugeordnet  — 
nämlich  die  Verbindungslinie  von  0  und  P  —  und  umgekehrt 
jeder  durch  0  gehenden  Geraden  g  des  Raumes  jR  ein  und 
nnr  ein  Punkt  P  der  Ebene  E,  nämlich  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  g  mit  der  Ebene  r^^^  1,  Im  Besonderen  wird  jedem 
durch  0  gehenden  Strahle  der  o^jo::^- Ebene 

**-(7,    x,^0 


^i 


ein  bestimmter,  unendlich  femer  Punkt  P  der  Ebene  E  ent- 

sprechen,  welcher  durch  den  Quotienten  —  =  C  festgelegt  ist. 

Ist  nun  f(x,  y)  «»  0  die  Gleichung  einer  Kurve  C  in  der 
Ebene  E,  so  verbinden  wir  ihre  sämtlichen  Punkte  mit  dem 
Punkte  0  durch  die  Geraden  g]  die  Gesamtheit  dieser  Geraden 
bildet  einen  Kegel  K: 

welcher  auch 

geschrieben  werden  kann,   wenn  f{x^jX^,x^   eine  Form  be- 
deutet,  welche  mit  fy  *,  -'j  gleichzeitig  verschwindet.     Die 

""'S  3 

Gleichung 

giebt  fBr  Parallelkoordinaten  Xi  x^  x^  die  Gleichimg  derjenigen 
Ebene  (vergl.  Nr.  253),  welche  den  Kegel  K  in  der  Greraden  g 
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berührt.  Diese  Ebene  schneidet  die  Ebene  E  in  der  Tangente, 
welche  im  Punkte  (x^  y)  an  die  Kurve  C  geht,  und  daher  giebt 
die  obige  Gleichung  die  Gleichung  der  Tangente  an  die  Kurve  C, 
wenn  man  x^zx^zx^  als  homogene  Koordinaten  der  Ebene  E 
interpretiert.  Dasselbe  Resultat  wurde  in  Nr.  175  durch  Rech- 
nung gefunden. 

177.  BeispieL  Betrachten  wir  den  Fall  der  Kurven 
zweiten  Grades.    Hier  ist 

+  2a^^x^x^  =  0, 
femer: 

^   df  _  ,  , 

1   df  _  ,  , 

9 

Die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x^^x^yX^  wird  also: 

liifhx^l  +  «12^«  +  «81  ^s)  +  5i(öl2a^l   +  «22^2  +  <'23^8) 

+  63(031^1  +  «28^2  +  «88^3)  =  0- 

Will  man  zur  gewöhnlichen  Bezeichnung  der  Koordinaten 
zurückkehren,  so  kann  man  a?j  «=  1,  65  ==  1,  x^  =^  x,  a;^  =  y, 
Si  =  g,  Si  =  t;  setzen. 

178.  Zwei  LehrsätBe.  Das  in  175  gewonnene  Resultat 
führt  ohne  weiteres  zu  dem  folgenden  Satze: 

LehrsaU  L  Konstruiert  man  an  eine  Aene  cUgebraiscke 
Kurve  van  der  Ordnung  n  aus  einem  beliebigen  Punkt  der  Ebene 
die  Tangenten,  so  liegen  ihre  Berührungspunkte  auf  einer  zweiten 
algebraischen  Kurve  von  der  Ordnung  n  —  1. 

Denn  ist  die  gegebene  Kurve  durch  die  Gleichung  (1)  der 
Nr.  175  bestimmt,  so  genügen  die  Berührungspunkte  (x^,  x^yX^ 
aller  Tangenten,  welche  man  von  einem  bestimmten  Punkte 
(Si  ^  O  konstruieren  kann,  der  Gleichung  (5),  und  es  ist 
ersichtlich,  dafs  diese  Gleichung  eine  algebraische  Kurve  von 
der  Ordnung  n  —  1  darstellt. 

Nimmt  man  an,  dafs  der  gegebene  Punkt  nach  einander 
alle  Lagen  auf  einer  gegebenen  Geraden  annimmt,  so  gilt  der 
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Tontehende  Satz  fßr  jede  dieser  Lagen,  selbst  wenn  der  ge- 
gebene Punkt  ins  Unendliche  rückt.  Ist  die  Gleichung  der 
Geraden 

Bo  werden  die  Grenzwerte  der  Koordinaten  I3  ==  0,  -r  =  —  > 
und  die  Gleichung  (5)  erhält  die  Form 

Cf  df  r. 

Man  hat  also  den  anderen  Satz: 

Lehrsatz  IL  Konstruiert  man  an  eine  olgAraische  Kurve 
aMe  Tangenten  f  wdche  einer  gegebenen  BicMung  parallel  sind, 
so  sind  ihre  Berührungspunkte  auf  einer  Kurve  von  der  Ord- 
nung n  —  1  gelegen. 

Bemerkung.  Die  beiden  soeben  bewiesenen  Lehrsätze 
bleiben  nicht  ohne  Weiteres  auch  für  nicht  homogene  Ya- 
riabele  gültig.  Der  zweite  Satz  läfst  sich,  wenn  er  erhalten 
bleibt,  auch  für  rechtwinklige  Koordinaten  sehr  einÜEich  be- 
weisen. 

179.  Wendepunkte.  Wir  bezeichnen  mit  -  <=  x  und 
7  =  y  die  rechtwinkligen  Koordinaten,  mit  u  eine  Form  von 
^11  ^2;  ^s  ^^^  betrachten  die  Kurve^  welche  durch  die  Gleichimg 

(1)  M  =  0 

definiert  ist.     Zar  Abkürzung  setzen  wir: 


du  du  du 

ferner: 


^x,  ""**»'     ao:,  ""**«'    ai,  """3' 


c^u  du^  d*u     dUi        du^ 

dx\  ~  ~dx,  ^  **»'     d^dx^  ~  dx^  ""äi;"  ""**"""  **«i; 

d*u  duj^  c*u  du^        dUf 

dx\  ~  dx^  "  **««'     dx^dx^  "^  ä^  ""  "äS;  "■  **w  ""  **»«' 

a«i*         du^  d^u  du^        ^^_        _ 

dx\  ~  a«,  "■  ^'     dx^dxy^  ""  cx^  ~  dx^  ~  **w  ~  **"• 

Dififerentiiert  man  die  Gleichung  (1),  so  erhält  man^  wenn 
X]  und  x^  endlich,  und  x^  von  0  verschieden  angenommen  wird, 
wie  bereits  gefunden  wurde: 

(2)  u^dx  +  u^dy  =  0. 
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Ist  n  der  Grad  der  Form  ti,  so  sind  U|  und  u^  Formen 
vom  Grade  n —  1,  und  man  erhält: 

dx 

dtti  =  «»(«„da;  +  «ijrfy)  +  (n  —  1)  «i  -^, 

äUi  —  a;j(wi3da:  +  u^dy)  +  (n  —  1)  Uj  -^. 

Differentiiert  man  also  die  Gleichung  (2),  indem  man  x 
als  unabhängige  Yariabele  ansieht,  und  reduziert  man  das 
Resultat  vermittelst  derselben  Gleichung  (2),  so  folgt: 

du^  dx  +  du^  dy  +  Wj  <Py  «=  0, 
oder: 

(3)  x^\u^^{dxy  +  2ui^dxdy  +  u^^idyY]  +  u^d^y  =  0. 
Die  Bedingung  f&r  die  Wendepunkte  ist  jetzt 

(4)  (Py-0, 

und  die  Gleichung  (3)  reduziert  sich  auf 

(5)  w„  (dxy  +  2H,^dx  dy  +  ««(dy)*  =  0. 

Dabei  ist  indessen  zu  bemerken,  daCs  die  Gleichung  (5) 
nicht  die  Gleichung  (4)  zur  Folge  hat,  wenn  u^^^O  ist.  Die 
Bedingung  ti,  =  0  sagt  zunächst  aus,  dab  die  Tangente  in 
diesen  Eurvenpunkten  der  Ordinatenaze  parallel  ist,  und  wir 
können,  sobald  u^  «^  0  ist,  ohne  Beeinträchtigung  der  All- 
gemeinheit annehmen,  dafs  f&r  solche  Punkte  nicht  auch  die 
Gleichimg  (5)  erfüllt  ist.  Anders  aber  ist  es,  wenn  u^^s^Q 
und  gleichzeitig  u^  *-■  0  ist,  wie  wir  später  sehen  werden. 

Eliminieren  wir  zunächst  zwischen  den  Gleichungen  (2) 
und  (5)  die  Differentiale  dx  und  dy^  so  folgt: 

(6)  tl„  V  —  2lli2tlitt8  +  UjjWi*  =  0, 

und   diese  Gleichung   kann   noch   vereinfacht   werden.     Denn 
wenn  man  zwischen  den  vier  identischen  Gleichungen 

(7)  nu  =  u^Xi  +  u^ar,  +  u^x^^ 

und 

|(n  —  1)  w,  —  u.^Xi  +  UijX,  +  UijZj, 
(n  —  1)  Wg  =  «xiic,  +  ii^x^  +  ti^r,, 
(ll  —  1)  t<3  =  KsjÄ?,  +  u^^x^  +  1153X3 

rcj ,  x^  imd  x^  eliminiert,  so  findet  man: 
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wobei 

l  =*«ll«M«'»8  +  2Wi8fl,8Uai— W^V  — Uig*fl„  — U„W|8*, 

Was  auch  immer  die  Gestalt  der  Form  u  sein  mag,  der 
Fall  n  ««  1  kann  stets  vermieden  werden,  indem  man  u  mit 
einer  Potenz  von  x^  multipliziert.  Also  reduziert  sich  yer- 
mittelst  der  Identität  (9)  und  der  Gleichung  u  -«  0  die  Glei- 
chong  (6)  auf 

(11)  H(u)  =  0. 

Die  Kurve  H(u)  -»  0  schneidet  auf  der  Kurve  u  "»  0  die 
Wendepunkte  aus.  Die  Funktion  H(u)  ist  die  Determinante 
der  neun  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung ,  nämlich: 


H(u) 


Hesse  hat  sie  die  Determinante  der  Funktion  u  genannt; 
nach  ihm  heifst  sie  jetzt  allgemein  die  Sessesche  Determinante. 
Sie  ist  der  gemeinsame  Nenner  in  den  Ausdrücken  ^  welche 
man  erhalt ,  wenn  man  die  Gleichungen  (8)  nach  x^,  x^,  x, 
auflöst.    Daraus  folgt,   dafs  die  Gleichung  (11)  auch  immer 

erftllt  ist  durch  diejenigen  Werte  von  — -,    *-,  för  welche  die 

Gleichungen 

(12)  Wj  —  0,      tt,  =  0,      !l5  =  0 

gleichzeitig  bestehen. 

Dies  ist  der  Fall,  den  wir  noch  zu  besprechen  haben. 
Wenn  es  auf  der  Kurve  u  =  0  Punkte  giebt,  für  welche 
«2  a»  0  und  gleichzeitig  ti^ "»  0  ist,  so  ist  für  solch  einen  Punkt 
vermöge  der  Gleichung 

u^x^  +  u^x^  +  u^x^  ==:  nu 

auch  «3  s.  0.  Diese  besonderen  Punkte,  für  welche  cPy  im 
allgemeinen  nicht  null  zu  sein  braucht,  werden  ebenfalls  von 
der  Kurve  H(u)  <»  0  ausgeschnitten. 


«11 

M,, 

«IS 

«« 

«M 

«»» 

«»1 

«»« 

M»J 

248  Siebentes  Kapitel. 


180.  Ein  SatE  von  Hesse.  Nehmen  wir  an,  dafs  die  ge- 
gebene Kurve  algebraisch  und  u  eine  ganze  rationale  Form 
der  Ordnung  n  ist;  die  Gleichung  (6)  wird  vom  Grade  3n  —  4, 
während  die  Gleichung  (11)  nur  vom  Grade  3(n  —  2)  =  3n  —  6 
ist.  Wenn  man  die  imaginären  Lösungen,  welche  zwei  Glei- 
chungen besitzen  können,  als  Darstellung  für  einen  imaginären 
Schnittpunkt  der  beiden  durch  diese  Gleichungen  gegebenen 
Kurven  betrachtet,  so  kann  man  folgenden,  zuerst  von  Hesse 
gegebenen  Satz  aussprechen: 

Lehrsatz  L  Die  Wendqpunkte  einer  algebraischen  Kurve 
von  der  Ordnung  n  werden  durch  eine  zweite  algebraische  Kurve 
von  der  Ordnung  3(n  —  2)  ausgeschnitten. 

Wenn  nun  die  Koeffizienten  in  der  Gleichung  der  Kurve 
u  BB  0  ganz  allgemein  bleiben,  derart,  dafs  zwischen  ihnen 
keinerlei  Relationen  existieren,  so  können  auch  die  Glei- 
chungen (12)  des  vorigen  Paragraphen  keine  gemeinsame 
Lösung  besitzen.  Folglich  werden  sämtliche  Schnittpunkte 
der  Kurven  (1)  und  (11)  Wendepunkte  der  Kurve  u.  Anderer- 
seits weifs  man^  dafs  nach  dem  Bezoutschen  Satze  die  Elimi- 
nation einer  der  Yariabelen  zwischen  den  Gleichungen  (1) 
und  (11)  auf  eine  Endgleichung  fährt,  deren  Ordnung  gleich 
dem  Produkte  aus  den  Ordnungen  der  beiden  Gleichungen  ist; 
man  hat  also  den 

Lehrsatz  IL  Eine  algebraische  Kurve  von  der  Ordnung  n 
mit  allgemeinen  Koeffizienten  hat  3n(n  —  2)   WepidepunJcte, 

Im  Besonderen  erkennt  man,  dafs  die  Kurven  zweiter  Ord- 
nung keine  Wendepunkte  haben,  was  bekannt  ist,  und  dals 
eine  Kurve  dritten  Grades  im  allgemeinen  neun  reelle  oder 
imaginäre  Wendepunkte  besitzt. 

Die  Identität  (9),  in  welcher  t/nMg*  —  2ui^UiU^  -|-  t/^Wj* 
vom  Grade  3n  —  4  und  IHu)  vom  Grade  3n  —  6  ist,  lehrt, 
dafs  die  Kurve  u^iU^*  —  2MijWitt2 -|-«2a«*i*  =  0  auf  m  =  0  nicht 
nur  die  3n  —  6  Wendepunkte  ausschneidet,  sondern  auch  die- 
jenigen 2n  Punkte,  in  denen  x^*  >»  0  die  Kurve  schneidet. 
Dies  sind  die  n  unendlich  fernen  Punkte  der  Kurve,  ein  jeder 
doppelt  gezählt. 
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§  3.  Singulare  Punkte. 

181.  Definition  eines  singnlftren  Punktes.  Betrachten 
wir  (Fig.  30)  eine  Kurve  in  einem  Punkte  M.  Im  Allgemeinen 
wird  durch  den  Punkt  M  nur  ein  be-  _ 

Pig.  80. 

stimmter,  stetiger  Eurvenzug  m'Mm 
hindurchgehen,  und  auch  die  Tangenet 
TT  wird  ihre  Richtung  stetig  ändern, 
wenn  ihr  Berührungspunkt  M  den 
Bogen  fn'Mm  durchläuft.  Ein  solches 
Euryenbild  bietet  keinerlei  Besonder- 
heiten imd  von  diesem  geometrischen  Standpunkte  aus  defi- 
nieren wir  daher: 

Definition,  Wir  sagen  der  Kurvenpunkt  M  hat  eine  dOr 
gemeine  Lage,  tcerni  1)  durch  ihn  ein  und  nur  ein  bestimmter 
Kurvenmg  m'Mm  hindurchgeht,  welcher  in  der  Umgdnmg  von  M 
stetig  ist,  und  wenn  2)  auch  die  Tangente  im  Punkte  M  und 
seiner  Umgebung  ihre  Bichtung  stetig  ändert. 

Einen  Punkt  M,  der  nicht  eine  allgemeine  Lage  hat, 
nennen  wir  einen  singulären  Punkt.    Wir  definieren  also  weiter: 

Wenn  dagegen  der  Kurvenpunkt  M  auch  nur  eine  der  "beiden 
d)en  gestellten  Forderungen  nicht  erßUt,  so  heifst  er  ein  singulärer 
Punkt  der  Kurve. 

Man  kann  immer  annehmen,  dafs  die  Tangente,  wenn  M 
den  Bogen  m'Mm  durchläuft,  nicht  einmal  der  Ordinatenaze 
parallel  wird,  sobald  der  Punkt  M  eine  allgemeine  Lage  hat. 
Ist  daher  die  Gleichung  der  Kurve  in  der  Form  y  <»  f^x) 
gegeben  und  sind  die  Koordinatenaxen  nicht  unglücklich 
gewählt,  so  ist  ein  Punkt,  dessen  Abscisse  x«^  a  ist,  von 
allgemeiner  Lage  dann  und  nur  dann,  wenn  die  Funktion  f(x) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  2;  *»  a  nebst  ihrer  ersten  Ab- 
leitung stetig  ist. 

Beschreiben  wir  zur  weiteren  Yeranschaulichung  um  den 
Knrvenpunkt  M  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  der  in  die  Um- 
gebung des  Punktes  M  hineinfällt,  so  ist  M  von  allgemeiner 
Lage,  wenn  1)  der  Kreis  die  Kurve  in  zwei  und  nur  zwei 
Punkten  m  und  m'  schneidet,  und  wenn  2)  der  Winkel  L^'Mm, 
den  die  Radien  nach  den  beiden  Schnittpunkten  mit  einander 
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Fig.  91. 


bilden  ^  der  Grenze  n  zustrebt  ^  wenn  der  Radius  des  Kreises 
null  wird.  Ist  nur  eine  dieser  zwei  Bedingungen  nicht  erftlllty 
so  ist  M  ein  singulärer  Punkt. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Arten  von  singulären  Punkten 
beschreiben,  die  auftreten  können. 

182.  Anfzählimg  einiger  singnlSrer  Funkte.  1.  VielfcLdie 
Punkte,    (Fig.  31).     Man  nennt  einen  Punkt  einen  vielfachen^ 

wenn  mehrere  Zweige  der  Kurve  durch  ihn 
hindurchgehen ;  mögen  sich  diese  unter  ein- 
ander berühren  oder  nicht.  Der  Kreis,  welcher 
aus  einem  vielfachen  Punkte  als  Mittelpunkt 
beschrieben  ist^  schneidet  die  Kurve  in  mehr 
als  zwei  Punkten. 

2.  Bückkehrpuhkte  oder  Spitzen,  (Fig.  32). 
Rückkehrpunkte  (oder  Spitzen)  heifsen  die- 
jenigen Punkte  einer  Kurve ,  in  welchen  zwei  Zweige  der 
Kurven  endigen  und  dabei  eine  gemeinsame  Tangente  haben. 

Pig.  82.  Der  Kreis,  welcher 

aus  einem  Rück- 
\  kehrpunkt  als  Zen- 
j  trum  beschrieben 
wird,  schneidet  die 
Kurve  nur  in  zwei 
Punkten;  aber  die  Radien^  welche  zu  diesen  beiden  Punkten 
führen,  bilden  mit  einander  einen  Winkel,  der  mit  dem 
Radius  des  Kreises  null  wird. 

Man  unterscheidet  Rückkehrpunkte  von  zweierlei  Art 
Der  Rückkehrpunkt  heilst  von  der  ersten  Art  oder  eine  ge- 
wöhnliche Spitee,  wenn  die  beiden  Kurvenzweige  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  gemeinsamen  Tangente  sich  befinden, 
dagegen  von  der  zweiten  Art  oder  eine  Schnabelspitee,  wenn 
sie  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente  liegen. 

3.  Isolierte  Punkte,  Isolierte  Punkte  heifsen  diejenigen, 
in  deren  Umgebung  kein  anderer  Punkt  der  Kurve  liegt.  Der 
aus  einem  isolierten  Punkt  als  Zentrum  beschriebene  Kreis 
schneidet  bei  hinlänglicher  Kleinheit  des  Radius  die  Kurve  in 
keinem  Punkte. 
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Flg.  U. 


4.  Endpunkt.  (Fig.  33).  Ein  Endpunkt  Fig.  ss. 
ist  ein  Punkt,  in  welchem  ein  einziger 
Zweig  der  Kurve  plötzlich  abbricht.  Der 
Ereifly  welcher  mit  einem  hinlänglich  kleinen 
Radius  aus  solch  einem  Endpunkte  als 
Zentrum  beschrieben  ist,  schneidet  die 
Kurve  nur  in  einem  Punkt. 

5.  Edqmikt.  (Fig.  34).  In  einem  Eckpunkte  endigen  zwei 
Zweige  der  Kurve,  welche  in  diesem  Punkte  verschiedene  Tangen- 
ten haben.  Der  Kreis,  beschrieben  aus 
solch  einem  Eckpunkte  als  Zentrum, 
schneidet  die  Kurve  in  zwei  Punkten; 
aber  die  Radien,  welche  durch  diese 
Punkte  gehen,  bilden  einen  Winkel, 
der  sich  von  zwei  rechten  oder  von 
null  um  eine  endliche  Gröfse  unter- 
scheidet. 

Die  vorstehende  Aufzählung  erschöpft  keineswegs  alle 
möglichen  Arten  von  Singularitäten.  Die  genannten  Fälle 
sind  vielmehr  solche,  welche  sich  besonders  häufig  darbieten, 
übrigens  auch  zum  Teil  gleichzeitig  eintreten  können.  Wir 
geben  jetzt  für  jede  der  genannten  fänf  Arten  von  singulären 
Punkten  ein  Beispiel 

183.  Beispiel  eines  Doppelpunktes  und  eines  isolierten 
Punktes. 

Wir  betrachten  die  Kurve: 

y  =  (x  —  d)  Yx  —  b.' 

In  dieser  Gleichung  haben  wir  auf  der  rechten  Seite  zwei 
Vorzeichen  zu  unterscheiden;  streng  genommen  wird  demnach 
unsere  Kurve  erst  durch  die  zwei  Gleichungen  dargestellt: 

y  e=  (a;  —  a)\  Yx  —  b  1     und     y  «=  —  (x  —  a)\  Y ^  —  ^  | , 

deren  jede  einen  Zweig  unserer  Kurve  liefern.  Die  beiden 
Zweige,  die  übrigens  symmetrisch  zur  x-kiA  verlaufen, 
machen  zusammengenommen  das  aus,  was  wir  schlechthin  die 

Kurve  y  =  (x  —  a)  ]/a;  —  b  nennen.  An  der  Stelle  a?  «*  a 
wird  y  «=  0  für  beide  Kurvenzweige.     Im  Punkte  (a,  0)  ver- 
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einigen  sich  also  die  beiden  Eurvenzweige.     Die  Tangenten- 
richtung  bestimmt  sich  aus: 


ii  =.  v^-b  + 


X  —  a 


dx         ^  2ya;  — 6 

Im  Besonderen  wird  ftir  x  =^  a\ 

\y  =  ya-h. 

dx        ^ 
Ist  daher  1)  a  >  6,   so  haben  wir  den   zwei  Vorzeichen  von 

)/a  —  h  entsprechend  an  der  Stelle  a;  =  a  zwar  nur  einen 
Kurvenpunkt  (a,  0),  aber  zwei  verschiedene  Tangenten. 

Betrachten  wir  nun  unsere  Eurye  auch  in  der  Umgebung 
des  Punktes  M  =  (a,  0).  Damit  y  einen  Wert  hat,  mufs  x>_h 
sein.  Setzen  wir  o?  *=  &,  so  wird  y  *=  0  für  beide  Kurven- 
zweige und  J^  gleich  +  cx)  für  den  oberen,  gleich  —  oo  für 

den  imteren  Eurvenzug.  Der  obere  Eurvenzweig  geht  also 
von  dem  Punkte  (&,  0)  unter  einem  Winkel  von  90®  nach 
oben,  der  untere  Eurvenzweig  unter  einem  Winkel  von  90® 
nach  unten.  Beide  Eurvenaste  gehen  also  im  Punkte  (&,  0) 
samt  ihren  Tangenten  stetig  in  einander  über.  Verfolgen  wir 
den  oberen  Eurvenzweig  weiter,  der  dem  negativen  Vorzeichen 
der  Quadratwurzel  entspricht,  solange  h<x<a  ist,  so  wächst  y 
zunächst,  während  die  Tangentenneigung  immer  mehr  ab- 
nimmt bis  y  sein  Maximum  an  der  Stelle  x  =»  -^ —  erreicht, 
wo  die  Tangente  horizontal  wird.  Wächst  jetzt  x  weiter  bis  a, 
so  nimmt  y  wieder  ab,  ~  nimmt  weiter  ab  und  wird  negativ, 
bis  in  der  Stelle  a;  =  a,   die  wir  hier  studieren,  y  «=  0  wird 

dXi  •  m  -m-m 

und  -^  einen  negativen  Wert  hat.  Wollen  wir  unseren  Eurven- 
zweig weiter  verfolgen,  so  müssen  wir  der  Quadratwurzel  das 
negative  Zeichen  belassen  und  x  über  a  hinaus  wachsen  lassen. 
Dann  bleibt   y   beständig  negativ,   während   seine   absoluten 

Werte   immer   mehr   wachsen.     Gleiches   gilt   von   -—^     Der 

Eurvenzweig  wird  also  nach  Passieren  des  Punktes  Jf  der 
untere  und  fällt  beständig  noch  weiter.  Genau  das  Spiegel- 
bild  von   dem   Eurvenzug,   der   dem   negativen   Zeichen    der 
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Warzel  entspricht^  ist  derjenige,  welcher  dem  positiven  Vor- 
zeichen entspricht.  Wir  sehen  also  deutlich;  wie  die  beiden 
Zweige  zusammengenommen  die  Kurve  y  «»  (o;  —  a)  Yx  —  b 
ausmachen,  und  wie  diese  im  Punkte  (a,  0)  einen  Doppel- 
punkt hat. 

Ist  dagegen  2)  a<b,  so  ist  Ya  —  b  imaginär  und  also 

auch  Y^  —  ^9  solange  x  kleiner  als  b  bleibt.  Hier  beginnt 
die  Kurve  also  erst  für  x>b  einen  stetigen  Kurvenzng  zu 
bilden.  Dieser  besteht  wieder  aus  zwei  Ästen,  die  symme- 
trisch oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissenaze  verlaufen 
nnd  sich  nach  rechts  bis  ins  Unendliche  erstrecken.  Ganz 
isoliert  von  diesem  Kurvenzug  ist  der  Punkt  x  <=>  a,  y  ^^=0, 
der  ebenfalls  der  Kurve  angehört 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusammen,  so  sehen  wir: 

Die  Kurve  y  ^^  (x  —  a)Y^  —  &  A«^  *»*  Punkte  a?  «=  a, 
y » 0  einen  Doppelpunkt,  wenn  a>b  ist,  dagegen  einen  iso- 
lierten Punkt,  wenn  a  <  &  ist 

184.  Beispiel  einer  gewöhnliolien  Spitse  und  einer 
Schnabelspitse.  Betrachten  wir  als  weiteres  Beispiel  erstlich 
die  Kurve 

y  —  Y^ 

an  der  Stelle  a?  =  0.  Dort  wird  auch  y  «=  0.  Die  Kurve 
geht  also  durch  den  Koordinatenanfang.  Sie  existiert  aber 
nur  rechts  von  der  y-Axe;  denn  nur  für  positive  Werte  x 
hat  Y^  einen  Wert  Sie  besteht  aus  zwei  Zweigen,  die 
wieder  symmetrisch  oberhalb  und  unterhalb  der  Abscissen- 
axe  verlaufen  und  sich  im  Koordinatenanfange  vereinen.  Die 
Tangente  bestimmt  sich  durch: 

^y  =  A  Yx- 

dx    2  y-^ 

Sie  fallt  also  im   Koordinatenanfang  für   beide   Zweige   mit 

d  1/ 

der  Abscissenaxe  zusammen:    denn  f&r  2:  ■»  0  wird    —   «s  0, 

'  ax  ' 

welches  Vorzeichen  man  auch  der  Quadratwurzel  erteilen  mag. 
Wir  sehen  mithin: 

Die  Kurve  y  «>  |/^  hat  im  Koordinatenanfang  eine  ge- 
wöhnliche SpiUe, 
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Würden  wir  übrigens  x  —  a  für  x  schreiben,  so  erhielten 
wir  die  Kurve 

welche  im  Punkte  (a,  0)  eine  gewöhnliche  Spitze  hat.  Auf 
diesen  Fall  wären  wir  auch  gekommen,  wenn  wir  in  dem 
Beispiel  der  vorigen  Nummer  auch  die  Möglichkeit  a  «»  &  in 
Betracht  gezogen  hätteu. 

um  nun    auch   ein   Beispiel    für   die   Schnabelspitze    zu 
haben,  nehmen  wir  die  Kurve 

y  «=»  rc*  +  Yx^ 

und  fassen  wieder  den  Koordinatenanfang  ins  Äuge,  durch 
den  sie  ja  hindurchgeht.  Sie  besteht  wieder  aus  zwei  Zweigen, 
die  nur  rechts  von  der  y-Axe  existieren  und  sich  dort  ins 
Unendliche  erstrecken.  Im  Koordinatenanfang  vereinen  sich 
beide  Zweige  und  gehen  nach  links  nicht  weiter.  Die  Tan- 
gentenrichtung 

^  =  2x+ly'x' 

dx  '    2  ^ 

ist  im  Koordinatenanfang  wieder  die  nämliche  für  beide  Zweige, 
nämlich  die  der  a;-Aze;  bisher  ist  also  alles  wie  im  vorigen 
Beispiel,  und  der  Koordinatenanfang  ist  eine  Spitze  unserer 
Kurve.  Nur  liegen  jetzt  die  beiden  Kurvenäste  anders  als  vorher 
zu  ihrer  gemeinsamen  Tangente,  der  ^-Axe.  Dem  positiven 
Zeichen  der  Wurzel  entspricht  zwar  wie  vorher  ein  oberer 
Zweig,  der  von  Anfang  an  beständig  wachsend  oberhalb  der 
iC-Axe  verläuft.  Aber  der  dem  negativen  Zeichen  der  Wurzel 
entsprechende  Zweig   verläuft   ebenfalls  oberhalb    der   rr-Axe, 

solange  x  <,1  ist;  denn  solange  ist  x^  >  x^  und  also  auch 
x^  —  y^^  positiv.  Diesmal  liegen  also  in  der  Nähe  der  Spitze 
beide  Kurvenzweige  auf  der  nämlichen  Seite  der  Tangente, 
wir  haben  eine  Schnabelspitze. 

186.   Beispiel  eines  Endpunktes.     (Fig.  35).     Die  Kurve 

bietet  das  Beispiel  eines  Endpunktes  im  Punkte  2;  «=  0.  Läfst 
man  x  von  0  bis  -|-  00  wachsen,  so  nimmt  die  Ordinate  y 
von  -{-  00  bis  -|-  1  ab,  und  man  hat  einen  Zweig  der  Kurve 
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Jfig.  85. 


,V 


0 


innerhalb  des  positiven  Qaadranten  der 
Koordinatenaxen.  Dieser  Zweig  hat 
die  jf-Axe  zur  Asymptote,  desgleichen 
eine  Parallele  zur  ^-Axe  mit  der  Or- 
dinate 9  >»  1.  Läfdt  man  x  von  —  oo 
bis  0  gehen,  so  geht  y  von  +  1  his  0, 
und  man  erhält  demnach  einen  zweiten 
Zweig  der  Kurve,  welcher  im  Eoordinatenanfangspunkt  plötz- 
lich endet.  * 

Auch  ist  zu  bemerken,  daCs  die  Funktion  y  unstetig  ist 
an  der  Stelle  rr  =»  0.  Nähert  sich  x  wachsend  der  Null,  so 
wird  y  =^  0,  nähert  sich  x  abnehmend  der  Null,  so  wird 
y  —  cx). 

186.   Beispiel  eines  Bokpunktes.    (Fig.  36).    Die  Kurve 

X 

y  -  — r 

l  +  ex 

bietet  ein  Beispiel  für  einen  Eckpunkt  im 
Koordinatenanfangspunkte.     Um   die  Tan- 
gente im  Anfangspunkte  zu  erhalten,  ge- 
nügt es  (Nr.  129),  die  Grenze  des  Verhält-   U 
nisses  ..  -  ^T 


Fig.  86. 


0 


y 

X 


1  +  e 


för  rc  as  0  zu  bestimmen.     Wenn  aber  x  nach  0  konvergiert, 

so  konvergiert  e'  nach  cx)  oder  nach  0,  je  nachdem  x  von 
der  positiven  oder  negativen  Seite  in  die  Null  hineinrückt. 
Man  hat  also  im  Anfangspunkte  zwei  Tangenten,  deren  Rieh- 
tnngskoefBzienten  bezüglich  0  und  1  sind.  Die  Kurve  setzt 
sich  demnach  aus  zwei  Zweigen  zusammen;  der  einey  OG^ 
liegt  innerhalb  des  positiven  Quadranten,  und  berührt  im 
Anfangspunkte  die  Abscissenaxe,  der  andere,  OH,  liegt  im 
Quadranten  mit  negativen  Koordinaten  und  hat  im  Anfangs- 
punkte die  Winkelhalbierende  OT  zur  Tangente.  Dieser  Punkt 
ist  also  ein  Eckpunkt  der  Kurve. 

Werfen  wir  einen  Bückblick  auf  die  in  den  Nummern 
183  bis  186  behandelten  Beispiele,  so  bemerken  wir  sofort 
einen  wichtigen  unterschied  zwischen   den  Kurven  183  und 
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184  einerseits,  sowie  denen  in  185  und  186  andrerseits. 
Jene  sind  lauter  algebraische  Kurven,  d.  h.  y  ist  eine  alge- 
braische Funktion  von  x,  diese  sind  dagegen  transscendente 
Kurven,  y  ist  eine  transscendente  Funktion  von  x.  In  der 
That  läfst  sich  das  Beispiel  183  schreiben: 

y^  —  (x  —  af  (a;  —  6)  «  0, 

und  die  Beispiele  der  Nummer  184  waren: 

y^  —  x^  =  0    und     {y  —  x'f  —  Tf^O. 

Alle  haben  also  die  Gestalt: 

F{x,y)^Q, 

wo  F  eine  ganze  rationale  Funktion  bedeutet.  Indem  wir 
jetzt  die  nur  durch  transscendente  Kurven  darstellbaren  Singu- 
laritäten bei  Seite  lassen,  führen  uns  unsere  Beobachtungen 
dazu,  die  Singularitäten  einer  Kurve  zu  studieren: 

F{x,  y)  -=  0, 

bei  der  jP  eine  ganze  rationale  Funktion  ist.  Wir  können 
sogar,  ohne  dadurch  etwas  neues  zu  erhalten,  uns  auf  die 
Annahme  beschränken,  äsSa  F  in  der  Umgebung  der  gerade 
betrachteten  Stelle  sich  nach  dem  Taylorschen  Satze  ent- 
vrickeln  läfst.  Ehe  wir  aber  auf  die  geometrische  Natur  der 
Singularitäten  eingehen,  ist  es  erforderlich,  dafs  vrir  dem 
arithmetischen  Begriffe  „implicite  Funktion^^  etwas  mehr  Auf- 
merksamkeit schenken  als  wir  bisher  gethan  haben. 

187.  Ezistens  einer  implioiten  Funktion.  Wir  haben 
bereits  in  den  früheren  Kapiteln  von  dem  Begriffe  einer 
Funktion  y  von  x,  welche  implicite  durch  eine  Gleichung: 

F(x,  y)  -  0 

definiert  wird,  sehr  häufig  Gebrauch  gemacht.  War  die  Glei- 
chung jP  »=  0  durch  das  Wertepaar  :r  «=  a,  y  =  b  erfüllt,  so 
nahmen  wir  an,  dafs  dann  auch  eine  Funktion  y  von  x  existiert, 
welche  für  o:  •»  a  den  Wert  b  annimmt  und  der  Gleichung 
F{x,  y)  genügt.     Ist  z.  B. 

so  erfüllt  das  Wertepaar  x  =  1,  y  -'=  1  die  Gleichung  und 
wir   haben  in  y  ==  x   eine  Funktion,   welche  immer  der  ge- 
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gebenm  Gleichung  genügt  und  für  o;  »>  1  auch  den  Wert  1 
ansimmi.  Pie  Funktion  y  <»  x  ist  die  einzige,  welche  die 
genannten  Fordenmgen  erfüllt. 

Aher  auch  das  Wertepaar  o;  »>  0,  y  ^^  0  erfCUlt  unsere 
Gleichung  und,  wenn  wir  jetzt  verlangen  eine  Funktion  zu 
finden,  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügt  und  für  rc «»  0 
den  Wert  0  annimmt,  so  finden  wir  deren  zwei: 

y  —  +  a;    und    y  =  —  x. 

Es  kann  also  unter  Umstanden  durch  unsere  Forderungen  die 
implicite  Funktion  noch  gar  nicht  festgelegt  sein. 

Nehmen  wir  endlich  die  Gleichung 

sie  wird  wieder  durch  x  ^=^  0,  y  >»  0  erfüllt,  aber  durch  kein 
anderes  Wertepaar.    Es  existiert  also  hier  gar  keine  Funktion 
y  Ton  Xy  welche  der  gegebenen  Gleichung  genügt.    Wir  sehen 
also,  dafs  es  nötig  ist,  zu  prüfen,  unter  welchen  Umständen 
wir  die  Existenz    einer  impliciten  Funktion   behaupten   und 
diese  selbst  eindeutig  festlegen  können.    Wir  werden  sehen, 
dafs  diese  Fn^e  mit  dem  Gegenstande,  mit  welchem  wir  uns 
hier  beschäftigen,   den  singulären  Punkten,   aufs  Engste  zu- 
sammenhängt.   Gleichzeitig  gewinnen  wir  dadurch  eine  nach- 
tragliehe Rechtfertigung  unserer  früheren  Sätze  über  implicite 
Funktionen;  denn  unter  den  dort  gemachten  Voraussetzungen 
läfst  sich  thatsächlich  die  Existenz  der  impliciten  Funktionen 
erweisen.     Das  Mittel,  welches  wir  beim  Beweise  verwenden, 
ist  hauptsächlich   das   der  Entwickelung   der  Funktionen  in 
Potenzreihen.     Diese   ist  ja   bereits   im  fOnffcen  E^apitel  aus* 
fiihrlich  behandelt  worden,  sie  wird  im  elften  Kapitel,  in  der 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen,  erst 
befriedigend  begründet  werden  können  und  noch  in  den  folgen- 
doL  Partien   dieses  Werkes,   besonders   in   der   Theorie   der 
Differentialgleichungen,  eine  herrorragende  Rolle  spielen.    Wir 
werden  daher  jetzt  gezwungen  sein,  einige  Sätze  zu  benutzen, 
die  erst  in  noch  folgenden  Kapiteln  streng  begründet  werden 
können.     Besonders  mögen  hier  folgende  Bemerkungen  Platz 
finden. 

Serret,  Diff.-  u.  Integral-Bachnang.   I.  2.  Aufl.  17 
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Haben  wir  eine  Funktion  f{x)^  welche  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  x  =^0  nach  dem  Jtfac-Zat«ri»t8chen  Satze 
entwickeln  läfst: 

fi.^)  =  00  =  «1^  +  <H^  H j 

so  wird  diese  in  einer  bestimmten  Umgebung  der  Stelle  rc  *»  0, 
etwa  fBr  |  o;  |  <ry  konvergieren.  Die  Koeffizienten  berechnen 
sich^  wie  wir  in  Nr.  116  gelernt  haben: 

«o  =  AO),  «i-r(0),  a,  =  r(o),... 

Man  wird  nun  gern  glauben  und  im  elften  Kapitel  (Nr.  368 
und  369)  bewiesen  finden,  dais  eine  solche  Reihe  in  der  Um- 
gebung von  o;  *»  0  eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  daCs 
Gleiches  von  ihren  sämtlichen  Ableitungen  f'{x\  f"{x)j  u.  8.  w. 
gilt  und  dalB  deren  Werte  erhalten  werden,  indem  man  die  Potenz- 
reihe gliedweise  differentiiert.    Es  wird  also: 

f  (a;)  =  1 .  aj  +  2a^x  +  3a,ic*  H , 

f\x)  =  2  .  lo,  -f  3  .  2a^x  H , 


Analoges  gilt  von  der  Entwickelung  einer  Funktion  mehrerer 
Veränderlichen  x^  y, , . .  nach  Potenzen  von  o;,  y,  • .  •  nach  dem 
verallgemeinerten  Mtw-Laurinschen  Satze  der  Nr.  138. 

Dies  vorausgeschickt  gilt  nun  der  folgende  Satz,  welcher 
als  die  Grundlage  unserer  Untersuchungen  über  singulare 
Punkte  von  Kurven  anzusehen  ist  und  die  Existenz  der  im- 
pliciten  Funktion  begründet: 

Satz.  Die  Funktion  F{x,  y)  sei  nach  dem  Mae-LoHrin- 
schen  SaUe  entmckdbar  und  verschwinde  an  der  SteUe  x  -»  0, 
y  aa  0;  FJ(x^  y)  eiber  sei  an  dieser  Stelle  nicht  null.  Alsdann 
giebt  es  eine  und  nur  eine  Funktion  y  von  Xj  welche  für  x  ==^0 
den  Wert  nuU  annimmt  und  in  der  Umgebung  der  Steile  ^  <=  0 
ebenfalls  nach  dem  Mac-Laurinschen  Satze  entwickelbar  ist 

Um  unseren  Satz  zu  erweisen,  suchen  wir  nach  einer 
Rechenvorschrift,  welche  uns  zu  jedem  Werte  x,  der  der  Um- 
gebung der  Stelle  X'^0  angehört,  den  zugehörigen  Funktions- 
wert zu  berechnen  gestattet»  Existiert  die  fragliche  Reihe, 
so  hat  sie  die  Gestalt: 

(1)  y^o.^  +  a,x  +  a^x^'-\ =  f{x), 
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imd  es  ist 

Die  Reihe  (1)  selbst  giebt  uns  die  verlangte  Bechenyorschrift^ 
sobald  nur  ihre  Eoeffisdenten  %j  <hi  ^t  "  •  bekannt  sind. 
Da  f&r  rc  "OB  0  auch  y  ?^0  sein  soU^  finden  wir  zunächst: 

«0  —  0. 

Die  übrigen  Koeffizienten  sind  ans  der  Bedingung  zu  be- 
stimmen^ dafs  F{Xf  y)  identisch  null  sein  soll,  wenn  wir  f&r 
y  seinen  Wert  aus  (1)  in  F{x^  y)  einsetzen.  Dadurch  wird 
F{x^  y)  oüie  Funktion  Yon  x  allein,  die  wir  nach  dem  Mae- 
Iminnschen  Satze  nach  Potenzen  von  x  entwickeln.  Dann 
nmfs  (Nr.  371)  der  Koeffizient  einer  jeden  Potenz  yon  x  null 
sein,  da  der  Ausdruck  ja  fftr  jeden  Wert  Yon  x  null  ist.  Es 
werde  vermöge  (1): 

F{x,  y)  —  6^  +  h^x  +  &2«*  H 

Dann  wird: 

&o  =  -P'(0,0), 

"»       V     dx     /o ' 

h   ^  1  (d*F(x,  y)\ 
"«       21  \d^     Jo' 

Bei  den  Differentiationen  ist  y  ak  Fnnktion  von  x  anzusehen. 

Da  zunächst    F(x,  y)  fOr  « >>■  0,  y  =•  0  verschvindet, 

80  ist: 

6^  -.  F(0, 0)  =  0. 

Weiter  finden  wir: 


(2) 


Indem  wir  nun  die  linken  Seiten,  d.  h.  sämtliche  b  gleich 
null  setzen,  erhalten  wir  eine  unendliche  Reihe  von  Gleichungen. 
Bechts  ist  immer  x  «=  0,  y  «=  0  zu  setzen.  Dadurch  werden 
die  Koeffizienten  in  diesen  Gleichungen  die  partiellen  Ab- 
leitungen der  Punktion  F  an  der  Stelle  a;  =  0,  y  =  0.    Diese 

17* 
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sind  aber  sämtlich  bekannt;  denn  jene  partiellen  Ableitungen 
sind  die  Koeffizienten  in  der  Jfac-ZaurtViaolien  Entwickelung 
der  Funktion  F{Xy  y)  nach  Potenzen  yon  x  und  y,  die  als 
bekaimt  yoraasgesefaKt  ist.  Die  unbekannten  in  den  Glei- 
chungen (9)  sind  aber  die  Werte   der  Differentialquotienten: 

d.  h.  gerade  die  Grofiien,  welche  wir  kennen  müssen,  um  die 
BeihenentwM^kelung  (1)  hinschreiben  zu  können.    Die  arate 

der  Gleichungen  (2)  ist  aber  linear  in  fiO)  ««  (^)    und  der 

Koeffizient  F^\0,  0)  ist  nach  Voraussetzung  nicht  null.  AI90 
finden  wir  aus  ihr  f'(0).    Setzen  wir  den  gefundenen  Wert 

in  die  zweite  der  Gleichungen  (2)  für  \^j  ein,  so  bleibt  als 

einzige  unbekannte  (  t-^)  ~  /"'(O).    In  dieser  ist  die  Gleichung 

wieder  linear  und  der  Koeffizient  yon  f"(0)  wieder  die  yon 
null  verschiedene  Zahl  F^'(0, 0).  Aus  ihr  kann  man  daher 
f"(0)  berechnen.  Ebenso  findet  man  aus  der  dritten  Glei- 
chung (2)  f"\0)  u.  s.  w.y  und  man  ist  so  imstande  die  Koeffi- 
zienten a  der  Gleichung  (1)  zu  berechnen.  Somit  haben  wir 
eine  und  nur  eine  Reihe  f&r  y  gewonnen: 

y  ^c^x  +  a^x^  +    •', 

welche  der  Gleichung  F(x,  y)  ^^0  formal  genügt  und  für 
X  ^»0  den  Wert  null  annimmt.  Aber  dann  und  nur  dann 
definiert  diese  Reihe  eine  Funktion  von  Xy  wenn  sie  für  ge- 
wisse X,  etwa  für  |  o;  |  <  r  konvergiert.  Dieser  Konvergenz- 
bezirk  macht  dann  die  Umgebung  der  Stelle  x  =^0  aus.  Dafs 
aber  die  so  erhaltene  Reihe  thatsächlich  in  einem  endlichen 
Bezirk  um  o; »»  0  konvergiert,  wird  bei  den  Existenztheoremen 
in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  im  dritten  Bande 
dieses  Werkes  gezeigt  werden,  und  indem  wir  auf  den  dortigen 
Beweis  verweisen ,  haben  wir  unseren  hier  ausgesprochenen 
Satz  erwiesen. 

188.   Fall,  dafs  der  Gleiohung  F(x,  y)  <»  0  swei  Funk- 
tionen y  genügen,  die  an  der  Stelle  a:  *»  0  vereoliwiBdeii. 

Wir  wollen  jetzt,  um  für  das  Studium  der  singulären  Punkte 
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hinreichend  rorbereitet  zn  sein,  weiterhin  den  Fall  ins  Auge 
fassen,  daCs  an  der  Stelle  ^  <=  0,  9  ■*  0  1^  und  seine  beiden 
ersten  Ableitungen  verschwinden,  aber  Fyy  nicht.  Eine  be- 
sondere Rolle  spielt  hier  der  Ausdruck: 

den  wir  bereits  in  der  Theorie  der  Ma^ima  und  Minima  Nr.  157 
kennen  gelernt  haben.  Wir  setscen  toraus,  daii  er  positiv  ist 
and  beweisen  den  Satz: 

Satß.  An  der  Stelle  a;  —  0,  y  —  0  s^m  F(x,  y),  FJ,  Fy 
nM,  aber  nickt  F^  und  Fü^^  —  F'^F'^;,.  LOeterer  Ausdrude 
sei  dort  vielmehr  positiv.  In  der  Umgebung  der  Stelle  x^=^0, 
ym^O  sei  F  nach  dem  Mcw-Lcmrinsehen  8at$e  ent^au^Ibar. 
Dmm  giM  es  ewei  tmd  nur  mei  Funktionen  wm  x,  «welche  in 
der  Umgebung  der  Stelle  x^^O  nadi  dem  Mac-LoMtinetimi 
Sake  entwickelbar  sind,  fiir  x^O  beide  versdminden  und,  an 
State  von  y  in  die  Gleichung: 

F(x,  y)  -  0 

emgesetzty  diese  identisch  für  alle  Werte  x  in  der  Umgebung  der 
Stdle  0?  —  0  befriedigen. 

Zum  Beweise  verfahren  wir  genau  wie  in  der  vorigen 
Nummer.  Wir  setzen  fQr  y  die  Bntwickelung  (1)  an  und 
setzen  sie  in  die  Gleichung  (2)  ein,  um  die  Koeffizienten  a  zu 
bestinmien.  Hierdurch  entstehen  die  Ausdrücke  &,  die  sämt- 
lich gleich  null  zu  setzen  sind.  Da  FJ  und  F^'  an  der  Stelle 
(0, 0)  verschwinden  sollen,  so  ist  die  Gleichung  6|  «>  0  von 
selbst  erfüllt.     Die  folgende  Gleichung  vdrd: 

und  die  übrigen  Gleichungen  gehen  aus  dieser  durch  Diffe- 
rentiation hervor,  wenn  wir  nur  jedesmal  nach  geschehener 
Difierentiation  o;  »«  0,  y  >=^  0  setzen.  Die  obige  Gleichung 
liefert  aber: 


(3) 


JT77 

ffy 


Auf  der  rechten  Seite  ist  F^'y  nicht  null  an   der  Stelle  (0,  0) 
und  Fxy^  —  F:^F^  dort  positiv,  also  hat  (~)  zwei  bestimmte 
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endliche  Werte,  die  von  einander  yerschieden  sind.  Wir  er- 
halten  also  sfwei  Werte  fär: 

Durch   wiederholte  Differentiation   (3)   erhalten   wir   ^-^ ,  •  •  • 

Dabei  treten  in  den  Nenner  nur  Potenzen  yon  F^  und 
YF^^^lEZF^f  zwei  GröJsen,  die  fftr  a;  —  0,  y  —  0  nicht 
yerschwinden.    Also  erhalten  wir  auch  bestimmte  Werte  f&r: 

r(o)-m\-  r(o)-(0)..... 

und  also  auch  f&r  a^,  a^, , . , 

Im  Allgemeinen  werden,  den  zwei  Vorzeichen  der  Wurzel 
entsprechend,  sich  für  ein  a  auch  zwei  verschiedene  Werte 
ergeben.    Gewils  ist  dies  fOr  o^.    Wir  bekommen,  sagen  wir: 

«1  —  «i'j     <h  =  ^%>     fl»  —  < ,  • . .  ,, 

«1  *=  «i  ;     «Ä  —  «S  7      «8  —  «8  ;  •  •  • 

Setzen  wir  die  so  gefundenen  Zahlen  in  (1)  ein,  so  erhalten 
wir  zwei  Entwickelungen: 

y  —  a/  a?  +  0,'  ic*  -| 

Diese  liefern  zwei  verschiedene  Funktionen;  denn  a/  ist  nicht 
gleich  a^\  beide  werden  aber  f&r  o;  *»  0  auch  null  und  beide 
genügen  der  Gleichung  JF" «« 0.  Der  in  voriger  Nummer 
citierte  Satz  im  3^  Teile  dieses  Werkes  lehrt  aber  auch, 
dafs  die  eben  erhaltenen  Entwickelungen  in  einer  Umgebung 
von  X  —  0  konvergieren  und  daher  thatsächlich  Funktionen 
von  X  vorstellen. 

180.  Kriterium  ffir  den  Punkt  allgemeiner  Iiage.  Wir 
können  jetzt  das  Studium  der  singulären  Punkte  einer  Kurve 
beginnen  und  gleich  die  Satze  der  beiden  vorigen  Nummern 
geometrisch  deuten.  Der  Satz  der  Nummer  187  nimmt  die 
Gestalt  an: 

Satz.  Die  Funktion  F(x,  y)  sei  nach  dem  Mac-Laurinschen 
Satze  entwickelbar  und  verschwinde  an  der  Stelle  o;  «>  0,  y  »>  0. 
Dagegen  seien  dort  FJ  und  Fy  nicht  gleichzeitig  null.  Alsdann 
ist  die  Gleichung 


w 


/       f  tr 
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F{x,  y)  -  0 

die  einer  Kurve,  wdche  durch  den  Koordinatenanfang  htnäurch- 
gdU  und  für  wdche  der  KoardifuUenanfang  ein  Punkt  allgemeiner 
Lage  ist. 

Zunächst  möge  man  beachten^  daCs  es  keine  Beschränkung 
oDserer  Untersuchung  ist,  wenn  wir  statt  eines  Punktes  x-^Oy 
y»5,  gerade  den  Eoordinatenanfang  betrachten.  Man  kann 
ja  immer  den  Koordinatenanfang  in  den  Punkt  legen,  welchen 
man  gerade  untersuchen  will.  Ferner,  wenn  FJ  und  Fp  nicht 
beide  im  Eoordinatenanfange  null  sind,  so  kann  man  die  Be- 
nemiung  der  Axen  so  einrichten,  dals  gerade  Fp  dort  von 
null  verschieden  ist.  Hierdurch  ist  den  Voraussetzungen  der 
Nr.  189  genügt,  und  es  existiert  daher  eine  und  nur  eine 
Punktion  y  _  ^(^)^ 

welche  f&r  x  ^^  0  verschwindet  und  welche,  da  sie  durch  die 
Potenzreihe  (1)  der  Nr.  187  dargestellt  wird,  nebst  ihrer  Ab- 
leitung in  der  Umgebung  von  x^^O  auch  stetig  ist.  Also 
andern  sich  Kurvenordinate  und  Tangente  stetig  in  der  Um« 
gebung  des  Koordinatenanfanges.  Dieser  ist  also  nach  Nr.  181 
ein  Punkt  allgemeiner  Lage. 

190.  Kriterium  für  den  Doppelpunkt  und  den  isolierten 
Punkt. 

Auch  der  Satz  der  Nr.  188  lädst  sich  sofort  geometrisch 
aussprechen;  er  lautet  dann: 

Satg.  An  der  SteUe  x  —  0,  y  «=  0  seien  F,  F^  und  F^ 
null,  aber  nicht  aUe  Ableitungen  noeiter  Ordnung;  F^ — F^F^ 
sei  dort  positiv.  Endlich  sei  Fin  der  Umgebung  der  Stelle  a;-aO, 
y=0  nach  dem  Mac-Laurinschen  Satee  entwickdbar.  Ist  nun 
1)  F^—F^F^  im  Koordinatenanfange  positiv,  so  ist  F'^O 
die  Gleichung  einer  Kurve,  u?eilche  im  Koordinatenanfange 
einen  Doppdpunkt  hat.  Ist  dagegen  2)  im  Koordinatenanfange 
F^ — Fti^F^  negativ,  so  ist  dieser  ein  isolierter  Punkt  der 
Kurve  F=0. 

Ist  zunächst  F^^  —  F^F^  positiv,  so  hat  die  Gleichung 
F{x,  y)  —  0  nach  Nr.  188  Formel  (4)  zwei  Lösungen: 

y  «s  a/  ic  +  a,'  X*  4 , 

fr         I  /'     «     I 

y  —  öj  x  +  a^  x^  -i , 


ff       _|_  ^  "^8     j      .  ^1       1^  ^1 
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welche  fOr  o;  «=  0  yerschwindeiL  Es  gehen  also  zwei  Kurven- 
sweige  dnrch  den  Koordinatenanfang;  die  sowohl  links  als 
rechts  von  der  y^Axe  stetig  sind.  Die  Tangenten  an  sie 
werden 

&X  -  <  "^  Cäö.  -  < 

von  einander  verschieden.    Wir  haben  also  einen  Doppelpunkt. 

Ist    dagegen    JF^*  —  F'^  Fyy    negativ,    so    werden    die 

Rechnungen    der    Nummer  188    nicht    geändert.     Nur    wird 

yj^*  —  F'^  F'^  imaginär.  Also  werden  (vergl.  Nr.  188)  die 
Werte  von  a/  und  a^'  und  im  Allgemeinen  auch  die  der  fol- 
genden Koeffizienten  imi^inär,  also  auch  die  beiden  Entwick- 
lungen för  y  und  die  Werte  von  -~  an  der  Stelle  a:  ™  0.   Die 

Kurve  existiert  also  nicht  in  der  Umgebung  von  x  ^^0.  Wir 
haben  einen  isolierten  Punki 

Es  ist  noch  hervorsohebeU;  dalB  wir  nur  angenommen 
haben,  dals  an  der  Stelle  o;  •«  0,  y  «*  0  nicht  alle  Ableitungen 
zweiter  Ordnung  verschwinden,  während  die  Nr.  188  fordert, 
dab  an  jener  Stelle  geraide  J^  nicht  null  ist.  Dies  ist  aber 
durch  geeignete  Wahl  des  Koordinatensystems  zu  erreichen. 
Sollte  F'^  im  Koordinatenanfange  verschwinden,  so  sehe  man 
zuerst  nach,  ob  dort  auch  Fax  null  ist.  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  vertausche  man  einfach  die  x-  und  y-Aze  mit  ein- 
ander in  der  Benennung,  dann  ist  JP^  nicht  mehr  null  im 
Koordinatenanfange.  Sind  aber  FZt  und  F'^  dort  beide  null, 
so  ist  dort  F^^  gewifs  von  null  verschieden,  und  F  hat  nach 
dem  Jlfac-Zaiinnschen  Satze  die  Entwickelung: 

F{x,y)^2Axy+{A,^a?+^A^^a^y-^%A,^xy'+Ä^^y^)  +  '*^, 

und  zwar  ist  A  =  Fgy(PjO)  von  null  verschieden. 
Führt  man  also  die  neue  Variable  ein: 

a;  =  iCi  +  y, 

so  wird  die  Kurvengleichung: 

0{x,,y)^2Ax,y+2Ay' 

+  (.B^^i'+^B,,x,'y+3B,,x,y'+B^f)+' 0. 

Die  B  berechnen  sich  in  leicht  anzugebender  Weise  aus  den 
A^  und  die  Kurve  geht  durch  den  neuen  Koordinatenanfang 
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a^  s=  0,  y  =  0.    Gleichzeitig  ist  dort  ö—  ■"  0  ^m^^  y~  "*  ^5- 

denn  die  ersten  Potenzen  von  x^  und  y  treten  aucli  in  der 
letzten  Gleichung  nicht  auf^  und  endlich  ist  der  Ausdruck: 

geblieben.  Dagegen  ist  jetzt  Q'^^^2A  nicht  mehr  null,  wie  zu 
Erreichen  sein  sollte.  Sind  also  nicht  alle  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  null,  so  kann  man  annehmen,  dals  F'^  Ton  null 
Terschieden  ist. 

19L  Kriterium  für  die  gewöhnliche  Spitse  und  die 
8ohnabeU)pitBe. 

Eine  ganze  Reihe  von  Fallunterscheidungen  sind  in  dem 
Falle  zu  machen,  dafs  der  Ausdruck 

i«t  für  j5 «-  0,  y  —  0.  Hiermit  haben  wir  uns  jetzt  zu  be- 
schäftigen. Wir  können  wieder  annehmen,  dals  an  der  Stelle 
(0,0)  2^y  s^  0  ist.    Unseire  Euryengleichung  hat  die  Gestalt: 

F«  {A,,x^  +  2A,,xy  +  A^,y^)  + 

+  {A^x^  +  iA,,7^y  +  A,,xy'  +  A,,f)  +  •  •  •, 
nnd  nach  dem  Mm -Laur inachen  Satze  ist: 

i«, - ^ ^« (0,0),  A,,-\ f:, CO, 0),  Jo, - i f;; (0, 0), . . . 

und  also  A^  nicht  null.    Hingegen  ist: 

Die  Glieder  zweiter  Ordnung  können  wir  daher  schreiben: 

—  /-  (^11«  +  Ä„y)\ 

Die  Tangentenrichtung  wird  durch  die  Gleichung  (3)  der 
Nr.  188  gegeben.  Setzt  man  dort  rr  «»  0,  y  »»  0  ein,  so  ver- 
schwindet die  Quadratwurzel,  und  wir  bekommen  im  Punkte 
(0,0)  dieses  Mal  nur  eine  Tangente,  deren  Richtung  durch: 

gegeben  wird.    Also  ist 
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die  Gleichung  dieser  Tangente  im  Punkte  (0,0).  Sehen  wir 
nun;  wie  sich  die  Kurve  in  der  Umgebung  vom  Eoordinaten- 
anfange  verhält    Ihre  Gleichung  wird: 

Wir  wollen  an  Stelle  der  y-Aze  eine  neue  einf&hren,  indem 
wir  setzen: 

(1)  A^,x  +  Ä^y  =  y^;  y  —  :^-^  »i  —  ^  ^' 

Dann  wird  unsere  Kurvengleichung: 

Die  B  setzen  sich  in  leicht  zu  übersehender  Weise  aus  den 
A  zusammen;  wir  heben  nur  hervor,  daTs 

ist.     Dann  ist 

y, -0 
jetzt  unsere  Tangente. 

Wir  nehmen  nun  zunächst  den  Fall: 

a.  B,o  +  0. 

Um  unsere  früheren  Resultate  anwenden  zu  können;  substi- 
tuieren wir: 
(3)  X  =  £a?2%  yi  =  Bx^^y^. 

Dabei  soll  £  die  positive  oder  negative  Einheit  bedeuten; 
die  Verfügung  über  das  Vorzeichen  behalten  wir  uns  vor. 
Die  Gleichung  (2)  wird  jetzt,  wenn  wir  gleich  durch  b^x^*" 
dividieren: 

(By,^  +  bB,^x,^)  +  3  J?,i  BX^^y,  +  -  •  •  =  0. 

Bezeichnen  wir  die  auf  der  linken  Seite  stehende  Funk- 
tion mit  6(^29  yg);  so  erfüllt  diese  die  Bedingungen  des  ersten 
Teiles  von  Satz  Nr.  190,  sobald 

X  (^'«y»  ~  ^»^*»  ^yxv*)o  =  —  bB^B  >  0 
ist;  dagegen  die  des  zweiten  Teiles  von  Satz  Nr.  190,  wenn 

-eB^BKO 
ist.    Haben  daher  a)  B  und  B^  gleiches  Zeichen,  so  wird  es, 
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wenn  wir  £  «>■  —  1  wählen,  in  der  Umgebung  von  or^  «»  0 
zwei  Entwicklangen  geben: 

und  zwar  wird: 

(5)  «.'-|l/fl<' \V§\' 

Ans  der  ersten  Gleichung  (3)  ersehen  wir,  dsSa,  da  £  «»  —  1 
ist,  nur  negativen  Werten  x^  Werte  x^,  also  nach  (4)  auch 
Werte  y^y  und  nach  der  zweiten  Gleichung  (3)  auch  Werte  y^, 
endlich  nach  Gleichung  (1)  Werte  y  entsprechen.  Die  Kurve 
existiert  also  nur  linJcs  von  der  y-Axe.  Einem  negativen 
Werte  x^  der  in  der  Nähe  der  Stelle  o; «»  0  liegt,  entsprechen 
nun  nach  (3)  zwei  Werte  von  x^i 

x^  =  /—  X 

entsprechend  den  beiden  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  Hat 
man  aber  sich  f&r  eines  der  Vorzeichen  entschieden,  so  ist 
dadarch  auch  das  der  Wurzel  in  den  Gleichungen  (5),  also 
der  Zweig  von  y^  bestimmt.  £inem  negativen  Werte  x  in 
der  Nähe  von  x^O  entsprechen  also  zwei  Werte  y^ ,  also 
nach  (3)  auch  zwei  Werte  y^  und  endlich  nach  (1)  auch  zwei 
Werte  y.  Die  Kurve  besteht  also  links  von  der  y-Axe  aus 
zwei  Zweigen,  die  sich  im  Eoordinatenanfange  vereinen  und 
dort  die  gemeinsame  Tangente  y^  ■»  0  haben;  dann  hört  sie  auf. 

Im  KoordincUenanfang  hat  also  die  Kurve  eine  Spitze. 
Einem  negativen  Werte  von  x  aber  in  der  Nähe  von  o; «»  0 
entsprechen  —  wie  eben  gezeigt  —  zwei  Werte  von  y^y  die  durch 
die  Entwickelungen  (4)  gegeben  sind.  Für  hinreichend  kleine 
ja;{  haben  diese  Entwickelungen  das  Vorzeichen  des  ersten 
Gliedes;  folglich  ist  nach  (5)  das  eine  y^  positiv,  das  andere 
negativ,  und  gleiches  gilt  nach  (3)  auch  von  y^.  Den  zwei 
Zweigen  entsprechen  also  verschiedene  Vorzeichen  von  y, . 
Da  aber  y^  «s  0  die  gemeinsame  Tangente  ist,  so  folgt,  dafs 
die  Enrvenzweige  zu  verschiedenen  Seiten  der  gemeinsamen 
Tangente  liegen.    Die  Spitze  ist  also  eine  gewöhnliche  Spitze, 

Ein  ganz  ähnliches  Schlufsverfahren  gilt,  wenn  ß)  B  und 
B^  ungleiches  Zeichen  haben.     Nur  mufs  man  dann  £«1^1 
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wählen.  Die  Karre  existiert  daher  nur  für  positive  x,  d.  h. 
rechts  von  der  y-Aze.  Im  Übrigen  ist  alles  dasselbe;  die 
Spitze  ist  wieder  eine  gewöhnliehe  Spitee. 

Wir  kommen  jetzt  zu  dem  zweiten  Unterfall: 

b.  2?3o  —  0. 

Setzen  wir 

(6)  ~  =  y8.yi  — ^ys 

in  Gleichung  (2)  ein  und  dividieren  gleich  durch  den  gemein- 
samen Faktor  x^y  so  erhalten  wir: 

(By,»+3P„  xy^  +B^,x')  +{^B»xy^ + 4B,j««y,  +  •.•)  +  •• — 0, 
eine  Form,  die  ganz  der  in  Nr.  190  entspricht.    Ist  daher 

so  haben  wir  y^  als  zweiwertige  Funktion  von  x^  also 
werden  nach  (6)  und  (1)  auch  y^  und  y  zweiwertige  Funk- 
tionen von  Xy  und  dies  gilt  sowol  für  positive  als  für  nega- 
tive X  in  der  Umgebung  von  a?  =  0.  Der  Punkt  (0,0)  wird 
also  ein  Doppelpunkt,  Aber  freilich  immer  existiert  nur  eine 
Tangente,  nämlich  y^  «» 0  im  Eoordinatenanfang.  Also  he- 
rühren  sich  die  beiden  im  Doppelpunkte  sich  vereinenden  Zweige 
in  einer  gemeinsamen  Tangente;  wir  haben  einen  SeJbsiberiih- 
rungspunht. 

Ist  dagegen 

9Bji*--4JBJB4o<0, 

so  erkennen  wir  nach  Nr.  190,  dafs  der  Punkt  (0,0)  ein  iso- 
lierter Punkt  ist. 

Endlich  könnte  man  den  Fall 

ganz  analog  weiter  behandeln.  Ebenso  die  Fälle,  in  denen 
im  Punkte  (0,0)  auch  alle  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ver- 
schwinden.    Hierauf  gehen  wir  jedoch  nicht  naher  ein. 

§  4.    Der  Differentialqnoüent  des  FUeheninluilts  und 

der  Bogenlänge. 

102.   Der  Fl&oheninlialt.     (Fig.  37.)  Wir  betrachten  eine 
ebene  Kurve: 
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die  X'  und  y-Axe  mögen  mit  einander  den  Winkel  6  bilden  und 
f{x)  möge  in  dein  Intervalle  ^  das  wir  betrachten ,  stetig  und 
positiy  sein.  Ziehen  wir  zwei  Ordinaten 
ÄCxmAPMy  so  sehliefsen  diese  ein  trapez- 
förmiges Flächenstück  AP  MC  ein,  das 
oben  dnrchden  Euryenbogen  MCj  unten 

durch  den  Abscissenabschnitt  AP  be- 
grenzt ist.  Haben  wir  die  Längenein- 
heit ii^endwie  fesi^esetzt^  so  ist  damit 
auch  die  Einheit  des  Flächeninhaltes  gegeben^  imd  wir  können 

den  Flächeninhalt  des  Flächenstückes  AP  MC  auf  irgend  eine 
Weise  messen,  etwa  durch  den  Planimeter  oder  daduroh,  dafs 
wir  das  Stück  aus  dem  Papier  ausschneiden  und  wiegen. 
Doiken  wir  uns  nun  die  Ordinate  AC  fest^  indem  wir  etwa 
OA  e«  x^  wählen,  lassen  wir  dagegen  den  Punkt  P  auf  der 
Absdssenaxe  wandern  und  bestimmen  die  Lage  des  Punktes 
P  wie  immer  durch  seinen  Abstand  x  •>==  OP  vom  Eoordi- 
natenanfange  0,  so  gehört  zu  jedem  Werte  von  x  eine  be- 
stimmte  Zahl   Uy    welche    uns   den    Inhalt    der    zugehörigen 

Fläche  APMd  mifst:  ,_^ 

u^APMC. 

Auf  diese  Weise  wird  der  Inhalt  u  des  fraglichen  Flächen* 
Stückes  eine  Funktion  von  x,  deren  Existenz  in  der  Litegral- 
rechnung  noch  genauer  festgestellt  werden  wird.    Wir  fragen 

nach  dem  Differentialquotienten  ^- 

Lassen  wir  x  um  die  Strecke  Ax »»  PP'  wachsen,   so 

erfahrt  der  Flächeninhalt  die  Zunahme  Au=^  PP'M'M. 
Ziehen  wir  durch  den  Endpunkt  M  der  Ordinate  y  «=»  PM 
and  durch  den  Endpunkt  M'  der  Ordinate  y  -f-  Ay  «■  P'M' 
Parallele  zur  o^-Axe^  so  wird,  wenn  die  Kurve  von  Jlf  bis  M" 
immer  steigt: 

PP'JM<  PF^^<  PrM'K 

oder: 

y  '  Ax  sine  <  Au  <  (y  +  Ay)  •  Ax  sin 6. 

Also  wird  der  Differensenquotient  r  zwischen  den  Grenzen 
enthalten  sein: 
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y  sine  <  ^  <  (y  +  Ay)  sinG. 

Lassen   wir  jetzt  A^  null  werden,  so  wird  auch  Ay  gleich 
null;  denn  y  soll  ja  eine  stetige  Funktion  von  x  sein;    ^— 

geht  aber  über  in  den  Differentialquotienten  ^;  mithin  erhalten 
wir:  du  .    ^ 

Diese  Gleichung  ist  unter  der  Voraussetzung  bewiesen^ 
dab  die  Funktion  y  =»  f(x)  in  der  Umgebung  der  Stelle  immer 
wächst,  so  dais  die  Endordinaten  PM  und  P'M'  die  kleinsten 
und  gröüsten  unter  den  Ordinaten  von  P  bis  P^  sind.  Diese 
Voraussetzung  ist  aber  nebensächlich^  denn  die  obige  Beweis- 
methode bleibt  auch  dann  bestehen,  wenn  die  kleinste  und 
grofste  Ordinate  irgendwo  in  dem  Intervalle  von  o;  bis  o;  +  Ax 
liegen«  In  der  That  sind  g  und  G  die  kleinsten  und  gröfsten 
Werte,  die  y  in  dem  Intervalle  von  x  bis  x  -\'  Ax  annimmt^ 
so  wird  wieder: 

^Ao;  sinO  <  Au  <  GAre  sinO,     also: 

^  sine  <  ^  <  [flf  +  (ö  -^)]  sine; 
dabei  ist:  ^      ^  r^ 

9<y<G. 

Wird  nun  Ax  null,  so  wird  auch  G  —  g  gleich  null,  und  wir 
erhalten  für  Ao;  =»  0: 

lim {G  —  9)="  0,    lim  G  =  \\mg  -«  y. 

Also  wird  wieder: 

V     Au       du  .    . 

Ist  im  Besonderen  e«»  y,  also  das  Koordinatensystem,  wie 

gewöhnlich,  rechtwinklig,  so  wird: 

du 

dx-^y- 

Diese  Gleichung  drückt  folgenden  Satz  aus: 

Satz.  Die  Funktion  f(x)  sei  stetig  und  positiv  in  dem 
Intervalle  von  Xq  his  x;  femer  sei  u  der  Flächeninhalt  desjenigen 
Flächenstückes  der  auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogenen  Kurve: 

y  =  fi?^)y 
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das  von  den  Ordinaten  f{x^  und  f(x)  dnerseUSy  von  Kurven- 
logen  und  Absdssenaxe  andrerseits  hegrenst  ist.  x^  sei  fest, 
X  varidbd.  Alsdann  ist  u  eine  Funktion  von  x,  deren  Ablei- 
kmg  gleich  der  Ordinate  f(x)  ist: 

du        /./  V 

di  -  ^(*)- 

198.  Die  Bogenlänge.  (Fig.  37.)  Wir  legen  von  dem 
Punkte  C  unserer  Kurve  bis  zum  Punkte  M  einen  Faden  an 
imsere  Kurve  an.  Spannen  wir  ihn 
Meranf  gerade  und  messen  die  Länge 
der  erhaltenen  Strecke  an  einem  Lineal^ 
80  bekommen  wir  eine  Zahl,  welche  die 

Länge  des  Bogens  CM  mifst.    Wir  be- 
zeichnen sie  mit  s.  Halten  wir  —  unter 
Beibehaltung  der  vorigen  Bezeichnting 
—  Xq,  also  auch  den  Punkt  C  fest,  während  wir  x  und  mit 
ihm  M  variieren,  so  wird  s  eine  Funktion  von  x: 

s^CM, 

die  ebenfalls  in  der  Integralrechnung  genauer  definiert  werden 

wird.    Wir  fragen  wieder  nach  der  Ableitung  von  s  nach  x. 

Lassen  wir  x  um  Ao;  *»  PP'  wachsen,  so  wächst  s  um 

den  Bogen  MM'  <«  As  und  es  wird: 

A«        MM'        MM^    MM' 
'^   MJ  ^ 


C/ 


/ 


ji-pj 


(1) 


Ax 


MM'      MJ 


Dabei  bedeutet  MM'  den  Bogen,  MM'  die  Sehne  von 
M  nach  M'.     Es  wird : 


MM'  ^YMJ^  +  M'J^  =  VAx"  +  Ay«, 
wo  die  Wurzel  MM'  positiv  genommen  werde.    Es  folgt: 
MM' 


:_VÄ^^>_y.  +  (|g-, 


MM 


MJ 
und  daher  wird  (1): 

Ag 

Ax  ~~  MM' 

In  der  Integralrechnung  wird  nun  gezeigt,  dals  das  Ver- 
hältnis des  Bogens  zur  Sehne  den  Grenzwert  1  erhält,  wenn 
die  zugehörige  Abscisse  null  wird,  d.  h«  dafs: 


:  ■  Vi + & 
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■« .        Mßi.  - 

/'""«Alf'  ==  ^ 


ist.     Benutzen  wir  hier  diesen  Satz^  so  erhalten  wir: 


.»».n  -  .««yi + (ii)" 


oder: 


K  -  v^' + d-y . "» -  v^"^-+5?. 


Der  aus  der  Integralrechnung  benutzte  Satz  wird  dort 
unter  der  Voraussetzung  bewiesen  werden,  daCs  y  =»  f(x)  and 

^-  «=  ^(x)   in   dem   betrachteten  Intervalle   stetig  sind  und 

r(jxi)  sein  Zeichen  nicht  änderte    Also  können  wir  den  Satz 
aussprechen: 

Sat0.  Es  seien  f{x)  und  f(x)  in  dem  Intervaüe  von  x^ 
bis  X  stetig  und  f(x)  ändere  in  ihm  nickt  sein  Zeichen;  Xq  sei 
festf  X  variabel.  Alsdann  ist  die  Länge  s  des  Bogens  der  Kurve 
y  *=  f{^)}  ^^  ^^^^  <^  Ordinalen  f{x^  und  f{x)  begrenzt  wird, 
eine  Funktion  von  Xj  deren  Ableitung  durch  die  Formet 

dl 
dx 
gegeben  wird. 


-i/i+a" 


194.  Die  Biohtung  der  Tangenite.  Die  Einführung  der 
Bogenlänge  s,  die  wir  in  der  Yorigen  Nummer  kennen  ge- 
lernt haben,  gestaltet  häufig  die  Formeln  besonders  elegant, 
zumal  wenn  s  als  unabhängige  Veränderliche  benutzt  wird. 
Wir  wollen  zunächst  in  die  Formeln  für  die  Tangentenrich- 
tung  die  GroJlse  s  einführen  und  zugleich  die  Gelegenheit  be- 
nutzen diese  Richtung  genauer  zu  definieren.  Nennen  wir 
wie  früher  a  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 
Richtung  der  x-Axe  bildet,  so  ist  bekanntlich: 

Diese  Gleichung  bestimmt  aber  a  nur  bis  auf  Vielfache  von 
7t]  denn  der  Tangens  hat  die  Periode  sr.  Auch  die  Richtung 
der  Tangente  ist  wie  die  jeder  Geraden  zweideutig.  Seilen 
wir  aber  fest,  dab  wir  immer  die  Tangente  in  der  Riektung 


a 
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dar  waehsenden  AbsciMen  durchlaufen^  so  giebt  es  immer 
mir  eineii  Winkel  a,  der  der  Gleichung  (1)  gentigt  Zweifel- 
haft könnte  man  nur  ftlr  y'  «*>  oq  sein.    Wir  wBhIen  dann 

=  Y,  wenn  y'  «■  +  oo,  und  a  •=»  —  y,  wenn  y'  =»  — oo 

ist    Im  Übrigen  aber  haben  wir^  wenn  y'  positiv  ist,  immer 

den  spitzen  Winkel  zu  nehmen,   der  (1)  genügt,   und   den 

Winkel  im  vierten  Quadranten,  wenn  y'  negativ  ist.  Wir 
seizen  so  mit  anderen  Worten  einlach: 

a  «B  arc  tg  y 

entsprechend  der  Definition  in  Nr.  12.  Aus  (1)  folgt  aber 
nach  bekannten  trigonometrischen  Formeln: 

y'  1 

ond  die  Wurzel  ist  immer  positiv  zu  nehmen.    Da  aber 

ist,  80  können  wir  mit  EinfQhrung  von  $  als  unabhuigiger 

Variabelen  schreiben: 

dy  dx 

sm  a  "»  —f    cos  a  «■  j-' 
ds^  dB 

Dabei  sind  dx  und  äs  immer  positiv  und  dy  mit  dem  Vor- 
Zeichen  von  y'  zu  nehmen. 

§  6,  Krttimnwig  der  Knrren« 

Wir  schieken  diesem  Pun^raphen  die  Voraussetzung  vor- 
aas, dals  in  dem  betrachteten  Intervalle  der  zweite  Differen- 
tialqnotient  y"  nicht  null  wird. 

195.  Definition  der  Xrttmm-Bng.  Ist  AM  (Fig.  38)  ein 
begrenztes  Bogensttlck  einer  ebenen  Kurve,  so  mifst  man 
seine  äbeclnie  Krümmmy  durch  den  Winkel  SJT,  welchen 
die  beiden  Tangenten  AS  und  MT,  die  zu  den  Endpunkten 
des  Bogens  geh&ren^  mit  einander  bilden.  Dieser  Winkel  ist 
dabei  derjenige^  welcher  durch  eine  bewegliche  Gerade  erzeugt 
^Mf  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  und  deren  aufein- 
ander folgende  Li^en  den  Tangenten  parallel  werden,  die 
dnrch  die  verschiedenen  konsekutiven  Punkte  von  A  M  gehen. 

Soiret,  Diff.-  a.  Integral-Beohntuig.    L    S.  Aufl.  18 


274 


Siebentes  Kapitel. 


Pig.  88. 


Wird  der  Endpunkt  Ä  des  Bogens  AM ^=^8  festgehalten 
und  das  andere  Ende  M  yariiert^  so  ist  auch  die  KrUmmung  6 
yariabel  und  wächst  mit  Sy  solange  dieser  Bogen  keine  Wen- 
dungen macht.    6  wird  eine  Funktion 
von  Xj   die  im  Allgemeinen   auch  eine 

bestimmte  Ableitung  -t-  besitzt  und  die 

wir  sogleich  berechnet  werden.  Einem 
bestimmten  Werte  von  dx  entspricht  ein 
bestimmter  Wert  des  Differentiales  d6\ 

dö  ^  j—  •  dx. 
dx 

Das  Differential  d6  der  Krümmung  des  Bogens  AM  heifst 
der  KonHngenzwmkel  im  Punkte  M. 

MüÜere  oder  durchschniÜlidie  ErQmmung  des  Bogens  AM 

nennt  man  das  Verhältnis  —  der  absoluten  Erümmunfr  zur 

Endlich  heilst  Krümmungsmafs  der  Kurve  in  einem  Punkte  M, 
oder  auch  schlechtweg  Krümmung  der  Kurve  in  diesem  Jhmkte 
die  Grenze^  nach  welcher  die  mittlere  Krümmung  eines  Bogens 
konvergiert,  der  null  wird  und  seinen  einen  Endpunkt  in  M 
hat.    Ist  also  6  die  Krümmung  des  Bogens  AM,  so  ist  die 

Grenze  von  -^  für  A«  =  0  die  Grolse,  welche  wir  die  Krüm- 
mung der  Kurve  im  Punkte  M  zu  nennen  haben.  Welches 
daher   auch   die   als   unabhängig    betrachtete   Yariabele  sein 

mag,   die   Grenze,  um  die  es   sich   handelt,  ist  gleich  ^  ; 

die  Krümmung  einer  Kurve  in  einem  Punkte 
ist  also  das  Verhältnis  des  Kantingen0wifikds 
0um  Bogendifferentiale, 

In  einem  Kreise  ist  die  Krümmung  eines 
Bogens  gleich  dem  Centriwinkel,  der  zum 
Bogen  gehört,  und  die  mitÜere  Krünmiung 
oder  das  Verhältnis  des  Gentriwinkels  zum 
Bogen  ist  gleich  dem  reciproken  Werte  des 
Radius.  Sie  ist  also  unabhängig  von  der  Länge  des  Bogens 
AM  und  behalt  daher,  auch  wenn  AM  null  wird,  denselben 
Wert.    Also  ist  die  Krümmung  in  den  verschiedenen  Punkten 
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eines  Kreises  konstant  und  gleich  dem  reciproken  Werte  des 
Radins. 

196.  Der  KrfimmungvradiiiB.  KrümimiMgsradiM  in  einem 
Punkte  der  Kurve  heilst  der  Badins  des  Kreises,  dessen  Krüm- 
mnng  gleich  ist  derjenigen,  welche  die  Kurve  in  dem  betrach- 
teten Punkte  besitzt.  Bezeichnet  man  also  mit  12  die  Länge 
des  Krfimmungsradius,  so  ist 

j—  «■  -^    Oder   j\  ^  :r~' 
da         E  da 

Die  Werte  des  Kontingenzwinkels  und  des  Krümmungs- 
radius lassen  sich  leicht  als  Funktionen  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  ausdrücken.  Sind  a^  und  a  die  Winkel,  welche 
die  Richtungen  ÄS  und  MT  der  Tangenten  mit  der  positiven 
Abscissenaze  bilden,  so  ist 

d  »=  a  —  «0    und    d6  «—  da. 

Es  ist  aber 

tonga-g, 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

da  dxd*y  —  dyd*x 

cos'o  d«"            ' 
oder: 

/i\                           j^        j  dxd*y  ^  dyd*x 

(1)  dc^da jirff^-i 

andererseits  ist 

ds  —  }/da^  +  df. 
Man  erhalt  also: 

^^  dx  d'y  —  dy  d» « 

In  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  die  unabhängige  Ya- 
riabele  nicht  naher  bestimmt;  wenn  man  aber  x  dazu  wählt, 
80  wird  3 

(3)  iJ=    L    .^*!:L. 

dx^ 

Wählt  man  dagegen  s  zur  unabhängigen  Veränderlichen, 
so  wird  die  Sjrümmung: 

/i\  dtf 1         dx  d*y       dy    d*x 

^  ^  d8  ~  B  '^  d^  ds*  ~  di  '  d?' 

18* 


^6  SiebortM  Eftpitel. 

Die  Qoadratwtirsel  m  den  Formeln  (1)  bis  (3)  ist  immet 
positiv  zu  nehmen;  dadurch  erhält  B  ein  VoizeicheB  ud 
zwmr  dasselbe  wie  die  Erümmimg.    Die  Formel  (3)  lehrt, 

dafs  68  positiv  ist;  wenn  j^  >  0;    d.  K   die    Kurve    konvex 

nach  unten  ist^  und  negativ  im  entgegengesetzten  FaU.    Im 
Wendepunkt  ist  i2  «»  cx). 

107.  Nur  der  Kreis  besitat  konstante  Krfimmnng. 

Es  ist  leicht  zu  beweisen,  dais  der  Kreis  die  einzige  Kurve 

mit  koDsteatem  E^rümmungsradius  ist.     Dean  f&r  soMi  eine 

Kmrve  hat  man 

ds  —  aii«; 

wobei  a  eine  Konstante  ist    Folglich  ergeben  die  Gleichimgeii 

dx  s»  ds  cos  tty        dy  =  ds  sin  a, 

dx  "»  ada  cos  a,     dy  »»  ada  sin  a, 
oder 

dx  e=  d{a  sin  «) ,      dy  "»  —  d(a  cos  a). 

Bezeichnet  man  also  mit  x^  und  ^0  zwei  Konstante,  so 
hat  man  nach  dem  zweiten  Satze  in.  Nr.  29: 

X  —  a^Q  -«  a  sin  a,    y  —  ^o  "^  —  ^  ^^^  ^9 
oder 

(x  -  x^Y  +  (y  —  y^y  ^  a\ 

welches  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Radius  a  isi 

108.  Der  Krfimmnngamittelirankt.  Wird  die  Tangente 
MT  in   einem  Punkte  M  der  Kurve   konstruiert    und  der 

Krümmungskreis  derart  bestimmt;  dafs 

y        ^C  er  durch  den  Punkt  M  hindurchgeht, 

i        \  dabei  die  Tangente  MT  berdhrt,  und 

zwar  auf  der  nämlichen  Seite  wie  die 
Kurve,  so  liegt  der  Mittelpunkt  G 
dieses  Kreises  auf  der  Normalen  des 
Punktes  M]  er  heilst  der  Erümmungs- 
miUelpwnkt  in  Bezug  auf  diesen  Punkt. 

Lekrsats.  Der  Kriknmtmgsmittdpimkt  emet  Kurve  m 
etnem  gegebenen  Punkt  ist  die  Grenee  des  Schnittes  der  dwrdi 
diesen  Punkt  gelegten  Normalen  mit  einer  benachbarten  Nor- 
malen. 


0 
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Es  seien  x,  y  die  Koordinaten  von  M  in  Bezug  auf  ein 
rechtwinkliges  System.    Die  01?ichting  der  Normalen  wird 

(1)  (g_,)  +  (,_y)g_0, 

ond  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  F  <»  0.    Um  die  Gleichung 
der  Normalen  in  einem  anderen  Punkte  M'  (x  4~  ^}  y  "i"  ^v) 

ztt  eihalten,  muls  man  in  dieser  Oleiohung  x^  y,  ^|  durch 

X  +  Hx,  y-{'Lyj^'\-  ^2^  ersetzen.     Die  so  gebildete  Glei- 

choDg  stellen  wir  durch  F  -f-  A  F  »■  0  dar.    Der  Schnittpunkt 
dieser  beiden  Normalen  ist  dann  gegeben  durch 

7—0,  F+AF— 0, 


oder 


oder  endlich 


F— 0,  AF=0, 


»--0,^-«. 


Nehmen  wir  nun  an,  dafs  der  Punkt  M'  in  den  Punkt 
U  hineinrückt,  so  wird  der  Schnittpunkt  der  beiden  Nor- 
malen sieb  andern  und  nach  einer  bestimmten  Orenzlage  C 
kouTergieren,  deren  Koordinaten  durch  die  beiden  Gleichungen 

bestimmt  sind.  Die  erste  von  ihnen  ist  die  Gleichung  (1),  die 
andere  ergiebt  sich  aus  ihr  durch  Differentiation,  indem  man 
i  und  1]  als  Eonstanten  ansieht.    Man  erhält  auf  diese  Weise 

Aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  folgt,  wenn  man  die 
Koordinaten  des  Punktes  C  mit  ^,,  y,  beeeichnet: 

(3)      »,-« 57—.       ».-»-         -^y_ 

dx^  dx* 

Verbindet  man  die  Gleichungen  (3),  nachdem  man  sie 
ins  Quadrat  erhoben  hat,  so  erhält  man 
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(4)         {X,  -  xy  +  (y,  -  yy  _  L_^^  „  ij., 

\dxy 

<L  h.  die  Länge  MC  ist  gleich  dem  Erümmungsradius  JB.  Da 
aber  C  auch  auf  der  Normalen  liegt,  so  haben  wir^  um  seine 
Identität  mit  dem  Erümmungsmittelpunkte  zu  erkennen,  nur 
noch  zu  zeigen,  dab  er  auch  auf  der  nämlichen  Seite  der 
Kurve  liegt,  wie  dieser.  Es  mufs  also  gezeigt  werden,  dab 
C  auf  derselben  Seite  der  Tangente  liegt  wie  die  Kurve.  Zu 
dem  Zwecke  verlegen  wir  den  Anfangspunkt  des  Koordinaten- 
systems in  den  Punkt  (x^  y),  die  Abscissenaze  in  die  Tangente 
im  Punkte  (x,  y).     Dann  wird: 

a;  =  0,     y  =  0,     y'=  0; 
während 

nicht  null  wird,  da  der  betrachtete  Punkt  kein  Wendepunkt 
sein  soll.  Die  Koordinaten  des  Punktes  G  (^o^i)  werden 
jetzt  nach  (3)  einfach: 

Äi««0,    yi  =  ^ny 

yo 

die  Gleichung  der  Tangente  wird: 

und  die  Zunahme  Ay  der  Kurvenordinate,  die  einem  Zu- 
wachse An;  der  Absdsse  entspricht,  wird  nach  dem  Taylor- 
sehen  Satze: 

^y  =  yo  •  -^  H — 

Für  hinlänglich  kleine  |  Ao;  |  ist  also  das  Vorzeichen  von 

Ay  das  von  y^"»    Da  dieses  aber  auch  mit  dem  von  y^  =  — ?? 

übereinstimmt,  so  haben  in  der  Umgebung  des  betrachteten 
Punktes  der  Abstand  y^  des  Punktes  C  von  der  Tangente  und 
der  Abstand  Ay  eines  Kurvenpunktes  von  der  Tangente  das 
nämliche  Zeichen.     Also  ist  C  der  Krümmungsmittelpunkt. 

199.  Biohtung  der  Normale.  Nachdem  wir  die  Richtung 
der  Tangente  durch  eindeutige  Festlegung  des  Winkels  a  in 
Nr.  194  bestimmt  haben,  wollen  wir  Gleiches  mit  der  Richtung 
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der  Normale  thon.  Als  Bicbtang  der  Normale  im  Pxmkte  M 
definieren  wir  einfacli  die  des  ELrümmnngsradiiiB  MCj  d.  li.  die- 
jenige Bicktong^  welche  ein  beweglicher  Ponkt  einschlagen 
rnnls,  mn  auf  der  Normale  vom  Enryenpimkte  M  zum  Erüm- 
muDgsmittelpankte  C  zu  gelangen.  Bezeichnen  wir  alsdann 
mit  l  den  Winkel,  welchen  die  Bichtung  der  Normale  mit 
der  positiven  Bichtnng  der  Abscissenaxe  bildet^  so  ist 


n 


I  —  a  =  +    -     oder     6  —  a 


n 


je  nachdem  die  Kurve  in  M.  konvex  oder  konkav  nach  unten, 
d.  L  je  nachdem  dort  y"  positiv  oder  negativ  ist  Dagegen 
bestehen  die  aus  Nr.  198  Formel  (3)  folgenden  Gleichungen 

(1)  Xj  --  a;  -=  —  1?  sin  a,    y^  —  y  »>  ü  cos  a 

in  allen  Fällen,  wenn  man  die  in  Nr.  194  gegebene  Bestini- 
mimg  von  a  und  die  in  Nr.  196  über  das  Vorzeichen  von  B, 
gemachten  Bemerkungen  beachtet  Nach  Nr.  196  ist  übrigens 
i^  «s  ia  und  also  auch: 


(2) 


aa 


Mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  auch  schreiben: 


cos  er. 


(3)  ar,  —  a:  — —  g^sm«,    y^  —  y  —  ^^ 

200.   Definition  der  Bvolnte   und  der  Evolvente.     Der 

geometrische  Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  zu  den  ver- 
sehiedenen  Punkten  einer  ebenen  Kurve  bildet  eine  andere 
Knrve^  welche  die  "Ewilui/e  der  ersten  heilst  Umgekehrt  heilst 
die  Kurve ;   deren   Evolute   eine   gegebene   Kurve   ist;   deren 

Die  Gleichungen  (3)  der  Nr.  198  bestimmen  die  Koordinaten 
des  Krümmungsmittelpunktes  bei  rechtwinkligem  Koordinaten- 
systeme,  wenn  x  zur  unabhängigen  Variabelen  gewählt  ist; 


von  letzterer  Annahme  werden  sie  befreit^  wenn  man 
M.  ...  0  „k„,ibi     E.™dd.^: 


dx 


an 


{dx*  +  dy^dy 


dxd^y  —  dyd^x 
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yi  —  y  —  + 


dxd*y  —  dyd*x 

Sind  X  und  y  gegebene  Funktionen  derselben  unabhängigen 
Yariabeleni  so  bekommt  man  die  Gleichung  der  Evolute,  wenn 
man  diese  unabhängige  Yariabele  zwischen  den  beiden  Glei- 
chungen eliminiert 

aOL  SigeoMhaften  der  Svolute  und  BvolTonte.  Um 
die  Eigenschaften  der  Evolute  zu  untersuchen,  wenden  wir 
die  in  Nr.  200  erhaltenen  Formeln  (1)  an,  nämlich 

.  x^^^x  —  iisina, 

Vx'^y  +  ^cosa. 
12  und  a  bezeichnen  Krümmungsradius  und  Winkel  der 
fixierten  Tangentenrichtung.    Die  Groüsen,  welche  in  dieaen 
Gleichungen    vorkommen,    sind   Funktionen   derselben  unab- 
hängigen Yariabelen,  und  die  Differentiation  giebt: 

dXx  «»da?  —  B  cos  ada  —  dB  sin  a, 

dy^  -«  dy  —  B  sin  a  da  +  dB  cos  «. 

Aber  die  Terme 

dx  —  ücosada,    dy  —  üsinada 

sind  null  zufolge  der  Gleichungen 

dx  "»  ds  cos  a,    dy  -»  ds  sin  er,    ds  «»  jßda; 

man  hat  also  einfach: 

(2)  dXi  «=»  --  dB  sin  a,    dy^  =  dB  cos  «, 
und  gewinnt  aus  diesen  Gleichungen: 

(3)  |»i__cotg«    oder    pi^yi^V, 

^  ^  dxi  ®  dxi        Xy—x 

femer 

(4)  dx^^  +  dy^^  —  dlP. 

Die  Gleichung  (8)  besagt,  dafs  die  Normalen  der  gegebenen 
Kurve  die  Tangenten  der  Evolute  sind^  und  die  Gleichung  (4), 
dafs  das  Differential  des  Krümmungsradius  der  gegebenen  Kurve 
gleiA  dem  Differentiale  ds^  des  Bogens  s^  der  JEvoMie  ist,  wenn 
dieser  Bogen  von  einem  willkürlichen  festen  Anfangspunkt  bis 
zu  dem  betrachteten  Ejrümmungsmittelpunkt  gerechnet  wird. 

Rechnen  wir  den  Bogen  CqC'^Si  der  Evolute  von  einem 
Punkte  Cq  an,  der  Ejrümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  M^ 
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der  gegebenen  Kurre  ist,  und  bejEeiclinen  mit  JB^  den  Krüm- 
mnngsrndins  im  Punkte  M^y  so  giebt  die  Gleichung  (4),  wenn 
wir  nur  das  positive  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  berück- 
sichtigen: 

ds^  =  dB    oder    ds^  —  d(B  —  B^) . 

Da  die  Yariabelen  s^  und  B  —  JR^  dasselbe  Differential 
haben  und  gleichzeitig  verschwinden,  so  ist 

«1  =  J2  —  Bq. 

Damit  ist  folgende  Eigenschaft  ausgedrückt: 

Ein  beUdnger  Bogen  auf  der  EvokUe  einer  ebenen  Kurve 
iii  gleidi  der  Differenz  Munsehen  den  beiden  Zilmmimgeradien, 
äe  eu  den  Endpunkten  dieses  Bogens  fuhren. 

202.  M eebaniache  Brzeugong  der  BvolTonte.  Auf  Grund 
der  in  der  letzten  Nummer  bewiesenen  Eigenschaft  hat  der 
Ort  der  Erümmungsmittelpunkte  den  Namen  Evolute  erhalten. 
Ist  nämlich  (Fig.  41)  M^M^  ein  Bogen  der 
gegebenen  Kurve^  und  Cf^Ci  der  entsprechende 
der  Evolute,  und  befestigt  man  in  C^  das  eine 
Ende  eines  Fadens  von  der  Länge  M^Cx  -*  iZ^, 
80  wird,  wenn  sich  dieser  Faden  auf  den  Bogen 
CiC^  angelegt  hat  und  dabei  von  Cq  ab  in  der 
Richtung  C^M^  gespannt  ist,  das  andere  Ende 
in  den  Punkt  Jf^  fallen,  gemäfs  der  Gleichung 
C^C^  -=  Bj  —  JB^.  Wickelt  man  den  Faden 
wieder  ab,  indem  man  ihn  stets  gespannt  hält,  so  beschreibt 
dieses  Ende  den  Bogen  M^M^.  Denn  ist  CiCM  eine  Lage 
des  Fadens^  so  ist 

Also  ist  CM  der  Krümmungsradius,  welcher  zum  Punkt  C 
föhrt^  und  der  Punkt  M  liegt  folglich  auf  dem  Bogen  M^M^, 

Die  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  ist  selbst  eine 
algebraische  Kurve,  und  die  bewiesenen  Sätze  lehren,  daÜB 
jeder  Bogen  der  Evolute  durch  eine  algebraische  Funktion  der 
Koordinaten  ausgedrückt  werden  kann.  Man  sagt  daher,  dafs 
die  Evolute  einer  algebraischen  Kurve  algebraisch  rektifi- 
zierbar ist. 
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208.  DifferentialgLeiQhiiiig  der  Bvolvente.  Um  von  der 
Evolute  zur  Evolvente  zarückzukehren,  mufs  man  die  beiden 
Gleichungen  anwenden: 

x^ — X    dx*  '     «i — X       dxi 

Hier  sind  x^  und  y^  gegebene  Funktionen  einer  un- 
abhängigen Yariabelen.  Eliminiert  man  diese  zwischen  den 
beiden  Gleichungen,  so  erhalt  man  eine  Gleichung  zwischen 

Xj  yj  -^^    welche    die    Differentialgleichung    der    gesuchten 

Evolvente  ist»  Man  sieht,  dals  diese  Differentialgleichung 
überhaupt  alle  orthogonalen  Trajektorien  der  gegebenen  Kurven 
umfa&t,  d.  h.  alle  Kurven,  welche  die  Tangenten  von  jenen  zu 
Normalen  haben«  Hieraus  folgt,  dalis  jede  Kurve  unendlich 
viele  Evolventen  hat,  worauf  wir  noch  später  zurückkonunen 
werden. 

§  6.  Polarkoordinaten. 

204.    Das  Differential   der   Fl&ohe    eines   Sektors.    Die 

Punkte  einer  Kurve  AM  seien  bestimmt  durch  den  Badius- 

Flg.  42.  vektor  OM=^Qy  welcher  von  einem  festen 

Punkt  0  ausgeht,  und  durch  den  Winkel  m, 
den  die  Richtung  dieses  Radius  mit  einer 
festen  Richtung  OX  bildet.  Ist  A  ein  fester 
Punkt  und  M  ein  variabeler,  so  wird  die 
Fläche  des  Sektors  OAM,  die  von  der 
Kurve  und  den  beiden  Radien  OA,  Oüf  ein- 
geschlossen ist,  eine  Fimktion,  deren  Diffe- 
rential wir  bestimmen  wollen.  Erteilt  man  cd  den  Zuwachs 
MOM'  "^  Am,  so  ändert  sich  der  Radius  um  Aq,  und  die 
Fläche  AOM^'U  erhält  das  Inkrement 

At«  —  MOM\ 

Ist  9  4*  ^P  der  grolste  Wert,  welcher  unter  den  Radien- 
Vektoren  von  OJf  bis  OM'  überhaupt  vorkommt,  und  q  +  ^9 
der  kleinste,  so  wird  der  Kreissektor,  welcher  zu  dem  Winkel 
Am  und  dem  Radius  p  -f-  A^p  gehört,  groCser  sein,  als  die 
Fläche  Ati,  dagegen  der  Kreissektor  mit  demselben  Winkel 
und  dem  Radius  q  -]-  A^g  kleiner.     Es  ist  also 


0 
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oder 


LäTst  man  nnu  AcD  nach  nail  konvergieren,  so  kon- 
vergieren auch,  da  p  als  stetige  Funktion  von  cd  voransgesetzt 
ist,  AjP  und  AfP  nach  null,  und  es  wird 

p*  =  -,-    oder    eif«  -«  -X-  p'do . 

z  ^  am  2  ^ 

Legen  wir  durch  den  Anfangspunkt  oder  Pol  des  Systems 
die  Grerade  Oy  senkrecht  zu  Ox  und  bezeichnen  wir  mit  x  und  y 
die  rechtwinkligen  Koordinaten  in  Bezug  auf  diese  Axen,  so  ist 

tang  (D  —  — ,    Q  cos  CD  —  Ä. 
Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Differentiation: 
^^_xdy^ydx    ^^^    ff^dm^xdy  —  ydx. 

Also  kann  das  Differential  des  Sektors  u  auch  durch  die 
Gleichung 

du  *—  Y  (p^y  —  y^^) 

dargestellt  werden. 

205.  Das  BogendifferentiaL  Wird  mit  8  der  Bogen  AM 
bezeichnet,  dessen  Anfangspunkt  A  fest  ist^  während  der  Punkt 
M  yariabel  bleibt,  so  ist  A^  das  Inkrement  MM'y  welches 
dem  Zuwachs  Ao  entspricht.  Wir  fallen  vom  Punkte  M  die 
Senkrechte  MP  auf  den  Radius  OM  und  ziehen  die  Sehne  MM\ 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MPM  folgt 

M^'-M^  +  M'f    „.d     («^)-_  0+ («^)-. 

Es  ist 

JlfP  =  Q  sin  AcD,     Jf'P«=  Q  +  Ap  —  p  cos  Am. 

Die  Grenzen  der  Verhältnisse,  welche  in  die  obige  Gleichung 
eingehen,  werden  nicht  geändert,  wenn  man 

MM\    MP,    MP 
bezOglich  durch 

A$,    pAo,     Ap 

ersetzt.    Denn  die  Grenze  des  Verhältnisses  von  A$  zu  seiner 
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Sehne  MM'  ist  die  Einlieit;  ebenso  die  Grenze  des  Yerliali- 

n  A 


nisses  von  J!lfP:pAa)  ■=  —r — .    Endlich  wird  auch 


M  P       Aq     .       1  —  008  Am Ap     ,    ^     2^ 

A<D  Am    '    ^         Am  Am    '       "        Aco        ' 

also 

A<D  am 

Demnach  hat  man 

d.  b. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  aus  der  bei  rechtwink- 
ligen Koordinaten  gewonnenen  ableiten;  wir  haben  dies  in 
Nr.  80  gethan  und  brauchen  hier  nicht  nochmals  darauf  zurück- 
zukompen. 

206.  Bestimmung  der  Tangente.  Im  Polarkoordinaten- 
systeme bestimmt  man  die  Tangente  vermittelst  des  Winkels  fi, 
den  sie  mit  dem  Radiusvektor  bildet.  Der  Winkel  fi  im  Punkte 
M  der  Kurve  ist  die  Grenze,  nach  welcher  der  Winkel  PM'M 
konvergiert,  wenn  sich  der  Punkt  M^  dem  Punkte  M  un- 
bqprenzt  nähert  (Fig.  42.  Nr.  204). 

Das  rechtwinklige  Dreieck  MM'P  giebt 

cos  PM'M  =  jg^ ,     sin  PM'M  —  g^  • 

Die  Grenzen  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ändern 

sich  nicht,  wenn  man  wie  in  der  vorigen  Nummer 

MM',    MP,    M'P. 
ersetzt  durch 

A^,    pAcD,    Ap. 

Man  erhalt  demnach: 

<,.     A0  1«      oAm 

cos  fi  =  hm  ^^,     sm  fi  =  hm  ^, 

dg  dg 

COS  fi  ««^  — 


d8         Vdg^  +  g^dm^ 
gdm  gdm 

Sm  /t  «i  i as 


ds  ydg^  +  g*dm* 
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Hierana  folgt: 

Hierbei  bedeutet  fi  den  Winkel,  den  die  nach  der  Bichtong 
wachsender  Winkel  m  konstruierte  Tangente  mit  der  Eiditung 

des  verlängerten  Radiusvektor  einschlielÜBt.    Ist  q  ^»  ^  null, 

so  wird  dieser  Winkel  gleich  y,  ist  p'  =  v^  «=  cx),  so  wird 

dieser  Winkel  null. 

S07.  Sin  besonderes  KoordinAtensyatem.  Man  kann  die 
Punkte  einer  Kurve  auch  durch  zwei  Badienvektoren  q^  und  q^ 
bestimmeni  welche  von  zwei  gegebenen  Anfangspunkten  aus- 
gehen. Bezeichnet  man  mit  ft^  und  f^  die  Winkel,  die  diese 
Radien  mit  der  Tangente  bilden,  so  ist 

also  , 

COflfif         apa 

008  f»|  dQi 

In  diesem  Koordinatensysteme  ist  z.  B.  die  Gleichung 
einer  Ellipse  oder  Hyperbel 

p,  +  Pi  ■=■  Konst. 
Daraus  folgt  3^*  =  +  1 ;  und  unsere  Gleichung  ergiebt 

was  eine  bekannte  Eigenschaft  der  Tangente  an  Kegelschnitten 
aasdrückt.  An  Stelle  der  beiden  Badienvektoren,  die  von  zwei 
festen  Anfangspunkten  ausgehen,  kann  man  auch  die  Winkel 
»i  und  «2  als  Koordinaten  einführen^  welche  diese  Badien  mit 
der  durch  die  Anfangspunkte  gehenden  Geraden  bilden.  Man 
bat  nun  die  Gleichungen 

und  iiüblge  der  Belation: 

^,         sin  dOj 

Q^         Bina>2 

wird  , 

Binf^        Bma>|a(D, 

__ esB  -s . 

Binf^        BUK»,  acOji 

208.  Subtaiigente  und  Subnormale,  Zieht  man  (Fig.  43) 
durch  den  Pol  des  Koordinatensystems  eine  Senkrechte  zum 
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Radiusvektor,  so  werden  die  Abschnitte  auf  dieser  Geraden  vom 
Anfangspunkt  bis  zu  den  Sclmittpnnkten  mit  der  Tangente 
und  der  Normale  die  PcHarsubtangente  und  -Subnormale  genannt 
Die  SnbtaDgente  OT^T"  nnd  Snbnormale  ON^N'  erhalten 
die  Langen 

Fig.«.  T— ^tangfi,    2?'  =  ()cotgf*, 

oder 

Die  Längen  Tnnd  ^der  Tangente  and 
•^   der  Normalen  sind: 

Dabei  sind  sämtliche  Faktoren  mit  positiven  Zeichen  zu  nehmen. 
209.  Eontingenzwinkel  und  KrOmmmigBradins.  Der  Eon- 
tingenzwinkel  dö  ist,  wie  wir  sahen,  gleich  dem  Differentiale 
des  Winkels,  den  die  Tangente  mit  der  a;>Axe  bildet.  Anderer- 
seits ist  dieser  Winkel  gleich  cd  -|-  fi;  man  erhält  demnach 

clö  =  d(o  +  d(i. 
Die  Gleichung 

da 

liefert  durch  Differentiation,  wenn  man  oi  als  unabhängige 
Yariabele  betrachtet: 


\dJ       ^d(D"        du        \dJ       ^da>* 


1         d^i        \dm/  dcD*        diL 

cos'fft '  dm  /(f^y  dm°^       ,  ,   /dp\* 

\di)  ^  '^\dä/ 

Es  ist  also 

,        /dpy_    d*Q^ 


ds  t 

Da  nun  ^  =  y^;?  +  (>'*  is^^^   so  ^^8^  hieraus   för   den 
Krümmungsradius 
(1)  B  — ^*—      (^'  +  ^'*)* 


der        ^«  +  2^'«  — ^p" 

Dabei  ist  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel   immer   positiv 
zu  nehmen. 
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Man  kaim  diese  Formel  auch  aas  derjenigen  ableiten, 
welebe  bei  rechtwinkligen  Koordinaten  erhalten  wurde;  dies 
ist  in  Nr.  80  ansgeführt,  als  wir  uns  mit  dem  Probleme  der 
Transformation  der  Yariabelen  beschäftigten. 

Führt  man  —   an   Stelle   von   p   ein,    so   erhalt   R   die 

Gestalt:  . 


im + m 


§  7.  Elnlifillende  Enrren« 

210.  Definition  der  Einliüllenden.  Es  sei  f{x,  y,  a)  eine 
Funktion  der  3  Yariabelen  x^  y^  a  und 

(1)  f{x,  y, «)  -  0 

ftbr  jeden  Wert  des  veränderlichen  Parameters  a  die  Gleichung 
einer  Kurve.  Die  Gesamtheit  der  durch  (1)  dargestellten 
Kurven  heifst  eine  Kurvenschar,  Wird,  nachdem  a  einen  be- 
stimmten Wert  erhalten  hat,  dem  Parameter  der  neue  Wert 
a  +  Aa  erteilt,  so  erhalt  man  eine  zweite  Kurve  mit  der 
Gleichung:  ^ 

(2)  /•(:r,y,a  +  Aa)  =  0. 

Die  Koordinaten  derjenigen  Punkte,  welche  (1)  und  (2) 
gleichzeitig  genügen,  befriedigen  auch  die  Gleichung: 

(3)  /'(gtyftt  +  Aot)  — A^tyi«)  ^  Q 

■■M  VA 

Besitzt  nun  f  als  Funktion  von  a  eine  bestimmte  Ab- 
leitang  ^,  so  geht  fßr  A«  <=  0  die  letzte  Gleichung  über  in: 
(4)  ?^ÖWO  _  0 

^  '  Ca 

Man  sagt  nun,  die  durch  (1)  dargestellte  Kurvenschar 
besitzt  eine  eM^uUende  Kurve,  wenn  die  Elimination  von  a 
ans  den  Gleichungen  (1)  und  (4)  wieder  die  Gleichung  einer 
Kurve  liefert: 

(5)  p(^,y)-o, 

welche  ihrerseits  die  Einhüllende  der  eingehiäUen  Kurvenschar  (1) 
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heilsi.  Zufolge  der  obigen  Erörterungen  ist  demnach  die  Ein- 
hüllende der  geometrische  Ort  derjenigen  Punkte,  welehe  je 
zwei  benaehberte  Enryen  der  Schar  gemein  haben. 

211.  Bin  Beispiel.  Es  sei  die  Einhüllende  aller  Kreise 
zu  bestimmen,  die  einen  festen  Radius  haben  und  deren  Mittel- 
punkte auf  einer  festen  Geraden  liegen.  Wahlen  wir  die  feste 
Gerade  als  x-Axe,  so  ist  die  Gleichung  der  fraglichen  Kreis- 

schar: 

{x  -  ay  +  y«  -  a«  -=  0, 

und  a  ist  der  veränderliche  Parameter.  Die  Differentiation 
nach  cc  giebt: 

und  die  Elimination  von  a  liefert: 

y»-a«-(y-a)(y  +  o)-0 

als  einhüllende  Kurve.  Die  Einhüllende  besteht  also  hier  aus 
den  zwei  Geraden,  welche  im  Abstände  des  Badius  a  parallel 
zur  x-Axe  gezogen  werden  können. 

Es  mag  hierbei  bemeritt  werden,  dab  hier  wie  bei  allen 
geometrischen  Untersuchungen  darauf  zu  achten  ist,  waa  die 
Kurve  ist,  welche  durch  eine  gegebene  Gleichung  dargestellt 
wird,  oder  umgekehrt,  welches  die  Gleichung  oder  die  Glei- 
chungen sind,  welche  eine  gegebene  Kurve  darstellen. 

Lost  man  nämlich  die  Gleichung  der  Elreisschar  nach 
X  —  a  auf,  so  erhält  man 

x  —  a  +  YaT^^^O. 

Fixiert  man  das  Vorzeichen  der  Wurzel  und  wählt  z.  B* 
das  negative,  so  wird  x  —  m  —  V^?— -y* |  eine  Funktion  der 
drei  Veränderlichen  x^y^a.    Die  Schar  aller  Kurven 


x  —  a—\ya^—9^   —0 

besitzt  aber  keine  Einhüllende,  denn  die  Differentiation  nach  a 
liefert  die  sinnlose  Gleichung  —  1  «»  0,  welche  beweist,  dais 
zwei  benachbarte  Kurven  der  durch  die  Gleichung 


X  —  a  —  I  V'a*  —  y*  I  =  0 

dargestellten  Schar  keinen  Punkt  gemein  haben.    In  der  That 
stellt   diese  Gleichung   auch  gar  nicht   die   Gleichung   einer 
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Ereisschar  dar^  sondern  eine  Schar  von  Halbkreisen,  deren 
jeder  zur  Rechten  der  Geraden  o;  «■  a  liegt  In  unserer  Kreis- 
schar  schneiden  sich  aber,  wie  untenstehende  Figur  zeigt,  die 
Kreise  immer  der  Art,  dafs  die  rechte  Hälfte  des  einen  Kreises 
die  linke  des  benachbarten  triffb.  Die  rechten  Hälften  dieser 
Kreise  haben  also  thatsächlich  keine  Einhüllende. 

Fig.  44. 


Will  man  also  die  Einhüllende  unserer  Ejreisschar  aus 
der  aufgelösten  Form  der  Gleichungen  bestimmen,  so  muls 
man  sagen,  dafs  erst  das  System  der  zwei  Gleichungen 

x^  a_|ya«-y*|  — 0,    a; -^  a  +  I)/a«— y«|  —  0 

imsere  Ereisschar  definiert.  Der  Fall,  dafs  unsere  Kurven* 
schar  erst  durch  mehrere  Gleichungen  analytisch  definiert  ist, 
ist  in  der  yorigen  Nummer  aber  nicht  behandelt,  und  man 
muls  zur  Bestimmung  der  Einhüllenden  direkt  verfahren,  indem 
man  in  jeder  der  Gleichungen  a  um  Aa  vermehrt  und  die 
gemeinsamen  Losungen  der  entstandenen  Gleichungen  be- 
stimmt.   In  unserem  Beispiele  giebt  dies: 


X«  «  +  -s-Aa 


2 


X 


«  + v^« 


y«+|]/^-|A. 


and 


y-»- 


V^^ 


Aa' 


Geht  man  jetzt  zur  Grenze  Aa=»  0  über,  so  erhält  man 

8er r et,  Diff.-  vu  Integral-Seohnung.    I.    2.  Aufl.  19 
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jp  «B  «^  y "«  a    und    a;  ■=  «,  y  —  —  a 

als  den  Sohnittpnnkt  des  Kreises  um  cc  mit  seinem  benach- 
barten nnd 

y^  +  a 

wie  vorher  als  den  geometrischen  Ort  aller  dieser  Schnittpunkte. 
912.   Eine  Bigensohaft  der  Binlitlllenden. 

Lehrsatz.  Die  EifiküUende  eines  Kurvensystemes  herOhii 
die  Kurven  in  jedem  nicht  singulären  Punkte,  wo  sie  denselben 
begegnet. 

Ist 

(1)  n^.  y, «)  -  0 

die  Gleichung  des  Systemes   in  geradlinigen  Koordinaten,  so 
ist  die  Einhüllende  durch  die  beiden  Gleichungen  bestimmt 

(2)  /•(*, y, «) -=  0,    1^-0. 

Um  den  Richtungskoeffizienten  ,~  der  Tangente  in  einem 

bestimmten  Punkt  einer  Systemskurve  zu  erhalten,  muls  man 
die  Gleichung  (1)  differentiieren;  man  bekommt 

(3)  ^^dx  +  lldy  =  0. 

Will  man  nun  den  Richtungskoef&zienten  der  Tangente 
in  einem  bestimmten  Punkte  der  Einhüllenden  iBnden,  so  kann 
man  noch  die  Gleichimg  (1)  als  deren  Gleichung  ansehen, 
nur  mufs  man  a  nicht  mehr  als  Konstante,  sondern  als  eine 
Funktion  von  x  und  y  betrachten,  welche  durch  die  zweite 
der  Gleichungen  (2)  bestimmt  ist.  Unter  dieser  Annahme  hat 
man  die  Gleichung  (1)  zu  differentiieren,  und  das  ergiebt: 

Die  zweite  Gleichung  (2),  welche  für  jeden  Punkt  der 
Einhüllenden  erfüllt  ist,  reduziert  aber  die  Gleichung  (4)  auf 
die  Form  (3).  Also  erhält  man  für  die  Einhüllende  sowohl 
wie  für  die  Eingehüllte 
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Bemerkung.  Ein  Beispiel  fbr  die  betrachtete  Eigenschaft 
derEuihüllenden  haben  wir  bereits  behandelt.  DieSvolnte  einer 
Kurve  isV  nichts  anderes  als  die  Einhüllende  des  Normalen- 
systemes^  nnd  wir  haben  gesehen^  dab  sie  die  Normalen  tangiert . 

Die  Gleichnng  f(Xj  y^  a)  »■  0  kann,  wenn  die  Koordinaten 
Xj  y  eines  Ponktes  M  in  sie  eingesetzt  werden,  mehrere 
Werte,  a  liefern;  unter  diesen  ist  aber,  wenn  M  zugleich  ein 
Punkt  der  Einhüllenden  ist,  jedenfalls  einer  vorhanden,   der 

auch  der  Gleichung   j-  =  0  genügt.     Die   auf  diese  Weise 

bestimmte  Systemskurve  wird  von  der  Einhüllenden  tangiert 
während  die  anderen  Systemskurven,  die  etwa  noch  durch  den 
Punkt  M  gehen  können,  die  Einhüllende  daselbst  schneid »i. 

Ein  Euryensystem  kann  einhüllende  Kurven  nur  dann  be- 
sitzen, wenn  a  rom  höheren  als  dem  ersten  Grade  in  der 
Gleichmig  vorkommt,  d.  h.  geometrisch,  wenn  das  Kurven- 
System  die  Ebene  zum  mindesten  zweifstoh  überdeckt,  so  dafs 
durch  einen  Punkt  der  Ebene  im  allgemeinen  zwei  Kurven 
hindurchgehen« 

Endlich  ist  wohl  zu  beachten,  dafo  unser  Lehrsatz  von 
der  Berührung  der  Einhüllenden  und  Eingehüllten  ausdrück- 
lich nur  auf  nicht  singulare  Punkte  beschränkt  ist.  Es  ist 
daher  sehr  wohl  der  Fall  denkbar,  dals  z.  B.  sämtliche  Punkte 

der  Einhüllenden  singulare  Punkte  sind,  f&r  welche  ^    ;  ^ »  g^ 

immer  gleichzeitig  null  sind,  und  dann  braucht  die  Einhüllende 
die  Eingehüllten  keineswegs  zu  berühren. 

218.  Die  Koordinaten  x  und  y  eines  Kurvenpunktes  sind 
als  Funktionen  des  Tangentenwinkels  a  gegeben.  Betrachtet 
man  eine  beliebige  Kurve  bezogen  auf  zwei  rechtvrinklige  Axen 
und  ist  a  der  Winkel,  den  die  Richtung  der  Tangente  mit  der 
Ahsdssenaxe  bildet,  so  vnrd  die  Gleichung  dieser  Tangente 
(1)  a?  sin  «  —  y  cos  a  «■  /(«) , 

tmd  f{a)  ist  eine  Funktion  von  a,  die  von  der  Art  der  Kurve 
abhängt  und  abgesehen  vom  Vorzeichen  den  Abstand  der 
Tangente  vom  Koordinatenanfange  angiebt.  Da  diese  aber 
die  Einhüllende  ihrer  Tangenten  ist,  so  bekommt  man  ihre 
Gleichung,  indem  man  a  zwischen  der  Gleichung  (1)  und  der 
hieraus  durch  Differentiation  folgenden  Gleichung 

19* 
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(2)  X  cos  a  +  y  sui  «  "=*  f'i"^) 

eliminiert.  Mau  kann  a  zur  unabhängigen  Yariabelen  machen, 
und  alsdann  bestimmen  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Ko- 
ordinaten X  und  y  als  Funktionen  von  cc.     Man  findet: 

X  —  /*'(«)  cos  a  +  f{a)  sin  a , 

^  ^  y  =  f\a)  sin  a  —  f{a)  cos  a. 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  giebt  dann  weiter: 

dx  =  [/"'(«)  +  f(f^)]  cos  a  rfa, 

^*^  rfy  =  [r(«) +/*(«)]  sin«  rfa, 

und  indem  man  diese  Gleichungen  quadriert  und  addiert: 

(5)  ds-~[f"ia)  +  f(a)]da, 

was  übrigens  auch  aus  den  Formeln  in  Nr.  194  hervorgeht 
Da  da  gleich  dem  Eontingenzwinkel  ist,  so  erhält  man  für 
den  Krümmungsradius 

(6)  -R  ■=  ä*  -  /■"(«) + n»)- 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  verschiedene  Anwen- 
dungen zu,  von  denen  wir  ein  Beispiel  geben  wollen.  Erteilt 
man  a  einen  bestimmten  Wert,  so  stellt  die  Gleichung  (2)  eine 
Senkrechte  zur  Tangente  dar,  und  zwar  in  dem  Punkte  x,  y, 
welcher  durch  die  Gleichung  (3)  bestimmt  ist,  also  im  Kurven- 
punkte. Die  Gleichung  (2)  liefert  mithin  die  Normalen  der 
Kurve.  Bildet  man  nun  die  Ableitung  der  Gleichung  (2)  nach  a, 
nämlich 

(7)  —  a;  sin  a  +  y  cos  a  =  f"{^)y 

so  gehört  das  System  der  Gleichungen  (2)  und  (7)  den  Ein- 
hüllenden des  Normalensystemes  an,  also  der  Evolute  der 
gebenen  Kurve.  Berechnet  man  aus  (2)  und  (7)  die  Werte  von 
Xy  y,  und  bezeichnet  man  sie  durch  x^  und  y^,  so  wird 

x^  =-  f\u)  cos  a  —  f'(a)  sin  a, 

^  ^  yi  •=*  f'ip^)  sin  a  +  f"ip^  cos  a, 

und  dies  sind  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes. 

Durch  Differentiation  folgt  weiter: 

dx^  =  ~  \f'{cc)  +  /*'"(«)]  sin«  da, 
(^)  dy,  =  +  \f\a)  +  r  («)]  cos  a  da , 

also,  wenn  s^  den  Bogen  der  Evolute  ausdrückt: 
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(10)  da,  -  er  («) + /•'"(«)]  <««  -  ««Ä 

Man  findet  so  die  Resultate  der  Nr.  201  wieder. 


§  8.  Oskulierende  Knrren. 

214.   Deflnition  einer  Bertthrang  ft^  Ordnung.     Es  sei 

y  -  fi^) 

die  Gleichtmg  einer  Kurve  MM'  (Fig.  45)  in  rechtwinkligen 
Koordinaten;  und  in  demselben  Koordinatensysteme  sei 

Vi  =  /l  (^)  .i,  Fig.  46. 

die  Gleichtmg  einer  zweiten  Kurve 
MMi\  Wir  sagen  nun,  dafs  die  beiden 
Kurven  sich  im  Punkte  M  in  der  (i^^ 
Ordnung  bertOiren,  wenn  fOr  die  Ab- 
scisse  X  dieses  Punktes  die  Oleiehungen 
bestehen: 

(1)       »1  — y;  y/  — y;  yi"-=y";« 

wo  ^)  und  y^^)  die  ft**°  Ableitungen  bedeuten,  und  wenn 
(2)  yO'+i)  +  y,(A-+i) 

ist 

Wir  nehmen  an,  dafs  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  die 
Fimktionen  y  und  yi  nach  dem  Taylorschen  Satze  entwickel- 
bar sind.  Vermehren  wir  daher  x  um  Axj  so  werden  die 
z  •{•  Ax  entsprechenden  Werte  Y  und  Y^  der  Ordinaten  y 
und  y^  gegeben  durch: 


Vi 


(M) 


i^>, 


•y+y-^+y'-^+ 


1! 


/•  Ao; 


2! 


+y^^-^+j^+^>- 


(/i«y+* 


+JJ- 


/I+2, 


imd  daher  wird 

r-r, 


(Aa)« 
2! 


+ 


f*I      •  ^  (^+1)1 


(f*  +  l)! 


>+i)_„04+i) 


(Aa;)''+^  + 


an  der  Stelle  a:,  d.  h.  für  Aä;  =  0,  null  von  der  fft+ 1*^  Ordnung. 

Die  letzte  Gleichung  liefert  uns  eine  geometrische  Defi- 
nition f&r  die  Zahl  [t,  welche  die  Ordnung  der  Berührung 
angiebt    Machen  wir  in  Fig.  45  OP  '^x,  PP'  —  Are,  so  wird 
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mP'  —  Y, ,  HfP'  —  Y  und  daher  mM'f^  F-  Y^.  Es  wird 
daher  mM\  wenn  Ax  null  wird,  null  von  der  Ordnung  fi^l] 
d.  h.  es  wird 


lim 


mM' 


endlich  und  ron  null  versohieden. 

Um  nun  noch  die  Strecken  mM'  und  PP'  durch  solche 
zu  ersetzen,  welche  eine  vom  Koordinatensysteme  unabhängige 
Bedeutung  haben,  verschieben  wir  den  Anfaugspunkt  der 
Koordinaten  in  den  Punkt  M  und  machen  die  Tangente  in  M, 
also  die  Getade  ST  zur  x-Axe.  Dann  wird  aus  mM'  die 
Strecke  Jf'Jif/  und  aus  PP'  die  Strecke  MQ  und  diese  beiden 
Grofsen  haben  eine  von  dem  Koordinatensysteme  unabhängige 
Bedeutung.  Fällt  man  von  einem  Punkt  M*,  der  auf  der 
Kurve  y  —  f(x)  in  der  Umgebung  von  M  liegt,  das  Lot  MQ 
auf  die  gemeinsame  Tangente  in  Jlf ,  so  schneiden  die  beiden 
Kurven  auf  ihm  das  StQck  M'M^  aus.  Der  FuDspunkt  Q  des 
Lotes  ist  um  MQ  vom  gemeinsamen  Berührungspunkte  M 
entfernt,  und  nun  heilst  fi  die  Ordnung  der  Berührung  beider 
Kurven,  wenn  ^.         ^.^. 

lim       ^x 

endlich  und  von  null  verschieden  ist. 

Ist,  um  die  vorigen  Betrachtxmgen  an  einem  Beispiele 
auszufahren,  f»  >  0  und  die  eine  Kurve  MM^  eine  gerade  Linie^ 
also  die  Tangente  an  die  Kurve  MM\  so  wird  —  allgemein  zu 
reden  —  y"  im  Punkte  M  nicht   null    sein,   und   daher  wird 

fCLr  die  Kurve  die  Reihe  der  DifFerentialquotienten 

f      ff      fff  • 

für  die  Tangente  dagegen 

y,  y',  0,  0, . . . 

Mithin  ist  ft  =  1.  Die  Tangente  berührt  die  Kurve  im  All- 
gemeinen in  der  ersten  Ordnung.  In  speziellen  Fällen  kann 
natürlich  die  Ordnung  der  Berührung  sich  sehr  erhohen;  wir 
kommen  dadurch  zurück  auf  die  Betrachtungen  der  Nr.  172. 
216.  Bertthrong  gerader  und  ungerader  Ordnung.  Wie 
in  Nr.  172  wollen  wir  jetzt  allgemein  unterscheiden,  ob  fi 
ungerade  oder  gerade  ist.    Ist  die  Ordnung  fi  ungerade,  so 
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änctort  T  —Y^  sein  Zeichen  nicht^  wenn  man  das  Yorzeiehen 
von  Lx  ändert^  sobald  ^x  in  der  Umgebung  von  t^x  »*»  0 
sich  befindet;  das  Zeichen  bleibt  also  das  n&mliche  wie  das 
der  Differenz  d^^^^y,. 

Dies  besagt^  dafs  zu  beiden  Seiten  des  BerührnDgspunktes  die 
eine  Kurve  durchaus  auf  derselben  Seite  der  andern  verlauft. 

Ist  dagegen  ft  eine  gerade  Zahl,  so  ändert  F  —  ^  mit 
Lx  auch  sein  Zeichen,  und  die  Kurven  durchsetzen  sich  gegen- 
seitig im  Berührungspunkte. 

Wir  bemerken  schliefslich^  daCs  es  im  Falle  einer  Be- 
rührung fi^  Ordnung  nicht  möglich  ist,  durch  den  Punkt  M 
eine  dritte  Kurve  zu  legen^  die  zwischen  den  beiden  ersten 
verläuft ,  es  sei  denn,  daCs  sie  im  Punkte  M  eine  Berührung 
von  y!^  oder  höherer  Ordnung  mit  jenen  besitzt.  Denn  ist 
Fl  die  Ordinate  der  dritten  Kurve,  welche  zur  Abscisse 
x^  Lx  gehört;  so  ist 

r,-r,-(r,-r)  +  (r-r,). 

Ist  nun  F,  —  F  von  niederer  als  der  ^  +  1*^  Ordnung  null, 
so  wird  auch  F,  —  F^  von  derselben  Ordnung  null,  und  folg- 
lich haben 

T^  —  T^  und    Fji  — F 

auch  dasselbe  Zeichen.  EUeraus  folgt  im  Besonderen  der  Satz, 
daCs  es  nicht  möglich  ist,  durch  den  Kurvenpunkt  M  eine  Gerade 
ZQ  ziehen,  welche  in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes  M 
zwischen  der  Kurve  und  ihrer  Tangente  verliefe.  Denn  die 
Sekante  durch  M  berührt  —  so  dürfen  wir  sagen  —  die 
Kurve  in  der  nullten  Ordnung,  also  in  einer  niedrigeren  als 
die  Tangente. 

216.  Definition  des  Oskulierens.  C  bezeichne  eine  ge- 
gebene Kurve  y  «>  f{x) ;  wir  nehmen  an,  dafs  in  der  Um- 
gebung der  gerade  betrachteten  Stelle  x^=x^  die  Funktion  f{x) 
nach  dem  Tay^t^rschen  Satze  entwickelbar  ist: 

(1)     jr-/-(x)-y„  +  yo'(«-a'o)  +  f  (a5-»o)*  +  --- 

Dieser  EuiTe  stellea  wir  eine  Schar  von  Kurven  C  gegenüber: 
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in  deren  Gleichung  n  -f*  1  willkürliche  Eonstanten  vorkommen 
nnd  deren  Ordinalen  wir  mit  y^  bezeichnen«  Wir  wollen  an- 
nehmen^ daiüs  die  Gleichung  dieser  Eurvenschar  nach  y^  &^' 
gelost  und  die  rechte  Seite  in  der  Umgebung  von  x  —  x^ 
nach  dem  TaylarscheTL  Satze  entwickelt  sei,  und  als  Eoeffi- 
zienten  der  ersten  n  -f~  1  Glieder  mögen  geradezu  die  n  -{-  1 
Eonstanten 

auftreten.    Dann  sieht  die  Gleichung  der  Eurvenschar  so  aus: 

(2)  yi  =  Co  +  Ci-(^  — ^o)  +  ^-(a?  — ^o)*H — 

Die  Gröisen  c^y  c^  .  .Cn  sind  willkürlich,  aber  die  folgenden 
Eoeffizienten  ^n+i ;  ^+2  ^ . . .  Funktionen  von  ihnen  oder  feste, 
Yon  den  c  unabhängige  Zahlen. 

Ist  nun  die  ganze  Zahl  fi  kleiner  als  n,  so  kann  man 
über  die  Eonstanten  c^,  c^ . . .  c»  der  Eurvenschar  C  so  ver- 
fögen,  daXs  die  Eurven  C  und  C  eine  Berührung  ft**'  Ord- 
nung im  Punkte  Xq  haben.  Dazu  hat  man  einfach  die  11+  1 
Gleichungen  zu  erftlllen: 

(3)  Ob  =  yo;    c,  =  y,\    c,  =  ^r"    c,  -^' 


Die  übrigen  n  —  fi  Eonstanten  bleiben  dann  willkürlich.  Man 
mufs  nur  Sorge  tragen,  dals 

wird.  Ist  aber  n  =  ^i,  so  ist  die  Eurve  C  durch  die  Glei- 
chungen (3)  voUkonmien  bestimmt  und  hat  im  Punkte  M(Xf^,  y^) 
mit  C  eine  Berührung  mindestens  n^  Ordnung.  In  diesem  Falle 
sagt  man  die  Kurve  C  oskuliert  die  Kurve  C  im  Punkte  M, 

Anders  aber  als  im  Falle  ^  <,n  sind  hier  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden.     Durch  die  n  -f-  1  Gleichungen 

sind  jetzt  alle  c  bestimmt  und  mit  ihnen  daher  auch  bereits 
alle  folgenden  Eoeffizienten  ^+1,  -^+9, ...  in  der  Entwicke- 
lung  (2).    Im  Allgemeinen  wird  nun  nicht  gerade  auch 
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«(«+1) 
•^»+1        (n  +  l)! 

werden,  und  die  BerühruDg  ist  dann  genau  die  fi^.  Aber  es 
kann  zufälligerweise  die  letzte  Gleichung  an  der  speziellen 
Stelle  Xq  doch  erftUlt  sein  und  sogar  noch  von  den  analogen 
folgenden  Gleichungen  einige.  Dann  ist  die  Berührung  von 
noch  höherer  als  f**"  Ordnung.  Die  Kurven  C  und  C  können 
sogar  identisch  werden,  dann  ist 

Jedenfalls  giebt  es  unter  den  Kurven  der  Schar  C  jedes- 
mal eine  und  nur  eine,  welche  die  Kurve  in  einem  gegebenen 
Punkte  M  von  allgemeiner  Lage  oskuliert,  und  diese  hat  mit  C 
eine  höhere  Berührung  als  jede  andere  Kurve  der  Schar  C\ 

Im  Allgemeinen  kann  man  auch  aus  einer  Kurvenschar, 
deren  Gleichung  die  allgemeine  Form 

(4)  F(x,y^]  CQ,Ci...Cn)=^0 

hat  über  die  n  +  1  Konstanten  so  verfügen,  daüs  die  Beruh- 
nmg  mit  C  mindestens  von  der  n*^  Ordnung  wird.  Es  können 
die  Konstanten  jedoch  so  in  JP  eingehen,  dafs  dies  nicht  mehr 
möglich  ist.  Die  Behauptung,  daCs  man  aus  der  Schar  C\ 
wenn  ihre  Gleichung  in  der  Form  (4)  gegeben  ist,  eine  Kurve 
herausfinden  kann,  die  C  in  mindestens  n^  Ordnung  berührt, 
bedarf  daher  in  jedem  Falle  eines  besonderen  Nachweises,  der 
freilich  dann  überflüssig  ist,  wenn  man  sich  nicht  mit  der 
blolsen  Abzahlung  der  Konstanten  begnügt,  sondern  die  ver- 
langte C  thatsächlich  herstellt. 

217.   Osknlierende  Gerade.    Osktdierender  Kegelsofanitt. 

Die  Gleichung  einer  Geraden  enthält  nur  zwei  Konstanten; 
sie  lälst  sich  unmittelbar  in  die  Form  (2)  der  vorigen  Nummer 
setzen.  Man  kann  daher  zwischen  einer  gegebenen  Kurve  und 
einer  Geraden  in  einem  allgemein  gegebenen  Kurvenpunkte  nur 
eme  Berührung  erster  Ordnung  herstellen.  Die  oskulierende 
Gerade  einer  Kurve  ist  also  in  jedem  Punkte  nichts  anderes 
als  die  Tangente  der  Kurve.  Dieses  Resultat  findet  man  auch 
nach  der  allgemeinen  Regel.     Denn  ist 

yi  =  Co  +  c^ '  (x  —  Xq) 
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die  allgemeine  Gleichung  einer  Geraden  ^  so  hat  man 

Also  wird 

yi  — yo  =  »o'-(^-a?o) 

die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  (Xq,  y^),  Ihre  laufen- 
den Koordinaten  sind  x  und  y^.  Schreibt  man  für  diese  wie 
gewöhnlich  g  und  tj  und  lälst  die  Indices  0  fort^  so  entsteht 
die  alte  Form  der  Tangentengleichung: 

1?  — y  =  y  .(6  — a;), 

bei  der  (x,  y)  der  Berührungspunkt  ist. 

Die  allgemeine  Eegelschnittsgleichnng  enthalt  fünf  will- 
kürliche Eonstanten.  Bringt  man  sie  in  die  Form  (2),  so 
zeigt  sich,  daTs  c^,  c^y  c^,  c^,  c^  ebenfalls  willkürlich  bleiben; 
mithin  hat  der  oskulierende  Kegelschnitt  einer  gegebenen  Kurve 
eine  Berührung  vierter  Ordnung  mit  dieser  Kurve.  In  gewissen 
besonderen  Kurven  kann  die  Berührung  auch  von  höherer 
Ordnung  werden.  So  hat  z.  B.  eine  Kurve  dritter  Ordnung 
im  Allgemeinen  27  Punkte,  in  denen  die  oskulierenden  Kegel- 
schnitte je  eine  Berührung  fünfter  Ordnung  mit  der  Kurve 
besitzen.  Wenn  man  Kegelschnitte  betrachtet,  welche  noch 
anderweitigen  bestimmten  Bedingungen  genügen,  so  wird  die 
Zahl  der  willkürlichen  Konstanten  kleiner  als  5,  und  die  os- 
kulierende Kurve  hat  im  Allgemeinen  nicht  mehr  eine  Berüh- 
rung vierter  Ordnung:  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  man  z«  B. 
nur  Parabeln  betrachtet,  welche  von  vier  Konstanten  abhängen, 
oder  Kreise,  welche  drei  Konstante  enthalten,  und  die  wir 
nun  genauer  untersuchen  wollen. 

218.  Der  OBktilierende  Kreis.  Die  allgemeine  Gleichung 
eines  Kreises  enthält  drei  Konstanten,  nämlich  die  Koordi- 
naten x^  y  y^  des  Mittelpunktes  und  den  Radius  K  Man  kann 
daher  im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  zweiter  Ordnung 
in  einem  Punkte  x,  y  einer  gegebenen  Kurve  mit  einem  Kreise 
herstellen,  und  die  Bedingungen  dieser  Oskulation  sind: 

wenn  y^  die  Ordinate  des  Kreises  bezeichnet.     Die  Gleichung 
desselben  ist 
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(«-a)«  +  (y.-6)'  =  i?, 
und  differentiiert  man  sie  zweimal;  so  folgt: 

1  +  (Ä)'+  (f.  - »)  &  -  0- 

Ersetzt  man  in  diesen  drei  Gleichungen  die  Gröijsen  j/j ,  -^ , 

-v-j-  durch  ihre  Werte  gemäfs  den  Gleichungen  (1),  so  erhalt 

man  die  drei  folgenden: 

(a;_a)«  +  (y-6)«-ü«, 

(2)  .   («-a)  +  (y-6)^J-0, 

durch  welche  die  Koordinaten  a^^  b^  des  Mittelpunktes  und 
der  Radius  B  des  im  Euryenpunkte  x,  y  oskulierenden  Kreises 
bestimmt  werden. 

Diese  Gleichungen  sind  aber  genau  dieselben,  wie  die, 
durch  welche  der  KrQmmungskreis  bestimmt  wird;  nur  daüs 
hier  die  Koordinaten  seines  Mittelpunktes  (a,  &)  hei&en  statt 
wie  Nr«  198  (^i,  jfi).    Wir  sehen  also: 

Der  ashuUerende  Kreis  ist  der  Kriimmungskreis. 


»g. 

46. 

9 

¥-^ 

Y^ 

> 

0 

\ 

P 

«? 

f           ^v. 

Jlf' 

^ 
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Anwendungen  der  Theorie  ebener  Enryen. 

§  1.  Die  Fiaehe  und  das  Bogenelement  der  Kegelschnitte. 

Wiewohl  die  Messung  der  von  Kurven  begrenzten  Flächen 
der  Integralrechnung  angehört  ^  so  wollen  wir  doch  hier  be- 
reits einige  der  einfachsten  Fälle  und  ins- 
besondere die  Kegelschnitte  behandeln. 

219.  Die  Parabelfläche.  Es  sei  die  Fläche 
des  Segmentes  MOM'  zu  bestimmen,  welche 
•^'  zwischen  dem  Parabelbogen  und  seiner  Sehne 
enthalten  ist.  Zur  x-kx%  wählen  wir  den 
Durchmesser  Ox^  der  durch  die  Mitte  P  der 
Sehne  MM  geht,  und  zur  j/-Aze  die  Tangente  Oy  im  End- 
punkte dieses  Durchmessers. 

Sind  x^  y  die  Koordinaten   eines  Punktes  M^  der   als 
variabel    gedacht    ist,    so   wird   das    Differential   der    Fläche 

OMF—u  (Nr.  192): 

du  =  ydx. 

Die  Gleichung  y^  «s  2px  der  Parabel  ergiebt  aber 

also  ist: 

du  —  y2p  •  x^  dx. 

Da  nun  x^ dx  das  Differential  von  ^x^  ist,  so  hat  die  Fläche  n 

das   nämliche  Differential   wie   die   Funktion  -,  V2p  a?'    und 

unterscheidet   sich   daher  von   dieser  Funktion  nur  um  eine 
Konstante.     Andererseits  werden  aber  beide  Funktionen  für 
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x^O  ebenfalls  null;  mithin  mofs  diese  Konstante  gleich  null 
sein  and  man  erhält: 


u 


2 

8 


yWpx '  X    oder    u 


2 

8  «^y- 


2 

Diese  Gleichung  besagt,  dafs  die  Fläche  OPJf  gleich  — 

der  Flache   des  Parallelogrammes  OMPQ  ist,   welches   mit 
den  Koordinaten  des  Punktes  M  gebildet  ist.    Desgleichen  ist 

die  Fläche  OM'P  gleich  y  des  Parallelogrammes  OPJifQf, 

mithin  ist  das  Segment  MOM'  auch  gleich  y  des  Parallelo- 
grammes MM'Q'Q. 

220.  Die  EllipBenfläohe.  Eine  Ellipse  sei  bezogen  auf 
ihren  Mittelpunkt  und  ihre  Hauptaxen; 
2a  mid  26  seien  die  Längen  der  Azen, 
und  es  werde  die  Fläche  u  gesucht, 
welche  zwischen  den  beiden  Axen  Ox^ 
Oy,  dem  Bogen  BM  und  der  Ordinate  __ 
MF  liegt.  Wird  der  Kreis  konstruiert, 
welcher  die  grolse  Aze  2a  zum  Durch- 
messer hat,  und  mit  n  die  Fläche  be- 
zeichnet, die  zwischen  den  Axen  Ox 
mid  Oy,  dem  Kreisbogen  B' M'  und  der  Ordinate  M'P  liegt, 
80  ist 

du  =  ydXf  du  =  y'dx. 
Da  aber  y'  und  y  die   Ordinaten   des  Kreises  und   der 
Ellipse  sind,  so  ist  —  =  4^,  also 


dw^  —  du. 
a 


Mithin  haben  die  Gröfsen  u  und  —  u  dasselbe  Differential, 

a 

nnd  weil   sie   gleichzeitig   mit  x  verschwinden,    so   sind   sie 
gleich,  d.  h.  es  ist 


u 


—  U. 

a 


Die  ganze  Kreisfläche  ist  ara',  die  ganze  Ellipsenfläche 
demnach  »ab. 
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3aL  Die  Hyp^rbelfl&ohe.     Wir  betrachten  eine  Hyperbel, 
die  auf  ihre  beiden  Asymptoten  als  Eoordinatenaxen  bezogen. 

ist;  ihre  Gleichung  wird 

xy  —  M*, 

n  bezeichne  die  Fläche ,  die  zwischen, 
der  Kurve,  der  jr-Axe  und  den  Ordi- 
naten  AC^  VM  liegt;  von  den  letz* 
teren  ist  die  eine  fest,  die  andere  va- 
riabel  gedacht. 

Ist  nun  6  der  Winkel  zwischen  den  Axen  Ox  und  Oy, 
so  ist  nach  Nr.  192: 

du  e»  ydx  sin  6. 

Also  wird  für  unsere  Hyperbel: 

du  —  w*  öinO  — • 

X 

—  ist    aber    das    Differential    des    natürlichen    Logarithmus 
von  x\  also  ist 

w  SB=  m*  sin  6  /x  +  Konst. 

Die  Fläche  u  mufs  null  werden,  wenn  x  gleich  der  Ab- 
scisse  Xq  des  Punktes  C  ist,  folglich  ist 

0  1=  w*  sin  GiaJo  H"  Konst    oder    Eonst.  «=  —  tn*  sin  6Za:o. 

Demnach  wird 

u  ==  m'  sinöZ  — 

Ist  die  Hyperbel  gleichseitig,  so  ist  0  =  90^.  Wählen 
wir  also  als  feste  Anfangsordinate  die  des  Scheitels  G  der 
Hyperbel,  und  setzen  wir  m  gleich  der  Längeneinheit,  so  wird 

u  =  Ix, 

Die  durch  die  verschiedenen  OrdincUen  der  gleichseitigen 
Hyperbel  hegrenzien  Flächen  sind  also  gleich  den  Logarithmen 
der  entdeckenden  Äbscissen.  Auf  Grund  dieser  Eigenschaft 
heilsen  die  natürlichen  Logarithmen  auch  die  hyperbolisdien. 

222.  Bas  Bogenelement  der  SUipse.  Die  Koordinaten 
einer  Ellipse,  bezogen  auf  Mittelpunkt  und  Hauptaxen,  lassen 
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sich  als  Fonktionen  eines  yariabelen  Winkels  9}  durch  die 
Gleichungen 

X  *»  a  sin  q),    y  ^*h  cos  ^ 

ausdrücken;  a  und  b  sind  die  Längen  der  Halbazeu;  q>  die 
excentrische  Anomalie^  gerechnet  von  der  kleinen  Axe.  Kon- 
struiert man  nämlich  den  konzentrischen  Ereis  mit  dem  Durch- 
messer 2aj  so  wird  der  zu  einem  Punkte  M  der  Fläche  zu- 
gehörige Winkel  ^  gefunden^  indem  man  die  Ordinate  PM 
(Fig.  47  Nr.  220)  bis  zu  ihrem  Durchschnitte  M'  mit  diesem 
Kreise  verlängert;  es  ist  alsdann  L  B'OM'  '^  ^.  Aus  den 
obigen  Gleichungen  folgt 

dx  '^  a  cos  9  dq)y    dy  =  —  &  sin  9  dy , 

ds  =*  Ya^  cos' 9)  +  i*  sin*  9  dip, 
Bezeiclmet  man  mit  h  die  Excentricität,  d.  h.  das  Yer- 

hältnis ,  so  gewinnt  dieser  Ausdruck  die  Form: 


(1)  ds  ^=»  a  yi — Ä^sin*  9  dy, 

statt  der  man  auch  schreiben  kann: 

Bisweilen  ist  es  auch  notwendig,  ds  als  Funktion  des 
Winkels  X  zu  bestimmen,  den  die  Normale  der  Kurve  mit  der 
x-Axe  bildet.     Nach  den  vorigen  Formeln  wird: 

tangA  =  —  j|  —  y  coi«9;    tangy  =  y  cotg  A, 
also: 

a*  cos'cp  +  V  8in*4»  •«  -= — >v-r  ^t   ■  «y 

^    »  ^        a'  cos*  X  -f  ^   sin*  X 

und 

'<p  1.  ab  dl 


»9^  *=  —  X  ii^;;Tr  »^  "*  —  :;« 


6  ein*!  o*  cos'l  +  &«  sin'X 

Also  folgt: 

ds  « 


(a«  cosU -I- &*  8inU)4' 

oder: 

6«  dX 


ds  = 


a    (1  —  *»  8inU)i 
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dX   ist  niclits   anderes   als   der  Eontingenzwinkel,   und   also 

stellt  ^  den  ErQmmnngsradias  dar. 

223.  Bas  Bogenelement  der  HyperbeL 

Für   das  Differential  des  Hyperbelbogens 

kann  man  einen  ganz  ähnUchen  Ansdrack 

.    wie  bei  der  Ellipse  aufstellen.   Wählen  wir 

zur  a:-Axe  die  Hauptaxe,  welche  die  Eorre 

nicht  schneidet,  zur  y-Axe  die  andere,  und 

bezeichnen  wir  mit  2  a  die  Lange  der  ersten 
k 


Axe,  mit  26  ■=  -  

die  Gleichung  der  Kurve 

k 


2a  die  Länge  der  zweiten,   so  wird 


V^^a*        (Ä'  =  ^t^)- 


Vi  —  *' 

Die   Koordinaten  x,  y  lassen  sich  als  Funktionen  eines 
Winkels  tp  ausdrücken,  indem  man 


a?  — aVl  —  Ä'tanffop,  y  = ^ 

setzt.     Sie  genügen  bei  jedem  Werte  von  9  der  Kuryenglei- 
chung.    Hieraus  folgt: 


und  es  wird 


k  smip 


008*9  V^  —  **  sin* 9 
d<p 


dq>, 


(1)     ds  —  Ydx^  +  dy^  =  a  /l  ~  i« 

008*  qp  yi  — jfc"  ain'y 

Durch  den  Endpunkt  M  des  Bogens  8,  dessen  Anfang  wir 
im  Scheitel  A  der  y-Axe  annehmen,  legen  wir  die  Tangente 
MP  und  fallen  auf  sie  vom  Mittelpunkte  die  Senkrechte  OP^ 
Die  Gleichung  der  Geraden  OP  wird 

17%  sin  9  4~  £  l/l  —  Je*  sin'9  -«  0. 

Bezeichnet  ^  die  Strecke  MP  der  Tangente,  welche  die 
Entfernung  des  Punktes  M  von  der  Geraden  OP  miüst,  so  ist 

t  =  -r-j7j^  tongy  |/l  —  Ä*  sin* 9, 
und  differentiiert  man  diesen  Ausdruck,  so  folgt: 


Anwendttngen  der  Theorie  ebener  Eurren.  305 


(2)  dt^aVl  —  i^ , 

cos' 9  Kl  —  k* 8in*9 
,        o**      /  dip  BiD*ipdfp     \ 

"**  yT^¥  Vy  1  —  *•  sin«  9  ~  yi  —  Ä*  sin«"^/* 

Subtrahiert  man  nun  die  Gleichung  (2)  von  der  Glei- 
chung (1);  80  wird 

Die  GrSfise  ^  ist  eine  algebraische  Funktion  der  Eoordi- 
nateu;  und  man  sieht^  daüs  das  Differential  der  Differenz  8  —  t 
eine  ahnliche  Form  hat,  wie  das  Differential  des  Ellipsen- 
bogens. 

224.   BektUlkation  der  Parabel«     Es  sei 

die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  ihre  Hauptaxe  und 
die   Scheiteltangente,   femer  a  der  Winkel  ^^    ^ 

zwischen  der  Tangente  und  der  ri;- Axe,  so  ist  ^ 

oder 

y  — pcotga,    rc— |cotg*a. 

Hieraus  folgt: 

,  pda        j  pcotgadtt 

^  sm*  a  '  sm"  o 

Bezeichnet  man  femer  mit  s  den  Bogen  der  Eurye  vom 
Seheitel  an,  so  wird 

(1)  d5  =  -  44^. 

Wir  setzen  das  negatiye  Zeichen  vor  diesen  Ausdruck, 
weil  die  Quadratwurzel,  welche  das  Zeichen  Plus  oder  Minus 
hat,  fortgefallen  ist  und  8  eine  abnehmende  Funktion  ist, 
wenn  a  wächst. 

Bezeichnen  wir  mit  t  die  Lange  der  Tangente  zwischen 
dem  Berührungspunkte  Mj  der  zugleich  Endpunkt  des  Bogens  s 
ist,  und  dem  Schnittpunkt  P  mit  der  j/-Axe,  so  ist 

.  X  j         <         P    cosa 

t  «s oder    <  =  — -  -•— i-i 

cos  cc  2    sm'a ' 

Sorte t,  DiA-  u.  Integral-Beohaung.   I.   8.  Aufl.  20 
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demnacli 

(2)  <*'— 9--srr— P 


2    8ino        -'^   sin'o 

Subiarahiert  maa  diese  Gleiolmng  Yon  der  Gleichung  (1), 
so  folgt: 

(3)  äis-t) f^. 

In  Nr.  52  wurde  gezeigt,  daüs  ~^-  das  Differential  ton 

ntang  o  «)  i^t,  mithin  ist 

s  —  <  -=»  —  Y  Z  (tang  -.-  aj  +  Konst. 

Der  Bogen  8  und  die  Strecke  t  verschwinden  f&r  «  -» y  ^ 
folglich  ist  die  Konstante  null,  und  man  hat 

(4)  s-<-f-i(taiig4-«). 

225.  Anwendung  der  Parabelzektiflkation.  Dies  Re- 
sultat giebt  ohne  weiteres  die  Lösung  eines  nicht  uninteres- 
santen Problemes.  Die  Linie  PF,  welche  den  Punkt  P  mit 
dem  Brennpunkte  der  Parabel  verbindet ,  steht  senkrecht  zur 
Tangente  MT  und  ihre  Länge  ist 


PF^ 


P 


2  Bino 

Wählen  wir  nun  den  Punkt  J  auf  der  Verlängerung  von  MP 
so,  dafs  MJ  gleich  dem  Bogen  s  ist,  so  wird 

JP^s-t {l (tang 4  a) - 

Wenn  wir  jetzt  die  Linie  JS  senkrecht  zu  JT  kon- 
struieren und  die  beiden  Greraden  JT  und  J8  zu  Eoordinaten- 
linien  machen,  so  werden  die  Koordinaten  x,  y  des  Brenn- 
punktes F 

y=l-ki>    a;-.--f-i(tang4«). 
Aus  der  zweiten  Gleichung  folgt 


%m  8v 


e    ^— tang^a,    c '^ -=  cotg  5- «, 


oder 

%x  _  1« 

e^  +  e     ' 


sin« ' 
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imd  auf  Onrnd  der  ersten  Gleiehmig  wird  akso: 

(5)  e'+e    '«*j^  oder  y-f(e'+e     ')' 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  daüs  dies  die  Gleichung  der 
Karre  wird,  welche  der  Brennpunkt  besehreibt,  wenn  die 
Parabel,  ohne  zu  gleiten,  auf  der  festen  Geraden  JT  rollt. 
Diese  Eurre  ist  die  Kettenlinie. 

§  2.   Krttmmimg  der  Kegelsclmitte, 

226.  XrfimmiuicBEacliiia.  Die  allgemeine  Gleichung  der 
Kegelschnitte  kann  immer  auf  die  Form 

(1)  y''=^2px^ia? 

gebracht  werden,  wobei  x  und  y  rechtwinklige  Koordinaten 
sind.  Es  ist  dies  die  Scheitelgleichung  der  Kurve.  Dureh 
sw^i  aufeinander  folgende  Differentiationen  erhalt  man: 


(2)  y|ä--P  +  2«> 

(»)  » Ö + öl)"-  »• 

Multipliziert  man  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  und  sub- 
trahiert man  alsdann  die  Gleichung  (2),  nachdem  sie  ins 
Quadrat  erhoben  ist,  so  folgt 

Der  Ausdruck  für  den  Krümmungsradius 

H   «=   -Jm - 

dx* 
wird  folglich: 

H  sa . 

Nun  ist  aber 

20* 
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wenn  N  die  Länge  der  Nonnalen  bedeutet,  folglich  ist 

(4)  R fr- 

Der  Krümmungsradius  der  Kegelschnitte  ist  also  dem  Kubus 
der  Normalen  proportional,  letztere  geredinet  vom  Beruhrungs- 
punUe  bis  0um  Durchschnitt  mit  der  Axe. 

Die  Gleichung  (2)  giebt  zum  Quadrat  erhoben: 

y'  @ä  -  p'  +  2i>«*  +  «'^  -  p*  +  sy*, 

und  folglich  ist 

(5)  j^=^«  +  (l  +  3)j^, 

wodurch  man  also  den  Krümmungsradius  als  Funktion  von 
einer  der  beiden  Koordinaten  ausdrücken  kann. 

Ein  anderer  bemerkenswerter  Ausdruck  ßlr  B  wird  er- 
halten,  wenn  man  den  Winkel  y  einführt,  den  die  Normale 
mit  dem  von  einem  Brennpunkt  ausgehenden  Radiusvektor 
bildet.  Bezeichnet  man  mit  q  diesen  Radius  und  mit  a  den 
Winkel,  den  er  mit  der  x-Axe  bildet,  so  hat  man  bekanntlich 


9  P  ^  Q*  P 

Der  Winkel  y  ist  nun  bestimmt  durch  die  Gleichung 
und  wird  demnach  hier 


tang  y  ■=*  - — ^^-^  p  sm  ©  «=«  ^-^ — -^-^• 
Die  Gleichung  (5)  reduziert  sich  also  auf 

(6)  N ^?-. 

Die  Projektion  der  Normaien  auf  den  von  einem  Brenn- 
punkt ausgehenden  Badiusvektor  ist  also  bei  einem  Kegdschnitte 
konstant  und  gleich  dem  Parameter, 

Der  Ausdruck  (4)  für  den  Krümmungsradius  wird,  indem 
man  N  durch  seinen  Wert  aus  der  Gleichung  (6)  ersetzt: 

(7)  B -V   oder  B ^ 


cos'y  c08*y 
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897.  KonBtmktioii  des  Xrüminimgsradliis.  Die  letzte 
Fonnel  f&hrt  zu  einer  einfachen  Eonstrnktion  des  Erüm- 
mungsradinfl.  Man  ziehe  die  Normale  in  Jf  bis  zn  ihrem 
Dnrchschnittspunkt  N  mit  der  Brennpunktsaxe  und  verbinde 
den  Punkt  Jf  mit  dem  Brennpunkte  Fy  alsdann  errichte  man 
in  ^  die  znr  Normale  Senkrechte  NG  bis  zu  ihrem  Durch- 
schnitt G  mit  dem  Radiusvektor  MF  und 
konstruiere  endlich  im  Punkte  G  das  Lot 
GC  auf  dem  Radius ;  bis  es  die  Normale 
in  C  schneidet,  so  wird  der  Punkt  C  der 
Erümmungsmittelpunkt    des    Punktes  M. 

Denn  es  ist 

MN  N 


MG 


und 
folglich 


COBy 

MC 


COBy 
MO 

COBy 


N 


cofl"  y ' 

MC  — liJI. 


228.  Bvolnte  der  Bllipse.    Aus  der  Flächengleichung 


(1) 


X 

a 


r  + 


y' 


folgt  durch  die  DifFerentiation: 


a*  T"  6«  dx 


0, 


oder: 


1    ,  i./dyV  .   y_^y«o 

a»  "^  b*  Vax)   "^  6«  dx*       ^' 


dy 
dx 


6*   x_     dy 
a*   y '    dx* 


a*tr' 


femer: 


^  "T"  \dxf  ""  a*  !/• 


ö*(o*  — c"«*)       6*  +  c*y 


t«.s 


a*y* 


a»y* 


wenn  man 


.2 


a' 


&« 


setzt    Die  Gleichungen  (3)  der  Nr.  198: 


1 

a;  —  - 


da?*' 


■ • 


dy 
di>  y^ 


.y  + 


dx* 
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fOr    die   Koordinaien   des    Erttmmiiii^inittelpniiktos  ,  werden 
folglich: 

(2)  ai— -s«-,  yi  —  — -jr- 

Nimmt  man  also  e*  positiv  an,  d.  h.  a*  >  &*,  und  setzt  man 

so  folgt  ans  den  Gleichnngen  (2)  auf  Orond  der  Gleichung  (1) 
(3) 


©+(5)-^' 


welches   die  gesachte  Gleichung   f{ir  die  Ellipsenevolute  ist 
Diese  Evolute  QHG'H'  hat  als  Symmetrieaxen  die  Haupt- 

axen  der  Eurre,  und  die  Punkte  GQ% 
in  denen  sie  die  Brennpunktsaxe 
schneidet,  liegen  zwischen  den  Brenn* 
punkten  F^  F  der  Ellipse,  weil  (^  <c. 
Femer  erkennt  man  aus  den  Glei- 
chungen (2);  dals  jeder  Quadrant  der 
Ellipse  und  der  entsprechende  Qua- 
drant der  Evolute  in  den  zwei  Neben- 
winkeln gelegen  sind,  welche  mit 
der  nämlichen  Richtung  der  x-ksA  und  d«i  beiden  eobtgegeü- 
gesetzten  Richtungen  der  j/-Aze  gebildet  werden.  Auch  kann 
man  bemerken,  dafs  die  Evolute  ganz  innerhalb  der  Flache 
liegt,  wenn  fr^  <  &  oder 


o«  — 6« 


<6,    d.h.    a<&>/2 


ist.    Sie  tri£Pt  die  Ellipse  in  den,  Scheitelpunkten  der  kleinen 

Aze,  wenn 

a  — 61/2 

ist;  sie  schneidet  die  Ellipse  in  vier  Punkten,  wenn 

a>6V'2 

ist.    Die  Krümmungsradien  der  Ellipse  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  und  der  groijsen  Axe  sind  beefiglich  6  +  ^1  ^uid  a  —  Oj 

oder  y  und  — .    Die  Länge  eines  Quadranten  der  Evolute  ist 


folglich 


a 


ab 
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Differentiiert  man  die  Gleichung  (3)  zweimal,  so  folgt, 
indem  man  dx^  -»  Eonst.  setzt: 

Hnd  hieraiu: 

Der  ErümmongsradiTis  iZ^  der  Erolute  wird  also 

"^ Ä? — "• 

Der  Wert  -~  ist  null  in  den  Schnittpunkten  G,  Q'  mit 

der  grofsen  Axe,  und  unendlich  in  den  Schnittpunkten  H^  W 
der  kleinen  Axe.  Hieraus  erkennt  man,  daCs  diese  vier 
Pankte  Bückkehrpunkte  erster  Art  sind.  In  jedem  von  ihnen 
wild  der  Krümmungsradius  i2|  gleich  null.    Der  Wert  von 

j^  hat  immer  dasselbe  Vorzeichen  wie  y|.    Die  Evolute  ist 

demnach  stets  konvex  nach  der  Abscissenaxe  gerichtet. 

229.  Brolute  der  Hji>erb6L  Bei  der  Rechnung,  die  uns 
ZOT  Gleichung  der  Ellipseneyolute  f&hrte,  braucht  V  nicht  als 
positiv  angenommen  zu  werden;  sie  gilt  daher  auch  ftlr  die 
Hyperbel  Schreibt  man  -—  5*  an  Stelle  von  5^,  so  erh&lt  diö 
mit  c*  bezeichnete  Grobe  den  Wert 

c»  _  a«  +  6% 

und  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  vorigen  Paragraphen 
werden: 

W  a»        51         A; 

(2)  iTi -  +  --,-,    y, ^?-. 

Die  Gleichung  (1)  stellt  die  Hyperbd,  die  Gleichungen  (2) 
die  Koordinaten  ihres  Krftmmungsmittelpunktes  dar.  Setzt 
man  wie  früher: 
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a. 


^1  — X> 


so  giebt  die  Elimination  von  x  und  y: 


(3) 


(f)*-  m 


1. 


Fig.  6S. 


Man  erkennt  leicht  yermittelst  dieser  Gleichungen,  dab 

die  Hyperbelevolnte  ans 
zwei  unendlichen  Asten 
HGK,  H'G'K'  besteht, 
S  die  zu  den  beiden  Axen 
-jfrgp^— jc  symmetrisch,  und  nach 
K  der  reellen  Axe  konyex 
gelegen  sind.  Die  Punkte 
£r,  G'y  in  denen  sie  diese 
Axe  trifft,  sind  Bückkehrpunkte  erster  Art.  Sie  liegen  aufser- 
halb  der  Brennpunktsstrecke  FFj  weil  o^  >  c  ist. 

280.  Bvolute  der  Parabel.     Die  Scheitelgleichung 


0 


ergiebt: 


also 


2px 


dy 
dx 


p       ä}y  ^^ p^ 


und  hieraus  folgen  ftlr  die  Koordinaten  x^^  y^  des  Erümmungs- 
mittelpunktes  die  folgenden  Werte: 


X  — 


r  "*■  \dx)  J  dx 


d^y 
dx"" 


3x+p, 


yi  =  y  + 


oder: 


^  \dx/  _y^ 

dx* 


X 


i(p^i—p),  y^—VyiP^' 


Tragt  man   diese  Werte  in  die  Oleichung  der   Parabel 
ein,  so  erhalt  man  die  der  Evolute,  nämlich 
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yi» 


8  («.  -!»)• 
27        e 


Fig.  u. 


Dnrch  Differentiatioii  folgt: 


1?. 


ii^'*' 


Vi 


d'y,  ^    1 


tfi 


Diese  Gleichimgen  beweisen,  dab  die 
£ToIote  der  Parabel  ans  zwei  anendlichen 
Asien  GK^OL  besteht,  die  sich  im  Punkte  G  der  Hanptaxe 
Tereinigen.  Dieser  Punkt,  dessen  Abscisse  gleich  p  ist,  ist 
ein  Bückkehrpnnkt  erster  Art.  Die  Evolnte  kehrt  die  konvexe 
Seite  der  Parabelaxe  zn. 


§  3.  Bie  Cykloide. 

281.  Definition.  Die  Cykhide  wird  erzeugt  durch  einen 
festen  Punkt  auf  der  Peripherie  eines  Kreises ,  wenn  dieser 
olme  zu  gleiten ,  auf  einer  festen  unbegrenzten  Oeraden  rollt. 

Zur  ^Axe  wählen  wir  die  Gerade  Ax^  auf  welcher  der  ge- 
gebene Ereis  rollt,  und  zum  Anfangspunkte  einen  unter  den 
Punkten  Ä  auf  dieser  Geraden,  mit  welchen  der  erzeugende 
Punkt  der  Cykloide  zusammenfallen  kann.  Da  sich  die  Be- 
wegung des  rollenden  Kreises  unbegrenzt  fortsetzt  und  dabei 
immer  wieder  der  erzeugende  Punkt  auf  die  Basislinie  kommt, 
80  besteht  die  Cykloide  aus  unendlich  vielen  Teilen,  die  nnter 
einander  kongruent  sind  und  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
Äx,  zur  Rechten  oder  Linken  des  Punktes  Ä  liegen.  Die 
Gleiehnng  der  Kurve  laust  sich  leicht  ableiten.  Die  y-Axe  sei 
senkrecht  znr  Abscissenaxe  Äx 
gewählt,  es  werde  ein  Punkt  M 
der  Cykloide  betrachtet;  bei  der 
zugehörigen  Lage  des  erzeugen- 
den Kreises  sei  H  der  Berührungs- 
punkt zwischen  Kreis  und  Basis- 
linie. 

Es  seien  nun 

AP  —  x,    MF—y 

die  Koordinaten  von  üf .   Wir  verbinden  diesen  Punkt  mit  dem 
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Mittelpunkt  0  des  erzeugenden  Kreises  HMG  und  fallen  die 
Senkrechte  MI  und  GH.    Dann  ist 

x^AH'-PE—ÄH  —  MI, 

y^OE—OL 

Bezeichnet  man  nun  mit  a  den  Radius  des  erzeugenden 

Kreises^  mit  tp  die  jeweilige  Grölse  des  Wälzungswinkels,  d.  L 

den  Winkel^  welchen  der  Radius  MO  mit  der  Richtung  OB. 

bildet,  so  ist 

MI*^  amiq>^    OJ=a  cosg?. 

Nun  ist  die  Lange  AH  gleich  der  Länge  des  Bogens 
MH^aq>  gemäls  der  Definition  der  Cykloide.    Mithin  wird 

(1)  X  —  a{fp  —  sin  9>),    y  —  a(l  —  cos  9), 

und  man  erhalt  alle  Punkte  der  Kurve,  wenn  man  der  Gröise  9 
alle  Werte  zwischen  —  00  und  -^  00  beilegt.  Die  zweite  der 
Gleichungen  (1)  ergiebt: 

(2)  cos  9  «=» ~ ,    9  =»  arc  cos ~ , 

daher  . 

(3)  einy-l^H^^, 

und  substituiert  man  diese  Werte  in  die  erste  der  Glei- 
chungen (1);  so  folgt: 

(4)  x*^  a  arc  cos  -^^  —  ]/2ay  —  y*. 

Die  Wurzel  muls  mit  dem  positiven  oder  negativen  Zeichen 
genommen  werden,  je  nach  dem  Werte  von  9. 

Die  Gleichung  (4)  ist  die  Kurvengleichung  als  Relation 
zwischen  x  und  y«  Doch  ist  es  nicht  vorteilhaft,  sie  an 
Stelle  der  Gleichungen  (1)  zu  setzen,  und  wix  behalten  daher 
die  letzteren  bei. 

282.  Tangente  und  Normale.  Aus  der  Diffbrentiation 
der  Gleichungen  (1)  folgt: 

rfa?  —  a  (1  —  cos  9)  rff>, 

^^^  rfy-asin9>rf9. 

Der  Ausdruck  fQr  die  Subnormale  N*  wird  auf  Grund 
der  Gleichungen  (1)  und  (6) 

(6)  J^'-yg-asiny^Pff. 
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Hieraus  fblgt^  dafs  MH  die  Normale  der  Eorre  ist^ 
und  dafs  folgUdi  die  Gerade  MQ^  wakhe  den  Pmikb  M 
mit  dem  Gegeupnnkte  von  H  auf  d^n  Kreise  yerbindet;  die 
Tangente  ist. 

Dies  Ergebnis  fQlirt  zu  einem  einfachen  Verfahren,  um 
die  Tangente  in  einem  beliebigen  Punkt  M  der  Cykloide  zu 
konstruieren.  Wir  bemerken  zunächst ,  dals  das  Maximam 
Ton  y  gleich  2a  ist  und  jedesmal  eintritt,  sobald  9  gleich  % 
oder  einem  ungeraden  Vielfachen  von  %  ist.  Da  aber  alles, 
was  Ton  einem  Teile  der  Kurve  ausgesagt  wird,  auch  für  alle 
anderen  gilt,  so  haben  wir  nur  den  Teil  zu  betrachten,  der 
seinen  Anfang  im  Punkte  A  hat.  Dann  gehört  zu  dem  Maxi- 
mum der  Wert  x^^na^  das  ist  die  Mitte  der  Basis  der 
Cykloide.  Konstruiert  man  nun  über  der  Maximalordinate  CD 
als  Dnrchmesser  den  erzeugenden  Kreis  CmDj  und  legt  durch 
den  Punkt  M  die  Gerade  Mm  parallel  zu  AXj  verbindet  man 
femer  den  Punkt  m,  in  welchem  die  Gerade  den  Halbkreis 
Cml)  schneidet,  mit  (7,  und  zieht  endlich  durch  den  Punkt  M 
die  Gerade  MG  parallel  zu  mC,  so  wird  diese  Gerade  die 
gesachte  Tangente. 

Vermittelst  der  Gleichung  (3)  kann  man  dem  Ausdruck 
fbr  die  Subnormale  N'  die  Form  geben: 

(7)  2^'-V2ay-y», 


und  da  die  Normale  N  gleich  y N'^  +  y*  ist^  so  wird 

N^y2^, 
oder 

(8)  ^s»  2a  sin  Y  9». 

Schreibt  man  in  der  Gleichung  (7)  an  Stelle  von  K' 
seinen  Ausdruck  y^,  so  erhält  man  die  IHffermiialgleichwng 
der  Cykloide,  nämlich: 


»  %-Y 


2a  — y 


y 

Es  ist  mitunter  auch  von  Vorteil,  den  Anfemgspunkt  der 
Koordinaten  in  den  Scheitel  C  der  Cykloide  zu  verlegen  und 
die  Geraden  GC  und  CD  als  x-  und  y-Axe  zu  wählen.    Man 
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muijB  alsdann  in  den  Gleichungen  x  dnrch  xa  -f-  x,  und  y 
dorch  2a  —  y  ersetzen.  Macht  man  z.  B.  diese  Substitution 
in  der  Oleichung  (9)^  so  wird 

^  —  x/  y    . 

dx        V  2a — y 

Wir  haben  dabei  das  Zeichen  auf  der  linken  Seite  nicht 
geändert,  weil  das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  zweideutig 
bleiben  kann. 

288«  Quadratur  der  Oykloide.  Bezeichnet  man  mit  u 
die  Fläche  y  welche  zwischen  der  Eurre,  ihrer  Basis  und  der 
Ordinate  MF  »»  y  enthalten  ist,  so  ist 

du  «a  ydx  =  a* (1  —  cos  ^ydtp  —  a*(l  —  2  cos  q>  +  cos* g>)dq>. 

Setzt  man 

cos*  9>  «-=  —  (1  -}-  cos  2q>)y 
so  wird 

du  -»  a* ^Y  —  2  cos 9>  +  Y  cos  2g>j  d<p. 

Die  rechte  Seite  ist^  wie  leicht  ersichtlich,  das  Differential 
der  Funktion 

a*(  Y  9  —  2  sin  9>  +  x  ^^  ^v)  * 

Femer  verschwindet  diese  Funktion  ebenso  wie  u  fttr 
^  «3  0;  folglich  ist 

(10)  M  —  a*  ( Y  9  "~  2  sin  9?  +  Y  ^^  ^v)  ' 

Will  man  die  ganze  Fläche  U  bestimmen,  die  von  dem 
einen  Zweige  der  Kurve  und  der  Basis  begrenzt  ist,  so  hat 
man  9 «»  29r  zu  setzen  und  dies  ergiebt 

(11)  ET—  3»a». 

Die  ganze  Fläche  eines  Zweiges  der  Gykloide  ist  demnach 
gleich  dem  Dreifachen  der  Fläche  des  erzeugenden  Kreises. 

284.  Bektiflkation  der  Oykloide.  Die  Gleichungen  (5) 
in  Nr.  232  geben 

dx*  +  ^y*  "=  2a*(l  —  cos  q>)dq>*  =  4a*sia*Y9^9^} 
also 

(12)  d5  >B  2a  sin  Y  9>  ^T'* 
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Die  rechte  Seite  ist  das  Differential  von  — 4  a  cos  y  9; 
also  ist 

s  — »  —  4a  cos  -  q>  +  Konst. 

Wählt  man  den  Punkt  A  zum  Anfang  des  Bogens  5,  so 
wird  dieser  Bogen  null  f&r  9  =»  0;  mithin  ist 

0  =  —  4a  +  Konst., 
L  h.  die  Eonstante  ist  gleich  4a,  und  man  hat 

(13)  s  =  4a(l  —  cos  y9>j  «=  Sasin*  — 9. 

Die  ganze  Länge  8  eines  Zweiges,  der  Kurve  ergiebt  sich 
fOr  9 «»  27Cy  und  demnach  ist 

(14)  8  =  8a. 

Diese  Länge  ist  also  gleich  dem  Vierfachen  des  Durch- 
messers des  erzeugenden  Kreises. 

285.  KrammungBradiiis.  Der  Winkel,  den  die  Tangente 
der  Kurve  mit  der  y-Axe  bildet,  ist  gleich  der  Hälfte  des 
Winkels  9.     Hieraus  folgt,  dals  der  Kontingenzwinkel  gleich 

-^äq>  und  der  Krümmungsradius 

ist.   Die  Gleichung  (12)  ergiebt  ~  =  2a8in  y^?,  und  dies  ist 

nach  Gleichung  (8)  die  Länge  N  der  Normalen;  also  ist 

(15)  B  —  2N, 

d.  h.  der  KrOmmungsradius  ist  das  Doppelte  der  Normalen. 

286«  Evolute.  Aus  diesem  Resultate  VSSai  sich  ohne 
Rechnung  die  Evolute  der  Cykloide  bestimmen.  Wir  ver- 
längern den  Durchmesser  GH  des  Kreises  0  um  die  Länge 
EL  —  GH  unterhalb  der  Axe  Ax  (Figur  in  Nr.  231)  und 
konstruieren  über  HL  als  Durchmesser  den  Kreis  0\  der  im 
Punkte  N  die  verlängerte  Normale  MH  schneidet,  femer 
ziehen  wir  an  diesen  Kreis  die  Tangente  LE  parallel  zu  Ax^ 
welche  die  Mazimalordinate  CD  in  E  schneidet  Aus  der 
Gleichheit  der  Winkel  MHG,  LHN  folgt  die  der  Bögen 
Jf&,  LN  und  der  supplementären  MH^  HN.    Die  Sehnen 
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MM  und  HN  sind  ebenfalls  gleich,  und  folglieh  ist  N  der 
zum  Punkte  M  gehörige  ErünuDüngsmittelpnnkt.  Der  Bc^en 
jBTJV'ist  gleich  der  Länge  AH  nnd  also  sein  Supplement  LN 
gleich  ED  oder  LE. 

Mithin  kann  die  Evolute  der  Cykloide  durch  einen  Punkt 
N  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  mit  dem  Badius  a  erzeugt 
werden,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einer  Geraden  EL 
rollt,  die  parallel  zu  Ax  in  der  Entfernung  2a  liegt,  derart, 
dafs  die  Lagen  des  Punktes  N  auf  der  Geraden  EL  den 
nämlichen  Abscissenwerten  entsprechen,  wie  die  Mazimal- 
ordinaten  der  ursprünglichen  Cykloide.  Die  Evolute  ist  also 
ebenfedls  eine  Cykloide,  welche  der  ersten  gleich  ist. 

Dasselbe  erkennt  man  auch  ohne  Benutzung  der  Gleichung 
fQr  den  Krümmungsradius.  Denn  während  MG  die  Tangente 
der  ersten  Cykloide  im  Punkte  M  ist,  ist  ISH  die  Tangente 
im  Punkte  N  der  zweiten.  Diese  ist  also  die  Enveloppe 
der  Normalen  zur  ursprünglichen  Kurve,  und  folglich  ihre 
Evolute. 

Endlich  ergiebt  sich  auch  dieser  Satz  sehr  leicht  aus  den 
allgemeinen  Gleichungen  für  die  Koordinaten  x^ ,  y^  des  Krüm- 
mungsmittelpunktes. Die  Differentiation  der  Gleichungen  (5) 
in  Nr.  232  liefert,  indem  dfp  als  konstant  genommen  wird: 

(16)  (Pa?  SS  a  sin  9>  dfp\    d^y  =  a  cos  tp  iy*, 

und  mittelst  der  Gleichungen  (5)  und  (16)  werden  die  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Nr.  200 

ajj  c=  a (9>  -f-  sin 9>) ,    yi  — =  —  a(l  —  cos y). 

Verschiebt  man  nun  die  Koordinatenaxen  parallel  zu  sich 
in  den  Punkt,  dessen  Koordinaten  X'^Tta  und  y»»  —  2a  sind, 
so  mufis  man  xa-^-x^  und  — 2a4-yi  an  Stelle  von  x^  und  jd 
schreiben,  und  wenn  man  gleichzeitig  q>i-{'X  bix  Stelle  von  tp 
einführt,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

Xi'^a  (9i  —  sin  9>j) ,    y^  «=.  a  (1  —  cos  tp^), 

welche  in  der  That  eine  der  ursprünglichen  gleiche  Cykloide 
darstellen. 

Diese  Eigenschaft  der  Cykloide  führt  nun  auch  unmittel- 
bar zu  ihrer  Rektifikation.  Denn  der  B<^en  EN  der  Evolute 
ist  gleich  der  Differenz 
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EC — üfjy— 4a  — 4a  sin  Y  ^ 

zwiBclien  den  ErümmnngBradien  der  Punkte  C  and  M.  Anderer- 
seits ersieht  man^  dafs  der  Bogen  s  »»  AM  erhalten  wird, 
wenn  man  in  diesem  Ansdmck  jc  —  g>  statt  q>  setzt;  also  ist 

s  >a  4a  —  4a  cos  -  ^  «=  8a  sin*  -   9- 

Dieselbe  Eigenschaft  der  Cykloide  liefert  noch  ein  Mittel^ 
die  Quadratur  dieser  Kurve  zu  erhalten;  wir  beschränken  uns 
indels  auf  diese  Angabe,  welche  der  Leser  selbst  wird  aus- 
fOhren  können. 

§  4.  Die  Epioykloiden. 

287«  Deflnition.  Epicykloide  nennt  man  die  Eurve,  welche 
Ton  einem  bestimmten  Punkt  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
erzeugt  wird,  wenn  dieser  ohne  zu  gleiten  auf  einem  anderen 
festen  Kreise  rollt.  Die  Cykloide  gehört  also  zur  Klasse  der 
fipicykloiden;  bei  ihr  wird  der  Radius  des  festen  Kreises 
onendliclL 

Die  Epicykloide  heilst  eine  innere  oder  äufsere,  je  nach- 
dem sie  im  Innern  des  festen  Kreises  oder  auiserhalb  von 
ilun  gelegen  ist.  Jede  Epicykloide  kann  yermittelst  zweier 
yerschiedener  Kreise  erzeugt  werden,  die  auf  demselben  festen 
Kreise  rollen.  Die  Radien  dieser  beiden  Kreise  haben  ent- 
weder zu  ihrer  Summe  oder  zu  ihrer  Differenz  den  Radius 
des  festen  Kreises,  je  nachdem  es  sich  um  eine  innere  oder 
nm  eine  äulsere  Epicykloide  handelt. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dafs  die  innere  oder  äufsere 
Epicykloide  erzeugt  sei  durch  einen  Punkt  M  des  Kreises  Ä, 
der  auf  dem  festen  Kreise  0  rollt  (Fig.  56  auf  folgender  Seite). 
Es  sei  H  einer  der  Punkte  des  festen  Kreises,  mit  denen  der  er- 
zeugende Punkt  zusammenfaUen  kann,  und  P  ein  bestimmter 
BerQhrungspunkt  der  beiden  Kreise.  Wir  ziehen  AM  und 
konstruieren  über  .den  Linien  AO,  AM  das  Parallelogramm 
OAMA']  wir  beschreiben  endlich  einen  Kreis  um  den  Punkt 
A'  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  ^'Jlf.  Dieser  Kreis  wird 
den  Kreis  0  in  einem  Punkte  P'  berühren,  der  auf  der  Yer- 
lingenmg  der  Linie  OA'  gelegen  ist.    Denn  bezeichnet  man 
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mit  r  den  Radius  des  Kreises  0,   mit  a  und  a    die  Radien 
der  Kreise  ^.nnd  Ä\  so  ist 

bei  der  imieren  Epicykloide,  und 


Fig.  56 


r^^a  —  a 

bei  der  au&eren.    Da  nun  die  Winkel  PÄM,  P'A'M,  POP" 
gleich  sind,  so  ist 

arc  PM       arc  P'  3f       aro  PP* 


also 


aar 
vacP'M±arcPM       arcPP' 


a'±a  r       ' 

und  weil  a'  ^a  '^r  ist,  so  ist 

arc  P'M+  arc  PM  =  arc  PP". 

Das  obere  Zeichen  entspricht  der  inneren,  das  untere  der 
äuüseren  Epicykloide.    In  beiden  Fällen  aber  hat  man 

arc  PM  —  arc  PH 

nach  der  Definition   f&r  die  Erzeugung  der  Kurve;   folglich. 
ist  auch 

arcP'-lf—arcP'J?, 

und  demnach  kann  die  Epicykloide  auch  erzeugt  werden  durch 
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einen  Punkt  My  sowohl  des  Kreises  A^  als  auch  des  Kreises  A\ 
die  anf  dem  Kreise  0  rollen. 

Dabei  ist  noch  folgendes  zu  bemerken:  Wird  eine  äuTsere 
üpicykloide  erzeugt^  indem  ein  Kreis  vom  Radius  a  auf  dem 
Kreise  r  roUt^  so  daCs  die  beiden  Kreise  sich  mit  ihren  konvexen 

Seiten  berühren,  wobei  a^r  sein  kann,  so  ist  a'^^r-^üy 

und  der  zweite  erzeugende  Kreis  berührt  mit  seiner  konkaven 
Seite  die  konvexe  des  festen. 

Wird  eine  innere  Epicykloide  erzeugt,  indem  ein  Kreis 
vom  Radius  a  auf  dem  Kreise  r  rollt,  so  daCs  die  konvexe 
Seite  des  beweglichen  die  konkave  des  festen  berührt,  so  ist 
a  <  r  und  a^^^r  —  a;  und  dieser  zweite  Kreis  liegt  ebenfalls 
im  Innern  des  festen. 

Geht  man  dagegen  von  einem  Kreise  a>r  aus,  der  mit 
seiner  konkaven  Seite  die  konvexe  des  festen  berührt,  so  hat 
man  die  Formel  für  die  äuTsere  Epicykloide  anzuwenden,  jedoch 
mit  Yertauschung  der  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite,  es 
wird  a'  ^=  a  —  r,  also  r  ^^  a  —  a\ 

288.  Glelohnng«  Beziehen  wir  die  Kurve  auf  zwei  recht- 
winklige Axen  Ox,  Oy,  von  denen  die  erste  durch  den 
Punkt  H  geht,  und  bezeichnen  wir  mit  f  den  Wälzungs- 
winkel  MAP,  der  von  dem  Radius  AM  des  erzeugenden 
Punktes  beschrieben  ist,  wenn  sich  dieser  aus  seiner  anfang- 
lichen Lage  HO  bewegt  hat,  —  der  Winkel  q>  kann  von 
—  oo  bis  -f-  oo  variieren,  denn  die  Bewegung  kann  als  eine 
unbegrenzte  betrachtet  werden  — ,   so   sind   die  Bögen  PM 

nnd  PH  gleich  atp  und  der  Winkel  POH  wird  gleich  —  • 

OQtMBX  und  MQ  >»  y  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  M. 
Fällt  man  AB  senkrecht  auf  Ox  und  MC  senkrecht  auf  AB, 
so  ist,  nach  der  Figur: 

x  =  OB  +  MCy     y^AB—  ACy 
and  die  Dreiecke  OABj  AMC  ergeben: 

a:  «=  (r  +  a)  cos  —  hP  a  cos  (—  +  fp\ , 
y  =  (r  +  o)  sin  ^  +  a  sin  (*^  +  9)  • 

SeTret,  Biff.-  u.  Integral-Beohnting.  I.    8.  Aufl.  21 
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Die  oberen  Zeichen  gelten  für  die  änfsere;  die  unteren 
fQr  die  innere  Epicykloide.  Das  Verhältnis  —  werde  gleich  n 
gesetzt;  dann  hat  man  für  die  äuTsere  Epicykloide: 

X  «-f-  1  /  I       -IN 

-  •*»  — ' —  cos  ntp  —  cos (n  +  1) 9 , 
■2-  —  -^  8in  ng»  —  sin  (n  +  1)  9>, 


(1) 


a  n 


und  diese  Formeln  gelten  auch  f(ir  die  innere,  wenn  man  statt 
a,  w,  q>  die  Werte  —  a,  —  w,  —  q>  setzt. 

Die  Epicykloide  ist  eine  algebraische  Kurve,   wenn  die 

positive  oder  negative  Zahl  n  rational  ist.    Der  Fall  n  —  —  ^ 

liefert  eine  innere  Zykloide,  die  eine  Gerade  ist.    Die  zweite 
der  Gleichungen  (1)  wird  dann  y  «»  0,  und  die  Kurve  reduziert 

sich  auf  einen  Durchmesser  des  festen  Kreises.    Für  n  =  —  -^ 

werden  die  Gleichungen  (1),  wenn  man  ain  —  a,  q)in  —  9 
verwandelt: 

*  =*  3  cos  ^  4-  cos  -??  ss=  4  cos'  ^ , 

a  4     '  4  4  ' 

"  =  3  sin  -?-  —  sin  -p  —  4  sin'  ^ , 

a  4  4  4  ' 

also^  wenn  man  fp  eliminiert,  und  r  an  Stelle  von  4a  setzt: 

xi  -|-  «3*  ms  r^. 
Im  Falle  n «»  1  hat  man 
«  __o o«       y 

oder 

^^  =  cos  9>  (1  —  cos  9>),      -g^-  =  sin  9>  (1  -^  cos  fp). 

Führt  man  die  Polarkoordinaten  q  und  o  ein  und  setzt 
X  —  a  =  p  cos  CO ,     y  ■*=  p  sin  o , 

so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

tang  fp  sa  tang  o     oder     9  «»  cd, 
und 

p  ™«  2a(l  —  cos  (d)     oder    ^  «*  4a  sin*  —  o. 


—  ■=2  cos  fp  —  cos  2g) ,       -  =  2  sin  g>  —  sin  2g>, 
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Allgemem:  Jede  Epicykloide  wird  ans  nuendlich  vielen^ 
unter  sich  gleichen  Zweigen  gebildet^  und  die  Pankte^  in 
denen  diese  Zweige  auf  dem  festen  Kreise  enden^  sind  Bück- 
kehrpnnkte.  Die  •  Anzahl  dieser  Zweige  wird  eine  endliche 
und  die  ganze  Kurve  ist  in  sich  geschlossen,  wenn  das  Ver- 
hältnis n  »=  —  eine  rationale  Zahl  ist. 

r 

289.  Tangente  und  Koimale.  Die  Differentiation  der 
Gleichungen  (1)  ergiebt: 

—  ■=«(»+  1)  [sin  (»  +  1)  9>  —  sin  nq)]  dtp 
=  2(n  -f  1)  sin  ^  cos  [nq>  +  -|)  dtp^ 

— ^  a«  (n  +  1)  [cos  nq>  —  cos  (n  +  \)fp\  dq> 
—  2(n  -f  1)  sin  -^-  sin  (ng>  -f  '^)dg>, 


(2) 


^ 


also: 
(3) 


di  -  tang  (nq,  +  |)  • 


Diese  Gleichung  beweist,  da£s  die  Tangente  im  Punkte  M 
der  Epicykloide  die  Gerade  MT  ist,  welche  den  Punkt  M  mit 
dem  Punkte  T,  dem  Gegenpunkte  von  P  im  Kreise  A^  Ter- 
bindet.  Denn  der  Winkel;  den  diese  Gerade  MT  mit  der 
X'A^e  bildet;  ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  ^Ox  und  OTM^ 

die  stets  gleich  ntp  '\-  ^  ^^^)  wenn  man  von  den  Vielfachen 

Ton  X  absieht.  Hieraus  folgt;  dafs  die  Normale  im  Punkte  M 
der  Epicykloide  die  Gerade  MP  ist,  die  den  Punkt  M  mit 
dem  jeweiligen  Berührungspunkt  der  Kreise  0  und  Ä  ver- 
bindet. 

240.  Rektifikation  der  Epicykloide.  Addiert  man  die 
Gleichungen  (2);  nachdem  man  sie  ins  Quadrat  erhoben  hat, 
und  zieht  man  die  Quadratwurzel  aus  der  erhaltenen  Summe; 
so  folgt: 

(4)  ^-»-2(«+l)8mfrf«p, 

also 


—  4  (n  +  1)  cos  ^  +  Konst. 


21 
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Nimmt  man  H  zum  Anfang  des  Bogens  s^  so  wird  s  zu- 
gleich mit  9>  null;  die  Eonstante  ist  also  4(n  -^  1)^  und 
man  hat: 

*  =  4(n  +  1)  (l  -  cos  J)  -=  8  («  +  1)  sin«  -J- 

•Um  die  Länge  S  eines  ganzen  Zweiges  der  Euire  zu  er- 
halten, hat  man  €p  ^=2«  zu  setzen,  und  es  wird 

(5)  S  =  8(n  +  l)a. 

241.  Quadratur  der  Epioykloide.  Die  Gleichungen  (1) 
und  (2)  ergeben: 

xdyj-yd^  _  (n  +  lH2n  +  1)  ^^  _  ^^^  ^^  ^^^ 

oder 

wenn  u  die  Fläche  bezeichnet,  die  von  der  Kurve,  dem  Radius- 
vektor des  Punktes  M  und  der  Abscissenaxe  eingeschlossen 
ist.  Es  ist  aber  dip  —  cos  ip  dtp  das  Differential  von  q>  —  sin  9, 
und  diese  Funktion  verschwindet  ebenso  wie  u  gleichzeitig 
mit  9>.     Demnach  erhält  man 

Für  die  ganze  Fläche  JJy  welche  von  einem  Zweige  der  Kurve 
und  seinen  äufsersten  beiden  Radien  eingeschlossen  ist,  wird 
fp  =  27C,  also 

n 
Der  Sektor  des  Kreises  zwischen   den  nämlichen  Radien  ist 
Die  zwischen  dem  festen  Ejreise  und  dem  Kurvenzweige 

gelegene  Fläche  ist  folglich  JJ ,  und  nennt  man  U^  diese 

Fläche,  so  ist 

I7i  =  (2n  +  3)a«ar. 

Da  wir  für  n  auch  negative  Werte  zulassen,  so  gelten 
die  Formeln  auch  f&r  die  innere  Epicykloide  ebenso  wie  für 
die  äufsere.  Sie  reduziert  sich  auf  {/^-»Ssra'  fOr  nB»0, 
und  so  findet  man  das  für  die  Cykloide  bereits  erhaltene 
Resultat  wieder. 


Tia 
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242.  Krümmungsradius.  Die  Gleichung  (3)  lehrt,  dafs 
der  Eontiügenzwinkel  d6  gleich  ist 

Mithin  erhält  der  Krümmungsradius  i{  a»  nach  Gleichung  (4) 
den  Wert 

(6)  ^-2Mn-«""'2' 

nnd  weil  2  a  sin  ^  ^^MF  ist  (Fig.  in  Nr.  237),  so  hat  man 

Legt  man  durch  den  Punkt  T  die  Sehne  TK  parallel  zur 
Normalen  MP  und  zieht  die  Gerade  OK,  welche  diese  Nor- 
male in  J  schneidet,  so  ist  im  Dreieck  OKT 

PJ       OP 

also,  weil  KT  ~  MP  ist: 

MJ        OP+OT  ^  2r  +  2o 
Ürp"^        OT        "^    r±2a  ' 

Die  oberen  Zeichen  gelten  hier,  wie  in  Gleichung  (7),  für 
die  aufsere  Epicjkloide,  die  unteren  für  die  innere.  Aus 
dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  (7)  folgt 

mithin  ist  J  der  zum  Punkte  üf  gehörige  Erümmungsmittelpunkt. 
248.  Evolute.  Die  Differentiation  der  Gleichung  (3)  liefert: 

dx*        2n  -f  1  dtp 

folglich  werden  die  Gleichungen  für  die  Koordinaten  x^ ,  y^  des 

KrümmuDgsmittelpunktes  J 

2        dy  __       I.       g       dx_ 

^1=^        2n  +  ld9'       y*  "^"T-  2n+ J  äq)' 

oder  nach  den  Gleichungen  (1)  und  (2): 

1l  =  2-n  +  i  [^  ^^«  '*9>  +  co8(n  +  1)9], 


326  Achtes  Kapitel. 

Drehen  wir  die  Eoordinatenaxen  um  den  Winkel  nar,  and 
zwar  in  der  Richtung  von  der  positiven  x-Axe  zur  poslÜTen 
y-Axe,  und  bezeichnen  wir  mit  x^  und  y/  die  Koordinaten 
des  Erümmungsmittelpunktes  in  Bezug  auf  diese  neuen  Axen, 
so  wird 

a:/s=  a?i  cos  n«  +  y^  sin  n«,    yi'=  —  x^  sin  nx  +  y,  cos  n«. 

Setzt  man 

so  folgt: 

^  =  —^  cosn^i  —  cos(n  +  l)9i, 

^  =^-  srnrnp,  —  am(n  +  l)q>,. 

Diese  Formeln  unterscheiden  sich  von  den  Gleichungen  (1) 

durch  die  Yertauschung  von  a  mit  a^  —  r — ■^—^ ;   rfte  JE?t;alM^ 

der  EpicyUoide  ist  also  wiederum  eine  Epicyhhide,  die  der 
ursprünglichen  ähnlich  ist.     Sie  wird  erzeugt,  indem  der  Exeis 

vom  Radius  r — r— ■  auf  dem  Kreise  vom  Radius  ^ — r-7  rollt; 

2n  +  1  2n  +  1  ' 

dieser  feste  Ereis  liegt  zu  dem  ursprünglichen  festen  Kreise 
konzentrisch;  und  die  Spitzen  der  Evolute  sind  um  den  Winkel 
nn  gegen  die  Spitzen  der  ursprünglichen  gedreht. 

§  5.  Andere  Kurven. 

244.  Ereisevolvente.  Ersetzt  man  in  den  Gleichungen  (1) 
der  Nummer  238,  welche  eineEpicykloide  definiren,  a  durch  seinen 
Wert  nr,  und  führt  man  an  Stelle  von  9  den  Winkel  if  =^nip 
ein,  den  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  0  und  A  der 
Ereise  mit  der  x-Axe  bildet,  so  erhalten  die  Gleichungen  der 
Epicykloide  die  Form: 

sin  -^ 
y  —  cos^  (1  +  2n  sin*  ^~j  +  ^  sin^  — -, 

n 

sin 

—  «=  sin  ^  ( 1  +  2w  sin*  ^j  —  ^  cos  ^  — — -  • 

n 


Anwendimgen  der  Theorie  ebener  EurTen.  327 

Nehmen  wir  nun  an^  daCs  der  Radius  a  des  erzeugenden 
Kreises  unendlich  wird;  so  wird  auch  n  unendlich;  das  Ver- 
hältnis sin  —  :  —  konvereiert  nach  1,  und  2n  sin^  ^  nach  null. 
Demnach  wird  für  diesen  Grenzfall 

~  =  cos  ^  +  ^  sin  ^ , 

V 

-  -  «=»  sm  ^  —  ^  cos  ^. 

Diese  Gleichungen^  welche  man  auch  leicht  direkt  bilden 
kauD;  bestimmen  die  Evolvente  des  Kreises,  d.  h.  die  Kurve, 
deren  Evolute  der  Kreis  ist,  und  die  aus  der  Abwickelung 
eines  gespannt  erhaltenen  Fadens  von  einem  Kreise  entsteht. 
Sie  besteht  aus  zwei  unendlichen  Zweigen,  deren  Yereinigungs- 
punkt  ein  Rückkehrpunkt  ist,  und  die  zu  den  beiden  Be- 
wegungen entgegengesetzten  Sinnes  gehören,  die  man  der 
erzeugenden  Tangente  beilegen  kann. 

Die  Eigenschaft,  dafs  die  Epicykloide  ihrer  Evolute  ahn- 
lich ist,  gilt  im  eigentlichen  Sinne  nicht  mehr  f&r  diesen  Grenz- 
&11;  indessen  kann  man  doch  die  Kreisevolvente  und  den 
Kreis  selbst  als  Epicykloiden  betrachten,  und  jede  dieser 
Kurven  entspricht  dem  Fall  n  «*  oo ;  denn  läfst  man  einen 
Kreis  vom  Radius  a  auf  einem  beliebig  kleinen  Kreise  rollen, 
80  beschreibt  der  Punkt,  der  am  Anfang  auf  der  Verbindungs- 
linie der  Mittelpunkte  im  Abstände  2  a  vom  festen  Gentrum 
liegt,  eine  Kurve,  die  beliebig  wenig  von  einem  Kreise  mit 
dem  Radius  2  a  verschieden  ist. 

245.  Bie  Spirale  des  Archimedes.  Diese  Spirale  ist  in 
Polarkoordinaten  definiert  durch  die  Gleichung 

wobei  a  eine  gegebene  Strecke  bezeichnet.  Beschreibt  man 
um  den  Anfangspunkt  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a,  so 
sind  die  Bogen  dieses  Kreises,  gerechnet  von  der  festen  Axe, 
die  Längen  der  Radien vektoren,  die  durch  die  Endpunkte 
dieser  Bogen  zu  legen  sind. 

Der  Winkel  fi  zwischen  der  Tangente  und  dem  Radius- 
vektor, die  Subtangente  T  und  die  Subnormale  'S'  haben 
hier  die  Werte 
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Fig.  57. 
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Mithin  ist  die  Subnormale  konstant^  was 
ein  einfaches  Verfahren  fQr  die  Eonstraktion 
der  Tangente   liefert.    Der   ErümmnngsradiTis 
wird,  wenn  man  die  Normale  ^—  Yq^  -^-N'^  einführt: 


B  = 


(9«  +  a«)* 


N' 


9»  + 2a«         JV*+a«' 

und  bezeichnet  man  mit  a   die  Projektion  der  Snbnormalen  a 
auf  die  Normale  N,  so  ist 

ein  Ausdruck^  der  sich  leicht  konstruieren  läfst. 

246.  Die  hyperbolische  Spirale.    Die  hyperbolische  Spirale 
ist  in  Polarkoordinaten  definiert  durch 

Q(o  =  a, 

wobei  a  eine  gegebene  Strecke  ist.   Für  a>  «=  0  ist  (>  unendlich. 

Der  Radius  nimmt  ab,  wenn  a>  wächst,  und 
wird  null  für  co  «»  oo.  Die  Kurve  macht  also 
um  den  Anfangspunkt  0  unendlich  riele 
Windungen,  ohne  ihn  jemals  zu  erreichen; 
dieser    Punkt    ist    ein    asfftnptotischer.     Die 

Ordinate  MP  ==^  q  sin  (o  der  Kurve  hat  den  Wert 


Q  suia  ^^  a 


sin  (D 


(0 


und  wird  für  o?  "»  0  gleich  a.  Hieraus  folgt,  dals  die  Kurve 
zur  Asymptote  die  Gerade  besitzt,  welche  im  Abstände  a  von 
der  a;-Axe  parallel  zu  derselben  verläuft.  Die  Gröfsen  tang  ft, 
T',  N'  erhalten  hier  die  Werte: 

tangft  =  -^^ (D,    r a,     2\?'=  — ^. 

Die  Subtangente  ist  konstant,  und  hieraus  folgt  eine  ein- 
fache Tangentenkonstruktion. 

Die   Konstruktion    des    Krümmungsradius    enthält    auch 
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keinerlei  Schwierigkeit.  Doch  bietet  sie  zu  wenig  Interesse^ 
ab  dalk  wir  bei  ihrer  Entwickelung  verweilen  wollen. 

247.  Die  logarithmisohe  Spirale.  Die  logarithmische 
Spirale  ist  durch  die  Gleichung 

(1)  Q  —  ae^" 

definiert,  wobei  a  eine  gegebene  Strecke,  m  eine  gegebene 
Zahl  bezeichnet.  Diese  Gleichung  repräsentiert  die  nämliche 
Kurve,  wie  grofs  auch  die  gegebene  Strecke  a  sein  mag. 
Denn  dreht  man  die  feste  Axe,  von  der  aus  der  Winkel  a> 
gerechnet  wird,  um  einen  Winkel  a,  so  mufs  man,  um  die 
Gleichung  der  Kurve  in  Bezug  auf  diese  neue  Axe  zu  erhalten, 
a  durch  o  -|-  a  ersetzen,  und  dies  giebt,  wenn  man  a^" 
mit  a   bezeichnet: 

Demnach  kann  man  auch  a  «=  1  annehmen,  wir  wollen  in- 
dessen, um  die  Homogenität  der  Gleichungen  zu  bewahren, 
die  Gleichung  (1)  beibehalten.  j^  ^ 

Die  Gleichung  (1)  ergiebt  für  a>  —  0, 
p  BS  a  «>  OAf  und  läfst  man  nun  (o  von  0 
bis  00  wachsen,  so  bekommt  g  entspre- 
chende, ebenfalls  unbegrenzt  wachsende 
Werte.  Legt  man  dagegen  der  Grofse  to 
negative  Werte  von  0  bis  —  <x>  bei,  so  nimmt  q  von  a  bis  0 
ab.  Demnach  macht  die  Kurve  vom  Punkte  A  an  unendlich 
Tiele  Windungen,  sowohl  in  dem  einen,  wie  in  dem  andern 
Drehsinne  um  den  Pol. 

Die  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  ergiebt: 

(2)  j^  —  f»ac™*",     oder    -^  =  mo. 

^  ^  dm  '  dm  ^ 

Folglich  erhalten  der  Winkel  ft  zwischen  Tangente  und 
fiadiusvektor,  die  Subtangente  T'  und  die  Subnormale  N'  die 
Werte: 

(3)  tang^«^,     r=^,    JV'=fnp. 

Die  erste  Gleichung  besagt: 

Bei  der  UgariOimischen  Spirale  ist  der  Winkel  zwischen 
Itadiusvektor  und  Tangente  konstant. 
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Das  Flächendifferential  eines  Sektors  der  Kurve  ist 

gdg  ist  das  Differential  von  -^]  folglich  ist 

«  -=  :r f-  Konst. 


Soll  die  Fläche  u  zugleich  mit  a  null  werden ,   so  wird 
die  Eonstante  —  - — ,  und  also 


9»  — a* 

u  *«    -. 

4m 

'  Das  Bogendifferential  d$  der  Kurve  ist 


mithin 


s  SS  I ! —  Q  4-  Konst. 

Mifst  man  den  Bogen  8  vom  Punkte  A  an,  fClr  welchen 
^  es  a  ist^  so  wird 

Der  Kontingenzwinkel,  der  allgemein  gleich  dfi  -|-  cfco  ist^ 

ds 
wird  hier  gleich  c?a>.    Der  Krümmungsradius  R  ist  also  %    , 

und  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (4)  wird 
(5)  B  =  j/m^  +  l  (>. 


Dieser  Ausdruck  ist  aber  zugleich  die  Länge  ^=  V'^'H-  ^'* 
der  Normalen;  mithin  ist  der  Krümmungsmittelpunkt  der  End- 
punkt K  der  Subnormalen.  Hiemach  ist  es  auch  leicht,  die 
Gleichung  für  die  Evolute  der  logarithmischen  Spirale  zu  bilden. 
Denn  die  Koordinaten  Qj^  ,  (d^  des  Mittelpunktes  K  sind 

und  dies  giebt  nach  Elimination  von  o) 

(6)  Q^  «s  wae   ^       *'. 

Die  Evolute  der  logahthmischen  Spirale  ist  also  eine 
gleiche  logarithmische  Spirale  mit  dem  nämlichen  Pol. 
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248.  Iiogarithmisohe  Spiralen,  die  ihre  eigene  Evolute 
8iQ<L  Wie  wir  schon  oben  sahen,  laXst  sich  die  Gleichung  (6) 
auf  die  Form  (1)  bringen,  wenn  man  die  feste  Axe  um  den 
Pol  mitet  einem  bestimmten  Winkel  a  dreht.  Da  es  «frei 
steht  ein  ganzes  Vielfaches  von  2x  zu  a  zu  addieren  oder  zu 
subtrahieren,  ohne  dals  die  neue  Richtung  dadurch  geändert 
wird,  so  kann  man  a  -f-  2kx  statt  a  schreiben,  wobei  k  eine 
ganze  noch  unbestimmte  Zahl,  a  einen  Winkel  «zwischen  0 
und  2x  bedeutet.  Wir  ersetzen  also  in  der  Gleichung  (6)  to^ 
durch  o  +  ^  +  2^^  ^^<1  schreiben  q  an  Stelle  von  q^  ,  dann 
wird  die  Gleichung  der  Evolute: 

und  reduziert  sich  auf 

wenn  man  a  durch  die  Bedingung 

me  ^  =1; 

oder 

(7)  a (_U-l)^-'^ 

bestimmt;  das  Symbol  l  bezeichnet  den  natürlichen  Logarithmus. 
Ist  nun  die  Zahl  m  so  beschaffen,  dafs 

(8)  '-  =  _(4Ä_l)« 

wird,  wobei  k  irgend  eine  bestimmte  ganze  Zahl  bezeichnet, 
80  giebt  die  Gleichung  (7)  a  =  0,  und  in  diesem  Falle  wird 
die  logarithmische  Spirale  (1)  ihre  eigene  Evolute.  Die  Funk- 
tion — ,  deren  Ableitung     "",      ist,  wächst  von  —  <x>  bis  — , 

wenn  man  m  von  0  bis  e  wachsen  laust,  und  nimmt  ab  von     - 

bis  0,  wenn  m  von  e  bis  +  cx>  wächst.  Hieraus  folgt,  dafs, 
wenn  f&r  k  irgend  eine  ganze  positive  Zahl  gewählt  wird, 
auch  jedesmal  ein  Wert  m  vorhanden  ist,  welcher  die  Glei- 
chung (8)  befriedigt.  Es  giebt  also  unendlich  viele  logarith- 
mische Spiralen,  welche  die  merkwürdige  Eigenschafl;  haben, 
dafs  sie  mit  ihrer  Evolute  zusammenfallen 
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240.  Anwendungen  der  Theorie  der  Einhüllenden.  Wir 
wollen  zum  Schlüsse  dieses  Kapitels  zwei  Beispiele  für  die  in 
Nr.  210  entwickelte  Methode  zur  Bestimmung  der  Einhüllen- 
den eines  Kurrensystemes  geben. 

Aufgabe  L  Die  Variahelen  x^  und  y^  seien  mit  einander 
durch  die  Belation  verbunden: 

m       .        fe)"  +  ft-r- 1 , 

in  u^lcher  a  und  b  Konstante  sind.    Es  soll  die  Einhüllende  der 
Kurven  bestimmt  werden^  welche  durch  die  Gleichung 

(2)  ©■+(,!)"=' 

definiert  sind. 

Da  x^  und  y^  als  Funktionen  des  nämlichen  Parameters 
betrachtet  werden  können^  so  hat  man  die  Ableitung  der 
Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  diesen  Parameter  zu  bilden;  man 
erhalt  so: 

\x^l     X,  \yj     y. 

Da  aber  x^  und  y^  durch  die  Gleichung  (1)  verbunden 
sind^  so  besteht  zwischen  x^  und  y^  die  Belation: 

und   die   Elimination   von      S    zwischen   diesen   Gleichungen 

Xy 

ergiebt : 

fx\^  /y\n 

Die  Gleichung  (3)  ist  die  Gleichung,  die  aus  der  Diffe- 
rentiation der  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  den  yariabelen 
Parameter  hervorgeht.  Auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  und  (2) 
ist  die  Summe  der  Nenner  und  ebenso  der  Zähler  in  der 
Gleichung  (3)  gleich  1.  Folglich  ist  jedes  Glied  der  Glei- 
chung (3)  gleich  1,  und  man  hat 

oder 
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Die  Elimination  von  Xi  und  y^  zwischen  den  Gleichungen  (1) 
und  (4)  läfst  sich  unmittelbar  ausführen,  und  man  erhält  als 
Gleichung  der  gesuchten  Einhüllenden: 


mn  mn 


(6) 


(jr+(rr"-'- 


Der  Fall  a^=b,  f»«=2,  n-=»l  verdient  besonders  bemerkt 
zu  werden.    Die  Gleichungen 

stellen  ein  System  von  Geraden  dar,  auf  welchen  die  zwischen 
den  Axen  enthaltene  Strecke  die  konstante  Lange  a  hat.  Die 
Einhüllende,  deren  Gleichung 

a;f  ^  y7  „  a^ 

wird,  ist  eine  Epicykloide,  wie  in  Nr.  238  gezeigt  wurde. 

250.  Aufgabe  ü.  Auf  die  Peripherie  eines  Kreises  (reffen 
parallele  Strahlen^  weiche  wm  dort  reflektiert  werden ,  wobei  der 
reflektierte  Strahl  mit  der  Normalen  jedesmal  denselben  Winkel 
bildet  wie  der  auffeilende.  Es  soll  die  Einhüllende  der  reflek- 
tierten Strahlen  bestimmt  werden. 

Die  gesuchte  Einhüllende  wird  die  Katakaustika  genannt. 
Als  Eoordinatenaxen  wählen  wir  zwei  rechtwinklige  Durch- 
messer, von  denen  der  eine,  die  x-Axe,  den  auffallenden 
Strahlen  parallel  sei.  Sind  a  cos  q>  und  a  sin  9  die  Koordi- 
naten eines  Punktes  der  Peripherie,  auf  welchen  ein  Strahl 
fallt,  so  bildet  der  reflektierte  Strahl  mit  der  ^-Axe  den 
Winkel  2q),  und  die  Gleichung  dieses  Strahles  wird 

(y  —  a  sin  9)  -=»  tang  2ip(x  —  a  cos  9), 
oder 

y  cos  2ip  —  X  sin  29?  +  a  sin  9?  =  0. 

Mithin  mufs  q)  eliminiert  werden  zwischen  dieser  Gleichung 
und  der  folgenden: 

y  sin  2^)  +  X  cos  29?  —  y  cos  9  =  0, 

die  durch  Differentiation  nach  q>  entsteht.  Lost  man  die  beiden 
Gleichungen  nach  x  und  y  auf,  so  folgt: 


334  Achtes  Kapitel. 


a 


a;  «=   ,  (3  cos  9  —  cosS^), 

y  s^  -j^  {S  Biaq>  —  sin  3 qp). 

Auf  Grund  der  Gleichungen  in  Nr.  238  erkennt  man,  daCs 
die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  E[atakaustika  eine 
äufsere  Epicykloide  ist^   welche  von   einem  EJreise   mit  dem 

Radius  -j-  a   erzeugt   wird,    der  auf  einem   Kreise   mit   dein 

Radius  y  a   rollt,    welcher   zu    dem   ursprünglichen   konzen- 
trisch liegt. 


Neuntes  Kapitel. 

Tbeorie  der  Baumkniyen  nnd  Flächen. 


SI5L  Gleiehimgeii  einer  Baumknrve  und  einer  Fläche. 
Im  siebenten  Kapitel  haben  wir  gesehen,  dafs  eine  ebene  Kurve 
analytisch  durch  die  verschiedensten  Gleichungen  gegeben  sein 
kann.  So  kann  auch  eine  und  dieselbe  Raumkurve  oder  Fläche 
in  der  mannigfachsten  Weise  analytisch  dargestellt  werden. 
ITVir  wollen  hier  diejenigen  Darstellungsformen  anführen,  welche 
im  Folgenden  hauptsächlich  werden  verwandt  werden;  Wir 
wählen 

a)  ein  recktmnkliges  KoordincUensystem  (x,  y,  z). 

I.  BaumJourven, 

1.  y  und  g  sind  als  Funktionen  von  x  gegeben: 

y^fix),    z  =  F(x). 

2.  X,  y,  z  sind  als  Funktionen  eines  Parameters  t  (z.  B. 
der  Zeit  oder  der  Bogenlänge)  gegeben: 

3.  Zwischen  x^y^z  bestehen  zwei  Gleichungen: 

/*(«,y;«)  — 0,    F{XyyyZ)^0. 
IL  Flächen. 

1.  je^  ist  als  Funktion  von  x  und  y  gegeben:    * 

z^F(x,y). 

2.  Zwischen  x,  y,  z  besteht  eine  Gleichung: 

fi^y  Vy  ^)  =  0. 

h)  PolarkoordincUen. 

Im  räumlichen  Polarkoordinatensysteme  ist  jeder  Punkt  M 
des   Raumes   durch  einen  Radiusvektor   r,   welcher  stets  im 
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Fig.  60. 


absoluten   Sinne  genommen  wird^  und  durch  zwei  Winkel   0 

und  ^  definiert   (vergl.  Fig.  60). 

Beschreibt  man  eine  Kugel  nm 
denKoordinatenanfang  0,  auf  deren 
Oberfläche  der  Punkt  M{Xj  y,  0) 
liegt  und  zieht  den  Radiusvektor 
OMy  so  ist  seine  Länge  gleich  r: 

Fällt  man  von  M  auf  die  xy- 
Ebene  das  Lot  MP^  so  ist  OP  die 
Projektion  von  OM  auf  die  xy- 
Ebene  und  6  der  Winkel  zwischen 
OM  und  der  positiven  Richtung  der  0-A.xe  Oz.  Endlich  ist  ^ 
der  Winkel,  den  OP  mit  der  a;-Axe  bildet.  Die  ^y-Ebene 
heilst  die  Aquatorebene  des  Polarkoordinatensystemes,  e  der 
Poly  6  die  Poldistanz  und  ^  die  Länge  des  Punktes  3f;  6  läuft 
von  0  bis  sr,  ^  von  0  bis  2;r. 

Projiziert  man  noch  OP  auf  die  x-Axe,  indem  man  auf 
sie  das  Lot  PQ  fällt^  so  wird: 

X  '=  OQ  '^  OP  cos  ^  =  OM  sin  6  cos  ^, 
y  =  PÖ  =  OP  sin*  — OJtf  sine  sin ^, 
z  =  PM ^=^  OJf  cos*; 

d.  h.  wir  haben 

a;  =  r  sin  e  cos  *,    y  =  r  sin  9  sin  *,    je?  ««  r  cos  6. 

Eine  Fläche  ist  durch  eine,  eine  Kurve  durch  zwei  Glei- 
chungen zwischen  r,  6,  *  gegeben. 

Diesem  Schema  mögen  einige  Bemerkungen  hinzugefügt 
werden. 

Ad  I.   B4jmmkurv€n. 

Die  Gleichungen  1  sind  wieder  SpezialföUe  sowohl  von  2. 
als  von  3.  unter  3.  erscheint  die  Kurve  als  Schnitt  irgend 
zweier  Flächen,  unter  1.  als  Schnitt  der  Mäntel  zweier  Cylinder, 
deren  Basiskurven  in  der  rry-Ebene  und  in  der  a;£r-Ebene  liegen. 

Ad  IL   Flächen. 

1.  ist  wieder  ein  Spezialfall  von  2. 
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Wir  betrachten  auch  die  räumlichen  Gebilde  immer  nur 
in  der  Umgebung  einer  Stelle,  in  der  die  zur  Darstellung 
benutzten  Funktionen  nebst  den  Yorkommenden  Ableitungen 
stetig  sind.  Diese  Voraussetzung,  welche  in  Kapitel  lY  als 
Forderung  93  eingeführt  wurde,  wird  hier  ein  filr  alle  Mal 
bei  allen  Entwickelungen  des  achten  und  neunten  Kapitels  als 
erfOllt  angesehen,  solange  nicht  ausdrücklich  das  Gegenteil 
bemerkt  ist.  AuXserdem  neu  hinzukommende  Voraussetzungen 
werden  jedes  Mal  besonders  namhaft  gemacht. 

§  1.  Tangente  und  Normalebene  einer  Kurve.  —  Normale 
und  Tangentialebene  einer  Flüche. 

An  die  Spitze  dieses  Paragraphen  stellen  wir  die  For- 
derung: 

Forderung  (S.    Es  seien 

«  =  9(0;     y  — *(0;     «  — Z(0 
die  Gleichungen  der  betraekteten  Kurve.    Die  Forderung  93  ist 
erfOUt;  aufserdem  sind  in  der  gerade  betrachteten  Stelle  t  die  drei 
Funktionen  q>'j  t'f  %    ^^  gleichzeitig  ntili. 

252.  Tangente  und  Normalebene  einer  Kurve. 

1.   Die  Gleichungen  der  Raumkur ve  seien: 

(1)  a;««9(0,    y  —  m,    ^-ZW, 

und  dem  Parameterwerte  t  entspreche  der  Punkt  M(x,  y^  g) 
der  Kurve,  dem  Parameterwerte  ^  +  A^  der  Punkt  M^^x-^Ax, 
y  4-  A^;  0  -{-  Ad)  der  Kurve.  Mi  liege  in  der  Umgebung  von  M. 
Seine  Koordinaten  ergeben  sich  aus  (1),  wenn  man  dort  t  durch 
t-^-  At  ersetzt.    Die  Gleichungen  der  Sekante  MM^  sind: 

Ax  Äy  Az    ' 

At  At  a7 

dabei  bedeuten  (,  ij^  i  die  laufenden  Koordinaten  der  Sekante. 
Wird  At  nnW,  so  geschieht  Gleiches  mit  Ax,  Ay,  Az  und  M^ 
rückt  nach  M  hinein;  die  Sekante  MM^  wird  zur  Tangente 
in  M.  Gleichzeitig  gehen  die  in  den  letzten  Gleichungen 
auftretenden  Differenzenquotienten  über  in  die  entsprechenden 
Differentialquotienten : 

Serret,  Biff.- n.  Integral-Bechnong.    I.    2.  Aufl.  22 
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dx  '     ^  »da  , 

'di"^^'    dt~y >    "cü  ■* ^ • 

Mithin  werden  die  Gleichungen  der  Tangente: 
(2)    Tangmte:  «^  -  5^  -  f-ZjJ . 

Dabei  sind  x\  y'j  z'  proportional  den  Eosinas  der  Winkel 

(a^  /};  y)y  welche  die  Tangente  mit  den  drei  Axen  bildet.    Es 

ist  also: 

eo8  a        cos  ^        cos  y 

Da  aber 

cos*  a  +  cos*  /J  +  cos*  y  «=  1 
ist^  so  folgt: 

(3)  cos«  —  ---^^ ,  ,  cos fl  ag— ^ cos y  "»  —  — 

^orma2e^6  im  Punkte  M  nennt  man  die  Ebene,  welche 
auf  der  Tangente  in  M  senkrecht  steht.  Da  die  Gleichungen 
der  Tangente  durch  (2)  gegeben  sind,  so  wird  nach  den  Regeln 
der  analytischen  Geometrie  die  Normalebene: 

(4)    Norfnald)ene:    x\i  —  x)  +  y'{ri  -  y)  +  z\t  —  0)  —  0. 

2.  Sind  hingegen  die  Gleichungen  der  Raumkunre  in  der 
Form  gegeben: 

(1')  y-A^),   >-F{x), 

80  brauchen  wir  in  den  Formeln  (2)  nur  ^«bi  a;,  rc' «=•  li 
y'—a^,  i»'-=^  zu  setzen,  um  als  Gleichungen  der  Tan- 
gente zu  erhalten: 

(2')    Tangmte:    , -j,  -  ^(|  -  a;),    i-g  =  ^£{i-x). 

Aus  (4)  folgt  durch  dieselbe  Substitution  die  Gleichung 
der  Normalebene: 

3.  Sind  endlich  die  Gleichungen  der  Raumkurve  diese: 
so  erhalten  wir  nach  Nr.  82  für  dx,dy,d0  die  Bedingungen: 


<^)     { % 
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dx+F;dy+F:dg—0. 


dx,  dy,  dg  sind  aber  proportional  ^»  "^i  ^*  ^^^  Aiese 

Grölseii  sind  nach  (2)  wieder  proportional  |  —  a?,  ij  —  y,  S  —  ^; 
also  werden  die  Gleichungen  der  Tangente: 

/•;(6-«)  +  /-;(i?-y)  +  /';a-*)-o 

Jede  der  Gleichungen  (2"^)  stellt  eine  durch  M  gehende 
Ebene  Tor.  Sie  schneiden  sich  in  einer  bestimmten  Geraden, 
sobald  nicht  gleichzeitig 


(2")    Tcmgmte:    {  ^j(g_ 


(6) 


/'      f*      r 

'*  fy  '$ 


X  y  » 

ist  fOr  die  Koordinaten  des  Punktes  M.  Bestehen  hingegen 
fttr  die  Koordinaten  des  Punktes  M  die  zwei  Gleichungen  (6)^ 
so  liefert  uns  unser  Gleichungssystem  (1^^)  keine  bestimmte 
Tangente. 

Wir  nehmen  an,  dals  die  Gleichungen  (6)  nicht  erftUt 
sind  für  die  Koordinaten  des  Punktes  M.  Dann  liefern  die 
Gleichungen  (5)  die  Verhältnisse  der  dx^  dy^  dz: 

dx  dy  dz 

r  V* ^f  F'  "^^  'f~WZ~r~F'  ""  f  T' -~f*  F' ' 

ly      $        '»     y  '»     X        'X     »  'x     y        'y     x 

hierdurch  sind  auch  die  Verhältnisse  von  x'\y'\z  gegeben, 
und  ihre  Substitution  in  (4)  giebt  uns  die  Gleichung  der 
Nonnalebene: 

(4")  {f,r,  - r.F,^ii -x)  +  if'.F,  - r.F.)(.n  - y)  +  if^F; 

- /;  j",-)  (c  - «)  -  0, 

welche  auch  in  die  Detenninantenform  gesetzt  werden  kann: 

I  — a;,    II  — y,    g  — « 

f>  ,     n   ,    /.'      =0. 

Fx       ,  Fy       f  Ft 

Noch  ist  zu  bemerken^  dafs  immer  nur  eine  der  beiden 
Kuryengleichungen  bei  der  Bildung  je  einer  der  Gleichungen  (5) 
Torkommt;  folglich  hängt  auch  die  Ebene,  welche  durch  solch 

22* 
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eine  Gleichung  bestimmt  ist^  immer  nur  von  ei/ner  der  Flächen 
ab,  auf  welcher  die  Kurve  liegt.  •  Im  Folgenden  wird  diese 
Bemerkung  weiter  entwickelt  werden. 

258.  Die  Tangentenebene  und  die  Normale  einer  Fläolie. 
Eine  Fläche,  welche  auf  drei  geradlinige  Axen  Ox^  Oy,  Oz 
bezogen  ist^  habe  allgemein  die  Gleichung 

(1)  f{^,  y, »)  =  0, 

in  welcher  x,  y,  z  die  Koordinaten  irgend  eines  Flächen- 
punktes M  bedeuten. 

Ziehen  wir  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Kurve,  welche 
durch  den  Punkt  M  geht,  so  kann  diese  Kurve  als  Schnitt 
der  gegebenen  Fläche   mit  einer  zweiten  betrachtet  werden, 
und  es  sei 
(2)  Fix,  y,  ^)  -  0 

die  Gleichung  dieser  zweiten  Fläche.  Die  Tangente  der  Kurve 
im  Punkte  M  wird  nach  Nr.  252  durch  die  beiden  Gleichungen 
dargestellt: 

(3)       (l-^)||  +  ('?-y)a^  +  (e-«)|^==o, 

Die  durch  die  Gleichung  (3)  definierte  Ebene  enthält  dem- 
nach alle  Tangenten,  welche  sich  an  all  den  verschiedenen 
Kurven  in  diesem  Punkte  konstruieren  lassen,  die  auf  der 
Fläche  verlaufen  und  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen.  Sie 
heifst  die  Tang€ntend)€ne  der  Fläche  im  Punkte  M, 

Wir  setzen  indessen  voraus,  dafs  die  Verhältnisse  der 
partiellen  Ableitungen 

df       dl      df 

ex       dy       dz 

im  Punkte  M  nicht  gleichzeitig  verschwinden.  Dies  würde 
in  einem  singulären  Punkte  der  Fläche  eintreten;  z.  B.  in  dem 
Scheitel  der  Kegelflächen. 

Normale  der  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkte  heilst 
die  im  Berührungspunkte  auf  der  Tangentenebene  senkrecht 
stehende   Gerade.    Jede    durch    die   Normale    gelegte   Ebene 
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heifst  eine  Normalebene.    Aus  der  Gleichung  (3)  folgen  für 
die  Normale  die  Gleichungen: 

(f^\  l-a;  13-y  g-^ 

dx  dy  dz 

254.  Die  Gröfsen  p  und  q.  Betrachtet  man  x  und  y  als 
die  unabhängigen  Yariabelen^  und  bezeichnet  man  das  totale 
Differential  von  z  mit 

(6)  dz  ^^pdx  +  qdy, 

wobei  die  partiellen  Ableitungen  jj  ■«  —  ^  g  ==  ^  durch  die 
Gleichungen 


bestimmt  sind,  so   wird   die   Gleichung   der  Tangentenebene 

(7)  g_^=p(5_a5)  +  j(,,-y), 

und  die  Gleichungen  der  Normalen  bei  rechtwinkligen  Koordi- 
naten 

(8)  a-x)+p(t-z)^0,     (r,-y)  +  q(t-g)~0. 

265.  Tangentialebene  an  eine  Fl&ohe  von  einem  Punkte 
anfBerhalb.  WiU  man  an  die  Fläche  mit  der  Gleichung  (1)  yon 
einem  gegebenen  aufserhalb  der  Fläche  gelegenen  Punkte  mit 
den  Koordinaten  x^y  y^^  Zq  eine  Tangentenebene  legen,  so  genügt 
es  zunächst,  die  Berührungspunkte  zu  bestimmen.  Die  Koordi- 
naten dieses  Punktes  müssen  die  beiden  Gleichungen  erfüllen: 

(^0  -  ^)  äi  +  (yo  -  y)  4  +  (^0  -  '^)  a  i  -  0  • 

Sie  bestimmen  auf  der  Fläche  einer  Kurve^  die  den  Ort 
der  gesuchten  Punkte  bildet.  Verbindet  man  den  gegebenen 
Punkt  mit  dem  Berührungspunkte  einer  dieser  Tangenten- 
ebenen und  der  Fläche,  so  wird  die  Gleichung  dieser  Geraden: 

^     ^  x  —  x^        y  —  y,^        s  —  So' 

Die  Elimination  der  Koordinaten  x,  y,  z  zwischen  diesen 
Gleichungen   und   den   beiden   vorigen   liefert   die   Gleichung 
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einer  Eegelflache,  die  in  jedem  Punkte  der  durch  die  Glei- 
chungen (9)  definierten  Eurye  dieselbe  Tangentenebene  besitzt 
wie  die  ursprüngliche  Fläche.  Diese  Eegelfläche  ist  also  der 
gegebenen  umschrieben.  Zum  Beweise  dieser  Behauptung  ge- 
nügt es  einzusehen,  dafs  die  Tangentenebene  der  Fläche  sowohl 
wie  die  Tangentenebene  des  Kegels  die  Tangente  der  Kurve  (9^ 
und  die  Gerade  (10)  enthalten  müesen.  *  Hieraus  folgt,  dafs 
sie  zusammenfallen. 

Wenn  der  Punkt  mit  den  Koordinaten  Xq^  y^^  Bq  auf  einer 
Geraden 

sich  bewegt  und  dabei  ins  Unendliche  fortrückt,  so  tritt  an. 
Stelle  der  zweiten  Gleichung  (9)  die  Bedingung 

Denn  diese  Gleichung  drückt  aus,  dafs  die  Tangentenebene  der 
Fläche  in  einem  Punkte  x^  y,  e  der  Geraden  x  "»  ajer,  y  ^^hz 
parallel  isi  Verbindet  man  (11)  mit  (1),  so  erhält  man  den 
Ort  der  Berührungspunkte  eines  der  gegebenen  Fläche  um- 
schriebenen Cylinders,  dessen  Erzeugende  der  durch  die  Glei- 
chungen 

definierten  Geraden  parallel  sind.  Die  Erzeugenden  des  Cylin- 
ders haben  die  Gleichungen 

(12)  g-x-a(e-;^),    i?-y-6(g-i»), 

und  seine  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Koordinaten 

X,  y,  B  zwischen  den  Gleichungen  (1),  (11)  und  (12)  eliminiert. 

256.  Homogene  Koordinaten.    Bezeichnet  man  die  gerad- 
linigen Koordinaten  eines  Punktes  durch  die  Verhältnisse 


x*        st^        x^ 
,  '  ;  , 


SO  kann  jede  Gleichung 

(1)  f{^l,^f^,^A)''0, 

deren  linke  Seite  eine  homogene  Funktion  oder  —  wie  man 
sagt  —  eine  Form  von  Xi,  x^,  rr,,  x^  ist,  als  Gleichung  einer 
Fläche  betrachtet  werden.  In  ähnlicher  Weise  wie  in  Nr.  175 
erhält  man  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  der  Form 
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^ii     x^/dxi*\i^     x^/^Ä,  •   \S4     xj dx^^\i^      xj dx^         ' 
wenn  t";  -p;  1^  die  yariabelen  Koordinaten  bedeuten.    Auf 

»4  ^4  fe4 

tirund  der  Eigenschaft  der  Formen  wird  aber  die  Gleichung  (1) 
auch  in  der  Grestalt 

^^dx,  ^^*dx,^^^dx^^^^dx^       "^ 

darstellbar y  und  die  Gleichung  der  Tangentenebene  läfst  sich 
reduzieren;  nutn  erhalt  ftLr  sie 

(2)  ^^li  +  ^H  +  ^ü  +  ^li—^- 

Desgleichen  werden,  wenn  eine  Kurve  durch  zwei  homo- 
gene Gleichungen 

f{^u  ^«;  ^s;  ^4)  —  O7     ^(^0  ^«;  ^87  a;^  =  0 
definiert  ist,  die  Gleichungen  f&r  die  Tangente 

^»  dx,  ■*"  ^  aar,  "T-  ss  a^-  -t-  «4  >-  —  ^• 

Ist  die  Gleichung  (1)  algebraisch  und  yom  Grade  m  und 
sind  die  vier  partiellen  Ableitungen  yon  f  nicht  alle  null,  so 
wird  die  Gleichung  (2)  nur  vom  Grade  m  —  1  in  Bezug  auf  ' 
die  Koordinaten  des  Berührungspunktes.  Die  Zahl  m  heifst 
die  Ordnung  der  Fläche.  Betrachtet  man  alle  Tangentenebenen 
der  Fläche,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  ||^,  g,^,  1,^,  li^ 
des  Baumes  gehen,  so  wird  der  Ort  ihrer  Berührungspunkte 
durch  zwei  Gleichungen  definiert,  von  denen  die  eine  yom  m^% 
die  andere  yom  m  —  1^  Grade  ist.  Diese  Kurye  ist  demnach 
im  Allgemeinen  yon  der  Ordnung  m(m  —  1).  Betrachtet  man 
zwei  yerschiedene  Punkte  im  Räume  und  konstruiert  zu  jedem 
den  berührenden  Kegel,  so  schneiden  sich  die  Kuryen,  längs 
welcher  diese  Kegel  die  Fläche  berühren,  im  Allgemeinen  in 
m(m —  1)^  reellen  oder  imaginären  Punkten;  denn  diese  Punkte 
smd  aus  einer  Gleichung  wf*^  Grades  und  zwei  Gleichungen 
m  —  1*»  Grades  zu  bestimmen.  Die  zu  diesen  Punkten  ge- 
hörigen Tangentenebenen  gehen  durch  die  beiden  Kegelspitzen 
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Fig.  61. 


und  enthalten  demnach  die  Yerbindungsgerade.  Mithin  giebt 
es  bei  einer  Fläche  w*®'  Ordnung  im  Allgemeinen  fn(fn  —  1)* 
Tangentenebenen ^  die  durch  eine  beliebige  Gerade  im  Raum 
hindurchgehen.     Diese  Zahl  heifst  die  Klasse  der  Fläche. 

Für  m  =  2  folgt: 

Die  Flächen  jsweiter  Ordnung  sind  auch  von  der  zweiten 
Klasse  und  umgekehrt. 

§  2.  Die  Bogenlänge  einer  Saumkurve. 

267.  Definition  der  Bogenlänge.  In  derselben  Weise  wie 
bei  den  ebenen  Euryen  (Nr.  189)  haben  wir  auch  hier  bei  den 
räumlichen  yorzugehen.    Es  sei  CD  der  Bogen  einer  beliebigen 

Eurye^  die  wir  auf  drei  rechtwinklige 
Axen  Ox^  Oy,  Ob  beziehen. 
Es  seien 

die  Gleichungen  unserer  Eurye  und, 
wenn  der  Parameter  t  stetig  wachsend 
yon  t^  bis  ^  geht^  möge  der  Punkt 
(z,  jff  z)   stetig  yon  C  nach  D  den 

Bogen  CD  entlang  wandern.   In  dem 

Interyalle   yon  t^  bis  t^    seien   fp^  ify  %  nebst  ihren  1^^  Ab- 

*  leitungen  (p\  ^',  %  stetig  und  f)',  ^',  x   mögen  yon  t^  bis  ^  ihr 

Zeichen  nicht  ändern.  Es  sei  nun  Jlf  irgend  ein  Punkt  des  Bogens 

CD,  welcher  dem  Parameterwerte  t  entspricht^  wo  ^o  <  ^  <  ^i 
ist.  Spannen  wir  den  Bogen  GM  entlang  einen  Faden,  so 
können  wir  ihn  wieder  geradlinig  an  einem  Lineal  ausspannen 

imd  so  die  Länge  des  Bogens  CM  messen.  Jedem  Werte  yon  t 
zwischen  t^  und  ty^  wird  so  eine  bestimmte  Zahl  entsprechen^ 

welche  die  Länge  des  Bogens  CM  mifst.     Auf  diese  Weise 

wird  die  Bogenlänge  CM  zu  einer  Funktion  des  Parameters  t^ 
deren  genaue  Definition  in  der  Integralrechnung  gegeben  wird^ 
und  die  wir^  wie  bei  den  ebenen  Euryen^  mit  s  bezeichnen: 

s=CM. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  den  DifiTerentialquotienten  ^ 
zu  ermitteln. 
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Zn  dem  Zwecke  yermehren  wir  t  um  A^  und  markieren 
den  Punkt  Jltf,  welcher  dem  Parameterwerte  /-f-  A^  entspricht. 
Seine  Koordinaten  seien  (x  -f*  ^^Iv  +  ^Vj  ^  -f*  Aj?).  Ziehen 
wir  nun  die  Sehne  MM\  so  wird  die  Länge: 

MM  =  VAo^  +  t.f + A.« = A^i/Tif)  +  (|f)+ (I-:)', 

wobei  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist.     Daher  wird: 

MM' 


A,-Äf-A,|/(|g-+ (1-5  + (!-')■ 


MM'  ' 


Qnd  mithin: 

A«^   MM 

At~   WM 


-  V(rD'+ (!?)■+ (^r- 


In  der  Integralrechnung  werden  wir  mm  zeigen,  dafs,  wenn 
der  Punkt  M'  nach  M  hineinrückt,  das  Verhältnis  des  Bogens 
ZOT  Sehne  den  Grenzwert  1  erhält;  es  wird  also  fOr  A/ «»  0 


der  gesuchte  Differentialquotient.     Wir  rekapitulieren: 
Satg.    Es  seien 

^  —  9(0;   y  =  KO.   ^  — «(0 

die  Gleichungen  einer  Baumkurve  und  9,  t,  %  nebst  ihren  ersten 
Abteilungen  q/,  fff\  %  stetig  in  dem  Intervalle  van  t^^  bis  t^.  End- 
lich soUen  g/,  i^\  %  m  dem  Intervalle  ihr  Zeichen  nickt  ändern. 
Entspricht  nun  dem  Parametenverte  t^  der  Punkt  C  der  Kurve j  dem 
Taramderwerte  t  des  IntervaUes  der  Punkt  My  so  ist  die  Länge  des 

Bogens  CM  eine  Funktion  von  t,  deren  Ableitung  durch  die 
Oleichung 

gelben  unrd.    Die  Quadratwurzel  ist  dabei  positiv  sfu  nehmen. 

Multipliziert  man  (1)  mit  dt,  so  erhält  man  das  Differential 
der  Bogenläi^e: 

(2)  ds^Yds^  +  dy^  +  d?. 

Ist  X  die  unabhängige  Yariabele  und  sind  also 
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y^f{x),    0-F(x) 
die  Eurvengleichungeiiy  so  wird 


368.  PolarkooTdinAten.    Sind  die  Gleichungen  der  Karye 
in  Polarkoordinaten  gegeben,  so  wird  nach  Nr.  251: 

o;  «a  r  sin  6  cos  ^,    y  «=-  r  sin  6  sin  ^^    0  ^=^r  cos  6, 
also 

da?  «■  rfr  sin  6  cos  ^  +  ^  cos  6  cos  ^d0  —  r  sin  6  sin  ^rf^, 

äy  <=  dr  sin6  sin^  -f-  r  cos8  sin^  (16  -f~  ^  sind  cos^ä^, 

dz  =  dr  cos  9  —  r  sin  9d9. 

Erhebt  man  diese  Gleichungen  ins  Quadrat  und  addiert 
sie^  so  folgt  nach  Ausziehung  der  Quadratwurzel 


ds  —  ydf^  +  r«d9*  +  r«  sin*9d<^*. 

Dieser  Ausdruck  lafst  sich  auch  leicht  direkt  bilden. 
Denn  in  dem  Polarsysteme  werden  die  Punkte  des  Baumes 
durch  den  Schnitt  dreier  Flächensysteme  bestimmt,  nämlich 
erstens:  der  konzentrischen  Engeln,  für  welche  r  allgemein 
den  Radius  bezeichnet;  zweitens  der  Botationskegel  mit  der 
A:ce  Oz,  für  welche  9  der  erzeugende  Winkel  ist;  drittens  der 
Ebenen,  welche  durch  die  Axe  Oz  gehen,  und  ffir  welche  ^ 
die  Neigung  zur  festen  Ebene  zOx  angiebt.  Betrachten  wir 
nun  einen  krummlinigen  Pyramidenstumpf,  bei  welchem  zwei 
gegenfiberliegende  Eckpunkte  mit  den  Endpunkten  des  Bogens 
A5  einer  gegebenen  Kurve  zusammenfallen,  und  der  durch 
die  Eugel  mit  den  Radien  r  und  r  -{-  Ar,  durch  die  E^el 
mit  den  Winkeln  9  und  9  -f-  ^^;  endlich  durch  die  Ebenen 
mit  den  Winkeln  ^  und  ^  +  ^i^  bestimmt  ist.  Die  Basis 
dieses  Pyramidenstumpfs  ist  auf  der  Eugel  mit  dem  Radius  r 
ein  Rechteck,  das  von  vier  Ereisbogen  gebildet  wird.  Zwei 
gegenüberliegende  Seiten  sind  Bogen  groläter  Kreise  und  haben 
die  Länge  rA9,  die  beiden  anderen  Seiten  haben  die  Länge 
r  sin9A^,  und  r  8in(9  -f-  A9)  A^,  endlich  projiziert  sich  der 
Bogen   As    auf   die   Eugel    längs    einer   Diagonale  y  dieses 
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Rechteckes.  Die  drei  Bogen  rAO,  r  sinOA^^  y  haben  zu  ihren 
Sehnen  ein  Verhältnis ,  das  an  der  Grenze  d.  h.  für  A6  >»  0 
gleich  eins  wird.  Femer  bilden  die  beiden  ersten  Sehnen  einen 

Winkel  mit  einander^  der  för  AO  «=0  gleich  y  wird;  folg- 
lich ist 

/  —  (r«  Ae*  +  r«  sin«  6  A^*)  b, 

wo  £  fOr  A^-bO  gleich  eins  wird.  Desgleichen  haben  A$  und  y 
zu  ihren  Sehnen  ein  Verhältnis,  das  für  für  A8  «s  0  gleich  1 
wird,  und  der  Winkel,  den  Ar  mit  der  Sehne  des  Bogens  y 
bildet,  wird  f&r  A6  »«  0  gleich  einem  rechten;  also  ist 

As«  — (/  + Ar»)  B^. 

Die  beiden  Gleichungen  ergeben  also 
As*        A^ 


Ji  «1  +  [f  8"^*Ö  ^  +  r«)  6«i, 


AB'       Ae 
geht  man  zur  Grenze  über,  so  wird 

oder 

ds^  —  dr^-^-i^  sin«  6  d^«  +  r«d0«, 

wie  oben  gefunden  wurde. 

259.  Biohtungswinkel  der  Tangente.  Die  Winkel  a,/3,7^y 
welche  die  Tangente  in  dem  einen  oder  andern  Sinne  ihrer 
Richtung  mit  den  positiven  Eoordinatenaxen  eines  rechtwink- 
ligen Systemes  bildet,  sind  nach  Nr.  252  proportional  den 
Differentialen 

dXy   diff  dz] 

bezeichnet  nun  s  die  Bogenlänge  der  Kurve  von  einem  festen 
An&ngspnnkte  bis  zum  Punkte  M  (^,V,  ier),  so  ist  die  Summe 
dx*  -{-  dy^  +  dz^  gleich  ds«,  und  die  Belation 

008  a       cos  ß       cos  y 
dx  dy  dz 

giebt,  da 

cos«  a  +  cos«  ß  +  cos«  y  «» 1 
ist: 
/,x  dx  Q       dy  dg 
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Die  Vorzeichen  sind  überall  ganz  bestimmte;  dem  ent- 
spricht,  dals  durch  diese  Formeln  ähnlich  wie  in  Nr.  194 
schon  entschieden  ist,  welche  yon  den  beiden  entgegengesetzt 
gleichen  Richtungen  der  berührenden  Geraden  als  Bicktung 
der  Tangente  anzusehen  ist,  es  ist  das  diejenige,  für  welche 
die  unabhängige  Veränderliche  wächst. 


§  3.   Krümmung  einer  Saumkurre. 

An  die  Spitze  dieses  Paragraphen  stellen  wir  die  For- 
derung: 

Forderung  S).    Die  Forderung  85  ist  erfüUt     Sind 

^  —  9(0;  y  =  t(t)7  ^  —  x(f) 

die  Gleichungen  der  Raumkurve^  so  sind  aufserdem  die  drei  Aus- 
drücke: 

^j  jt  f  _r         f     ff  'ff  f     tt  tt     t 

y  0  —  y  ZfZx  —  z  X  f  xy  —  x  y 
nie  gleichzeitig  nuU  an  der  gerade  betrachteten  Stelle  t. 

260.  Definition  der  Krümmung.  Der  Bogen  AM  einer 
Kurve  werde  yon  einem  beweglichen  Punkte  in  der  Richtung 
von  A  nach  M  durchlaufen;  als  Richtung  der  Tangente 
in  jedem  Punkte  fixieren  wir  die  der  Nr.  259.  Aus  dem 
Centrum  einer  Kugel,  deren  Radius  gleich  der  Längeneinheit 

und    deren   Mittel- 
7»^  punkt   ein  beliebi- 

ger Pxmkt  0  ist, 
ziehen  wir  nun  Ra- 
dien parallel  zu 
den  Richtungen  der 
Tangenten,  die  in 
den  verschiedenen 
Punkten  des  Bogens  AM  konstruiert  sind.  Der  Ort  der  End- 
punkte dieser  Radien  ist  eine  sphärische  Kurve,  und  die  Länge 
a^s=:(f  derselben,  die  dem  Bogen  AM^=^s  der  gegebenen 
Kurve  entspricht,  heifst  die  absolute  Krümmung  des  Bogens 
AM, 

Ist  der  Anfangspunkt  A  des  Bogens  A  M  fest,  der  End- 
punkt Jf  beweglich,  so  sind  s  und  6  variabele  Groüisen.    Das 


Fig.  62. 
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Differential  dö  der  Krümmung  wird  der  KonUngenewifikd  der 
Kurve  im  Punkte  M  genannt. 

Ist  AM  eine  ebene  Eurre^  so  ist  a^u  der  Bogen  eines 
grofsten  Kreises^  durch  welchen  der  Winkel  zwischen  den 
Tangenten  in  den  Endpunkten  des  Bogens  AM  gemessen  wird. 
Die  obigen  Definitionen  decken  sich  also  bei  ebenen  Kurven 
mit  den  in  Nr.  195  gegebenen. 

Erteilt  man  nun  dem  Bogen  s  den  Zuwachs  As  «>•  MJSir, 

80    bekommt    die    Krümmung   6   das   Inkrement   Atf  ^=*  ^^\ 

Der  Winkel  i^  den  die  Tangenten  MT,  M'  T  mit  einander 

bilden^  wird  gleich  f^Ofi'  oder  gleich  dem  Bogen  des  grofsten 

Kreises  fif»';  folglich  ist 

%  Kreisbogen  fft  f* '  Kreiabogen  fifi'  Sehne  f*fft' 

Atf         Enrvenbogen  f^fi'  Sehne  ^yJ         Kurvenbogen  ftf*' 

Die  Quotienten  auf  der  rechten  Seite  werden  aber  beide 
gleich  1^  und  folglich  ist 

lim  >--  a»  1. 
Äff 

Dies  besagt:  Das  Verhältnis  zunschen  dem  Winkd^  den  die 
Tangenten  in  den  Endpunkten  eines  verschwindenden  Bogens 
bilden^  und  der  Krümmung  dieses  Bogens  hat  den  Qrensswert  1. 

Wie  bei  den  ebenen  Kurven  nennen  wir  mittleres  Erüm- 
mungsmafs  eines  Kurvenbogens  das  Verhältnis  der  absoluten 
Krümmung  zur  Bogenlänge.  Demgemäis  wird  das  Krümmungs- 
mafs  oder  schlechtweg  die  Krümmung  der  Kurve  in  einem 
Punkte  M  der  Grenzwert  der  mittleren  Krümmung  eines  ver- 
schwindenden Bogens^  dessen  einer  Endpunkt  M  ist.  Krüm- 
mungsradius ist  der  Radius  eines  Kreises,  dessen  Krümmung 
gleich  der  der  Kurve  im  Punkte  M  ist. 

Nach  diesen  Definitionen  wird  also  die  Krümmung  der 

Kurve  AM  im  Punkte  M: 

f     Äff        de 
A«        ds ' 

ds 
und  der  Krümmungsradius  ü  «»  ^  wie  bei  den  ebenen  Kurven. 

Hierzu  mag  noch  Folgendes  bemerkt  werden. 

Das  Yorzeiahen  von  ds  ist  nach  Nr.  257  stets  positiv, 
wenn  die  unabhängige  Yariabele  wächst.     Das  von  dö  stimmt 
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mit  dem  von  Atf  überein,  sobald  JMf  hinreichend  nahe  an  M. 
liegt.  Mithin  ist  es  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der 
Winkel  fiOfi'  positiv  oder  negativ  ist;  d.  h.  je  nachdem  bei 
der  Bewegung  von  fi  nach  yi!  der  Pimkt  o  zur  Linken  oder 
zur  Rechten  bleibt. 

Die  vorigen  Betrachtangen  setzen  voraus  ^  dals  auf  den 
Wege  von  A  nach  M  dö  nie  null  wird.  Der  Ausdruck  (3) 
der  nächsten  Nummer  zeigt,  dafs  dies  durch  die  Forderung  Z> 
ausgeschlossen  isi 

26L  Der  Krümmongsradiiu.  Die  Kurve  AM  sei  auf 
drei  rechtwinklige  Axen  bezogen  und  ihr  Anfangspunkt  O 
sei  der  Mittelpimkt  der  mit  dem  Radius  1  konstruierten 
EugeL  lüt  X,  y,  z  bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punk- 
tes M,  mit  €c,  ß^y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  MT  der 
Tangente  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildetJDie  Koor- 
dinaten des  Punktes  [i  der  sphärischen  Kurve  werden  dann 

cosa,    cos/3,    COS}/, 

da 
dt 

(1)  <^  =  +  /(cosa)'« "+  (cos/J/*  +  (cosy)'«, 

wo  das  Vorzeichen  nach  Nr.  260  zu  bestimmen  ist  und  die 
Ableitungen  nach  t  durch  Accente  bezeichnet  sind. 

Man  kann  noch  einen  andern  Ausdruck  fELr  ff'  bilden. 
Differentiiert  man  die  Gleichung 

dx       x' 
cos«  =  ,-   «■  -7-, 
ds         8  ^ 

so  wird 

(cos  aY ««-    , 

^  ^  8 

also 

(cos«)«-(-J ^^,  _  +  (__). 

Ersetzt  man  hier  x  erst  durch  y,  sodann  durch  0,  so  erhält 
man  die  Ausdrücke  fOr  (cos/S)'*  und  (Qoay)'*]  und  demnach 
wird 

«'.„^.__-M 2f,(a;'a:"+yY'+*V')+^(«''+y''+n 

Die  Gleichung 


und  folglich  wird  die  Ableitung  ^  des  Bogens  dieser  Kurve 


X  X  8 


8-  «'«' 
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ergiebt  aber  durch  Differentiation 

und  nach  Substitution  dieser  Werte  erhalt  man: 

(2)  «'«]^2±Z!+Z!EZI. 

Multipliziert  man  Zahler  und  Nenner  mit  d^  und  ersetzt  dann 
i^  und  dd'  durch  ihre  Werte  als  Funktionen  der  Koordi- 
naten^ so  wird 

was  sich  auch  in  der  Form  schreiben  läfst; 

9 

Hier  ist  die  unabhängige  Yariabele  nicht  näher  bezeichnet. 
Wählt  man  aber  den  Bogen  s  als  diese  Yariabele,  so  wird 
s"  null  und  die  Gleichung  (2)  bekommt  die  einfachere  Form: 

Das  Vorzeichen  ist  wieder  nach  Nr.  260  zu  bestimmen. 
Ist  rf^  =  0,  so  ist  auch  ^  =  0.    Dann  liefert  (3): 

yV  — yV—0,  /«"— /V— 0,  aff/'  —  x"y^O. 
Also  die  gemeinsamen  Wurzeln  t  der  zwei  Gleichungen 

(i\  *"  _  y"  =  f^' 

w  V  —  y  =  /- 

liefern  die  Punkte  ^^  welche  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
ausgeschlossen  wurden. 

Nach  der  Gleichung  (3)  erhält  der  Krümmungsradius  R 

oder  j-  ■=»  —  als  Funktion  der  Koordinaten  den  Wert: 
de       c 

jß_  l/(y«  +  y'«  +  ^")*       


Diese  Formel  gilt,  wie  auch  die  unabhängige  Yariabele  defi- 
liiert  sein  mi^. 
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362.  Die  Hanptnormale  einer  Baumknrve.  Wir  be- 
trachten eine  Raumkurve  AM  und  die  zagehörige  sphärische 
Kurve  a^  (Fig.  in  Nr.  260).  Durch  den  Punkt  [i  dieser  letz- 
teren Kurve  legen  wir  die  Tangente  ^v  und  durch  den  ent- 
sprechenden Punkt  M  der  gegebenen  Kurve  die  Gerade  MN 
paraUel  zu  [nv,  Die  Gerade  MN  heifst  dann  die  Hauptnor- 
male  der  Kurve  AM  im  Punkte  M.  Die  Richtung  der  Haupt- 
normalen ist  die  von  fi  nach  v. 

Sind  9>;  ^;  X  ^^  Winkel,  welche  die  Richtung  MN  oder 
fiv  mit  den  positiven  Koordinatenaxen  bildet,  so  wird,  da 
cos  a,  cos  /3,  cos  y  die  Koordinaten  des  Punktes  fi  sind  (Nr.  259): 

/.N  dcpsa  ,         d  cos  ß  dcosy 

(1)  COS  9--^—,    cos^ ^-/,     C08X  =  -^J^, 

oder: 

jdx  jdy  jdz 

da  d  d~ 

(2)  C08  9)  =  jB   -^^,    COS^  =  jB-^,     C08X  =  B-^. 

Wählt  man  den  Bogen  s  als  unabhängige  Yariabele,  so 
kann  man  schreiben: 

268.  Krümmnngsmittelpunkt  und  Exümmungsaze.  Wenn 

man  in   einem  Punkte  M  der  Raumkurve  AM  die  Tangente 

rig.  68.  MT  und   die   Hauptnormale   ilf  ^  zieht 

und  den  Kreis  in  der  Ebene  NMT  kon- 
struiert, dessen  Radius  der  Krümmungs- 
radius ist  und  der  die  Tangente  MT  in 
M  derart  berührt,  dals  er  mit  den  benach- 
barten Kurvenpunkten  auf  der  nämlichen 
Seite  der  durch  MT  senkrecht  zu  NMT 
gelegten  Ebene  liegt,  so  wird  das  Cen- 
trum G  dieses  Kreises,  welches  auf  der  Hauptnormale  Jlf^ 
liegt,  der  Krümmungsmittdpmüct  des  Punktes  M  genannt.  Die 
Richtung  MC  ist  die  Bicktwng  des  Krümmungsradius.  Er- 
richtet man  im  Punkte  C  die  Gerade  GH  senkrecht  zu  NMT, 
so  heifst  diese  die  Erümmungsaxe;  wird  dagegen  das  Lot  auf 
der  Ebene  NMT  im  Kurvenpunkte  M  errichtet,  so  heifst 
dies  die  Binormale. 
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Lehrsaie.    Es  seien 

die  Gleichungen  einer  Baumkurve.  Haben  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  t  die  FunJcHanen  9,  ^,  %  und  ihre  ersten  drei  Ab- 
leitungen bestimmte  endliche  Werte,  und  ist  an  der  betreffenden 

Stelle  ^-   nicht  null,  so  gilt  der  SatB: 

Die  0u  dem  Kurvenpunkte  gehörige  Krümmungsaxe  ist  die 
Grendage  des  Schnittes  der  NormcUAene  mit  einer  benacHbarten 
Normalebene, 

Denn  die  Gleichung  der  Normalebene  wird: 

(1)      (5  —  x)  coB  a  +  (iy  —  y)  cos  /J  +  (5  —  ^)  cos  y  ™  0. 

Diese  Gleichong  bezeichnen  wir  kurz  mit  F*»0.  Die 
Normalebene  in  einem  zweiten  Earyenpnnkte  wird  erhalten, 
wenn  man  in  der  Gleichung  (1)  die  Grofsen 

Xj  y,  z,  cos  a,  cos  ß,  cos  y 
durch 

X  +  Aa;,  y  +  Ay,  z  +  A;»,  cos  a  +  Acos  a,  cos  /J  +  Acos  /J, 

cos  y  +  A  cos  y 

ersetzt^  und  die  so  gebildete  Gleichung  werde  durch  K+  A  F—  0 
dargestellt.  Bezeichnet  t  die  unabhängige  Yariabele,  so  wird 
die  Schnittgerade  der  beiden  Normalebenen  durch  die  Glei- 
chungen 

definiert.  Mithin  wird  die  Grenze^  nach  welcher  diese  Schnitt- 
gerade  konvergiert,  wenn  der  zweite  Kurvenpunkt  in  den  ersten 
hineinrückt,  die  Gerade,  welche  durch  die  Gleichungen 

^       ^'   dt        ^' 

definiert  ist.  Die  eine  dieser  Gleichungen  ist  die  Gleichung  (1)^ 
die  andere  ergiebt  sich^  wenn  man  diese  differentiiert,  wobei 
^}V}t  ^^^  Konstante  anzusehen  sind;  dies  ergiebt: 

(6  —  a?)  (cos  «)'  +  (1?  —  y)  (cos  ßy  +  ({;  —  £()  (cos  y)' 

—  (x'  cos  a  +  y'  cos  /J  -|-  /  cos  y)  =«  0, 

Serret,  Diff.-  n.  IntegTftl-Rochnung.    I.    S.  Aufl.  28 
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oder  wenn  man  die  Formeln  von  Nr.  259  bis  Nr.  262  beachtet: 

(2)  (g  — x)  C0S9  +  (i?  — y)  cos^  +  {i  —  0)cosx~R. 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar,  die  senkrecht  zur 
Hauptnormale  ist  und  deren  Entfernung  yom  Punkte  M  gleich 
R  oder  MC  ist.  Zum  Beweise  des  ausgesprochenen  Lehr- 
satzes muCs  man  also  nur  noch  zeigen,  dafs  die  zu  Jlf  be- 
nachbarten Eurvenpunkte  zwischen  der  Ebene  (2)  und  der  zu 
ihr  parallelen  im  Punkte  M  sich  befinden.  Diese  letztere 
Ebene,  welche  übrigens  rektifiaierende  Ebene  genannt  wird,  ist 
durch  die  Gleichung 

(g  —  0?)  cos  9  +  (i?  —  y)  cos  ^  +  (S  —  ^)  cos  X  =  0 

bestimmt.  Ersetzt  man  g,  17,  t  durch  die  Koordinaten  x  -f-  Ar, 
y  -f-  Ay,  j0  -f*  AjET  eines  zu  M  benachbarten  Eurvenpunktes,  und 
wählt  man  jetzt  s  zur  unabhängigen  Variabelen,  so  giebt  der 
Ausdruck 

(3)  (5  —  x)  cosy  +  (ij  —  y)  cos^  +  (g  —  jEf)  co8;f 

=  Ax  cos  9  +  Ay  cos  ^  +  Air  cos  % 

den  Abstand  des  Punktes  (x  4~  Aa?,  y  -f-  Ay,  j?  -f-  Ajer)  yon 
der  rektifizierenden  Ebene.  Hat  dieser  Ausdruck  dasselbe 
Vorzeichen  wie  JR,  so  liegen  nach  (2)  auch  die  Eurvenpunkte 
in  der  Umgebung  von  M  auf  derselben  Seite  der  rektifizieren- 
den Ebene  wie  die  Erümmungsaxe.  Dies  ist  aber  wirklich 
der  Fall.     Denn  nach  dem  TaylarBchen  Satze  wird: 

Ax  -  a;'.  A^  +  ^  (AO*  +  ^  (A0% 

wo  x^"^  den  Wert  von  x"  für  eine  Zahl  zwischen  t  \md 
t  +  At  bedeutet.  Analoge  Ausdrücke  ergeben  sich  für  Ay 
Ajer,  und  eine  leichte  Bechnung  ergiebt^  wenn  man  diese  Werte 
in  den  Ausdruck  (3)  einsetzt,  als  Abstand  des  Eurvenpunktes 
{x  +  Aar,  y  +  Ay,  0  +  Az)  von  der  rektifizierenden  Ebene: 

I  ^-  (Aty  +  ^  {xr  cos  9  +  yr  cos  ^  +  .^  cos  z)  -  {At)\ 

Für  hinreichend  kleine  A<  hat  dieser  Ausdruck  dasselbe  Zeichen 
wie  jj  —  e\  sobald  dies  nicht  null  ist,  und  also  ist  unser 
Satz  erwiesen. 
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In  den  besonderen  Punkten^  für  welche  JS  s«  cx)  wird;  liegt 
der  Erümmungsmittelpiinkt  und  die  Ejrümmmkgsaze  unendlich 
weit;  sie  sind  durch  die  Forderung  S)  ausgeschlossen. 

Für  die  Koordinaten  x^,  y^y  b^  des  Erümmungsmittel- 
Punktes  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(4)     a:, — a;«Bjßcos9),    y^  —  y  =  JBcos^,    z^ — j»  ■«  B  cos  ;|r, 

oder 

^dx  ^dy  ^dz^ 

x.-a;=.J?-^f,    y,-y^B^-^,    ..-.-i?-^f. 

Die  Formeln  (4)  lehren  ^  dafs  die  Richtung  der  Haupt- 
normalen  mit  der  des  Exümmungsradias  übereinstimmt  oder 
ihr  entgegengesetzt  ist^  je  nachdem  i2  positiv  oder  negativ  ist. 

M4.  Biohtaxig  der  Binormale.  Bezeichnen  wir  mit  l,  (i,v 
die  Winkel,  welche  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  Bich- 
tungen  der  Erünunungsaze  oder  Binormale  mit  den  positiven 
Koordinatenaxen  bildet,  so  bestehen,  da  diese  Gerade  senk- 
recht zur  Tangente  und  senkrecht  zur  Hauptnormale  ist,  und 
da  auch  diese  letzteren  zu  einander  senkrecht  stehen,  zwischen 
den  Kosinus  der  neun  Winkel 

^fßf?]     ^j^yX'i     ^»f*;V 

die  bekannten  Relationen,  nämlich: 

(1)  co8*a  + cos*/3  +  cos*y=  1,    cos* 9  +  cos^ ^  +  ßOß* Z  =  1; 

cos*  l  +  cos*  fi  +  cos*  V  «=  1 ; 

(2)  cos*  a  -f-  cos*  q>  +  cos*  A  =  1 ,    cos*  ß  +  cos*  ^  +  cos*  f*  =  1, 

cos*  y  -f-  cos*  %  +  cos*  v  «=  1 ; 

cos  a  cos  (p  +  cos  ß  cos  ^  +  cosy  cos  %  =  0, 

(3)  cos  a  cos k  -f-  cos  ß  cos fi  +  cos  y  cos  v  «=  0, 
cosy  cos A  -f"  cos^cosft  +  cosx  cosv  =  0; 

)i  cos  a  cos  ß  -j-  cos  9  cos V'  +  cos  A  cos  ft  «=  0, 
cos  a  cos  y  +  cos  9  cos  %  +  cos  A  cos  1/  =  0, 
cos  ß  cos  y  +  cos  ^  cos  %  +  cos  fi  cos  v  «*«  0; 

23* 
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(5) 


COS  A  ««  +  (cos  ß  cos  X  —  008  y  cos^), 
cos  ^  —  +  (<5^8  y  cos  g>  —  cos  a  cos  %) , 
cos  V  «=  -4-  (cos  a  cos  ^  —  cos  /}  cos  9); 

cos  9?  =  +  (cos  ffr  cos  y  —  cos  v  cos  ß), 
cos  ^Z'  =  +  (cos V  cos  a  —  cos  l  cos  y), 
cos  3t  =  Hh  (cos  X  cos  /J  —  cos  tt  cos  a) ; 

cos  «  «=  +  (cos ^  cos  V  —  cos  X  cos  f*), 


cos  /J  =  +  (cos  %  cos  k  —  cos  9>  cos  v), 
cos  y  «=  +  (cos  q)  cos ft  —  cos  ^  cos  il); 

(6)  cos il (cos /J  cos 3t — cosycos^)+cosfi(cosycos9  —  cosacos;|r) 
+  cos  V  (cosa  cos^  —  cos/J  COS9)  =  +  1. 

In  den  zehn  Gleichungen  (5)  und  (6)  müssen  entweder  nur 
die  oberen  oder  nur  die  unteren  Zeichen  gewählt  werden. 
Dieselben  beziehen  sich  auf  die  eine  oder  die  andere  Richtung 
der  Erümmungsaze. 

In  den  vorhergehenden  Paragraphen  sind  die  Ausdrücke 
für  die  Kosinus  der  Winkel  a,  ßy  y  und  %  ^^  x  ^^  Funktionen 
des  Parameters  t  gegeben.  Die  drei  ersten  Gleichungen  (5) 
lassen  auch  die  Kosinus  der  Winkel  iL,  ^^  v  in  derselben  Weise 
ausdrücken.  Die  erste  dieser  Gleichungen  läfst  sich^  ohne  dafa 
die  unabhängige  Yariabele  fixiert  wird,  schreiben: 

und    durch    Vertauschung    der   Buchstaben    erhält    man   das 
Gleichungssystem : 


(7) 


COS  il  «=  +  J? 


y'z"-z'y' 


8 


'8 


y 


cos^  ^ 
C0S1/ 


^  TT 


8 


f    ft  #    // 


L  pgy  —y  g 


=  +i? 


8 


205.  Differens  rwisolien  Eurvenbogen  und  Sehne.  Einen 
sehr  bemerkenswerten  Ausdruck  für  die  Differenz  zwischen 
einem  Kurvenbogen  und  seiner  Sehne  erhält  man,  wenn  man 
die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten  des  Bogens  einfährt. 
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Diese  Bechnmig  möge  hier  Platz  finden  als  eine  interessante 
Anwendung  der  gewonnenen  Resultate. 

Es  sei  s  die  Länge  des  Bogens,  gerechnet  von  einem 
willkürlichen  Anfangspunkt^  x^  y^  z  seien  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  des  Endpunktes;  die  GroDse  s  werde  als  unab- 
hängige Yariabele  genommen ,  22  bezeichne  den  Krümmungs- 
radius im  Endpnnkt.     Dann  ist 

(t)       (g)+(3?r+ §)■-!, 
m       m)'+  mr+  ©r-  *.  ■ 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  (1)  folgt: 

,«x  dx  d*x    ,    dy  d\y    .dz_d*z ^ 

W  d8  äs*  "^  d8  ds^  '^  da  ds*  ~  ^' 

Differentiiert  man  diese  Gleichung  von  Neuem,  so  erhält  man 
unter  Berücksichtigung  von  (2): 

,  .V  dx  d^x  _,    dy  d^y     ,    dz  d^z 1 

W  57  d?"  "•    ds  ~d^  "^  ds  d?  iJ>  * 

Die  Differentiation  von  (2)  ergiebt  femer: 

W  d«*   d«»  "•     ds*   da*  "•    d«*  d«»  2     ds  ' 

und  endlich  die  Gleichung  (4)  auf  Grund  von  (5): 

d  — 
r^v  dx  d*x  j.    dy  d*y  j,    dz  d*g 8     B* 

^^^  da  Is*  "^  ds   di*"  "^  ds  d«*  ~  ~  2    da  ' 

Sind  Ax,  Ay,  Az  die  Inkremente  von  rr,  y,  r,  wenn  s  um 
As  wächst,  so  hat  man  nach   der  TayZorschen  Entwickelung: 

Aä       dx    .     1   d^x  .      ,    1   d^x  A   9   I     1   d*x  A   q    I 
ÄI  ■=•  d,  +  T  W^*  +  -6-  rfj^^^+  84  dF^*    +  **• 

i^  bezeichnet  eine  Grofse,  die  mit  As  von  mindestens  4^  Ord- 
nung null  wird.  Die  in  den  folgenden  Formeln  auftretenden 
Grojjsen  s^  werden  ebenfalls  sämtlich  mit  As  von  mindestens 
4*"  Ordnung  null,  sie  sind  aber  von  Formel  zu  Formel  ver- 
schiedene Funktionen  von  As,  Erhebt  man  diese  Gleichung 
ins  Quadrat,  so  erhält  man 
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/Aa?\«      (dxy  ,   dxä}x  .       ,   Tl  dxd^x    ,     1  /d"a:\n  a   i 

j^  r  1  drc  d*«    ,    1  d*x  d'«"l  a   <j    i_ 
+  Li2  57  di^  ■*■  6"  d?  di^J^^  "•"  **• 

Hieraus  gewinnt  man  die  Werte  von  (x   )    ^^^  (ä~)  >  ^®*"^ 

man  y  und  jet  an  Stelle  von  x  schreibt;  addiert  man  als- 
dann diese  drei  Gleichungen,  so  folgt  auf  Grund  der  früheren 
Gleichungen: 


d' 


Zieht  man  gemäfs  der  Binomialformel  die  Quadratwurzel 
auS;  so  wird 


A»  *         2  Vl2  ü'  T^  24   d8    "*  ^  W  ^ 

oder 

.}, 

/„v      VAaj'  +  Ay'  +  A««       ,         1  A«»        1     ä' a    s    i 
(^)      ^^— A,-^ l-24ljf-48^r^*   +**• 

Diese  letzte  Gleichung  kann  noch  auf  eine  andere  Weise  ge- 
schrieben werden.  22  bezeichnet  den  Krümmungsradius  im 
Endpunkte  des  Bogens  s^  also  im  Anfangspunkte  von  As; 
mit  2!|  werde  der  Krümmungsradius  im  Endpunkte  des  Bogens 
As  bezeichnet.     Die  Differenz  der  Gröfsen 

— ^-T und     -. 

A5  .     ds 

wird  mit  As  nuU^  und  substituiert  man  die  erste  derselben 
in  die  Gleichung  (7)  an  Stelle  der  zweiten,  so  wird  dadurch 
nur  die  Grölse  £4  geändert.     Es  ist  demnach 

A»  —  1  —  \^i  -r  2j/»;  48"  "•"  ^*- 

Multipliziert  man  endlich  beide  Seiten  mit  As,  so  wird 

(8)    VAa;»  +  Ay«  +  A«»  =  As  -  ^  Q.  +  ^)  As»  +  ««; 

£5  wird  mit  As  mindestens  von  der  fünften  Ordnung  null. 

Die  Differenz  zwischen  einem  Bogen  As  und  seiner  Sehne 
ist  also  gleich 
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?8  (i  +  B?)  ^«* 


48 

bis  auf  eine  GröfBe^  die  mit  A^  multipliziert  ist.  Dabei  be- 
deuten R  und  22^  die  Krümmungsradien  in  den  Endpunkten 
von  As. 

Wir  wenden  die  Gltfichung  (8)  auf  den  Bogen  eines  Kreises 
vom  Radius  1  an.    Ist  A^  *=  2a^  so  ist 


YAx^  +  Ay*  +  Aii«  —  2  sin  a, 

und  die  Formel  (8)  giebt: 

sm  a  —  a  —  y  +  «5. 

206.  Ordnung  der  Berfihnmg  einer  Kurve  und  FlAohe« 
Es  sei 

(1)  B  -  F{x,  y) 

die  Gleichung  einer  Fläche.  Für  x  '^  x^,  tf  "^  9o  °^oge  5  =»  xr^ 
werden ;  dann  ist  M{x^j  y^^  z^  ein  Punkt  der  Flache.  In  der 
n  mgebung  der  Stelle  x^^x^y  tf  ""  tfo  i^ioge  F{x,  y)  nebst 
seinen  sämtlichen  Ableitungen  bis  zur  n  -|-  1^*^  Ordnung  ein- 
schliefslich  stetig  sein. 
Es  seien  zweitens 

(2)  y-r(^),    z~F{x) 

die  Gleichungen  einer  Raumkurve;  für  x  '^  x^  werde  y  -» J^o 
und  0  "B  £rQ.  Dann  ist  M  auch  ein  Punkt  der  Raumkurve; 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x«^  x^  sollen  f  und  F  nebst 
ihren  n  +  1  ersten  Ableitungen  bestimmte  endliche  Werte 
haben. 

Wir  betrachten  nun  den  Cylinder 

(3)  y  -  fix) 

und  fragen  nach  der  Schnittkunre  dieses  Cylinders  mit  der 
Fläche  (1).  Nennen  wir  e^  die  jbi- Koordinate  dieser  Schnitt- 
kurve,  so  wird 

nebst  seinen  n  +  l  ersten  Ableitungen,  die  nach  der  Regel 
der  Nr.  71  zu  bilden  sind,  stetig  in  der  Umgebung  der  Stelle 
X'^Xq.  Für  X'^Xq  selbst  wird  z^  =»j?o>  da  die  Fläche  (1) 
und   die   Raumkurve   (2)    den    Punkt   M(Xq,  y^,  Zq)    gemein 
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haben.     Entwickeln   wir   daher   G{x)   nach   dem   Taylarschen 
Satze ^  so  wird: 

(4)    g,^Gix,)  +  ^-^ix-x,)  +  -.- 

Dabei  bedeutet  Xi  eine  Zahl  zwischen  x^^  und  a;,  und  es  ist: 

G (a:o)  —  i^o  =  -^(^o>  yo)  =  ^i^o)- 
Wir  bilden  nun  die  Differenz  z  —  z^  zwischen  der  j?- Ordinate 
0  BS  F(x)  unserer  Raumkurve  (2)  und  die  der  j?^- Koordinate 
der  Schnittkurve  von  unserer  Fläche  (1)  und  des  Cylinders  (3). 
Ihr  absoluter  Wert  giebt  den  Abschnitt  des  Lotes  e  an,  welcher 
zwischen  der  Fläche  (1)  und  der  Raumkurve  (2)  enthalten  ist. 
Aus  der  zweiten  Gleichung  (2)  folgt: 

(5^  xr - F(»o)  +  -i'^'^  (x-x,)  +  --- 

+  —i^r  (^  -  *o)" + iM-oi  -  (*  -  *o)'+' 

und   es   ist   wieder  x^   eine  Zahl   zwischen  x^  und  x,     Sub- 
trahieren wir  (4)  von  (5),  so  erhalten  wir  den  gesuchten  Wert: 

Ist  nun  k  eine  ganze  positive  Zahl,  kleiner  als  n,  so  kann 
es  vorkommen,   dals  die  k  ersten  Potenzen  von  {x  —  Xq)  in 
der  Entvnckelung  (6)  fortfallen,  aber  nicht  mehr  die  t  +  l****i 
so  dafs 
(7)  FiXo)^G'ixo\...,  i?'WK)-ö<*'(a;o);  J'(*+»>(a;o)+G(H-i)(x„) 

wird.     Dann  wird  die  Differenz  sf  —  g^  für  x  «^  x^  null  von 
der  k  +  1**"  Ordnung,  und  man  hat: 

Wir  sagen  in  diesem  Falle,  dafs  die  Fläche  (1)  und  die 
Baunikurve  (2)  sich  int  Funkte  M  in  der  kf*^  Ordnung  berühren. 
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Ist  l »»  0^  80  schneidä  die  Kurve  (2)  die  Fläche  (1)  im 
Punkte  M.  Ist  %  ■»  1  ^  so  wird  die  Tangentialebene  an  die 
Fläche  (2)  im  Punkte  M: 

(9)    e  -  i^o  -  F::  (x, ,  yo)  •  (6  -  ^o)  +  F;  (x,  ,  j^o)  •  (v  -  Vo)- 
Dagegen  wird  die  Tangente  an  die  Eaumkurve  im  Punkte  M: 

(10)  n-Vo-  f'M  •  a  -  ^o),  g  -  ^0  ~  -P'W  •  (I  -  ^). 

Da  aber  &  —»  1  ist,  so  wird: 

(11)    F'(xo)  -  G'(x,)~[FJ{x,y)+F;{x,y)-f/}.^^,,^,, 

Mithin  wird  die  Gleichung  (9)  identisch  erfüllt  von  allen 
Werten  5;  fl>  5>  welche  (10)  erfüllen.  Im  Falle  der  Berührung 
ersier  Ordnung  liegt  also  die  Tangente  der  Baumkurve  (2)  in 
der  Tangentialebene  der  Fläche  (1). 

Wir  wollen  nun  die  allgemeine  Definition  der  Berührung 
h^  Ordnung  uns  geometrisch  yeranschaulichen. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Figur  64  und  legen 
den  Koordinatenanfang  in  den  Punkt  M, 
dann  ist:  ^***  ^• 

Die    Tangentialebene    der    Fläche    (1)        \ 
machen  wir  zur  a;y-Ebene;  dann  wird:    ^^ 

und  mithin  nach  (11)  auch: 

r{x,)  -  G'ixo)  =  0. 
Es  wird  daher  einmal  nach  (5) 

imd  sodann  wird  die  Gleichung  (8): 

(13)    0  —  jeTj  =  Ci+i  •  a;*+^  H 1-  CnOif'  +  q>{x)  •  a?"+^ ; 

dabei  bedeuten  Ck-\.i .  • .  c»  Konstante^  deren  erste  von  null 
verschieden  ist  und  q>(x)  eine  Funktion  von  x,  welche  in  der 
Umgebung  der  Stelle  x*=^0  bestimmte  endliche  Werte  hat. 
Die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  (12)  ist  jetzt 
eyident.  Ist  M'ix^  y^  z)  in  Fig.  64  ein  Punkt  der  Baumkurve, 
welcher  in  der  Umgebung  des  Punktes  M  liegt,  so  ist  Zi  sein 
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Abstand  vou  der  Tangentialebene  in  M.  Ist  m  der  Schnitt- 
punkt des  von  M'  auf  die  Tangentialebene  gefällten  Lotes 
mit  der  Fläche  (1),  so  ist  ß  der  Abstand  des  Punktes  tn  von 
der  Tangentialebene.  Also  wird  0  —  0^  der  Abstand  der 
Punkte  m  und  M'  von  einander  und  wir  erhalten: 

Andrerseits  wird  der  Abstand  M'K  des  Punktes  M'  yotl 
der  Flächennormale  in  M  gleich  Yx*  +  y*,  wo  y  —  F(x)  zu. 
setzen  ist.     Nach  (12)  wird  daher 

M'K^  —  x«  +  y»  —  X*  +  F(x)^  ^x^  +  f{x)'x\ 

wo  if(x)  in  der  Umgebung  von  x  »» 0  bestimmte  endliche 
Werte  hat.     Mithin  wird 

und  mithin 

lim  — ^ —  s^  lim  — „—  ^  1. 


Ä— 0     *'  «—0     ^* 


Also  ist  auch: 


lim —  1. 

«—0    ^ 


Da  demnach  mit  x  auch  M'K  verschwindet,   so  können  wir 
auch  schreiben: 

lim     =»  1. 

Nach  (14)  wird  aber: 

im    — 

Also  wird  auch 


i.       M'm 

hm  nr+T—CA+i 

x— 0  « 


Mm 

endlich  und  von  null  yerschieden;  d.  h.  M'm  wird  mit  M'K 
von  der  k  +  !*•**  Ordnung  null. 

Mithin  haben  wir  eine  rein  geometrische  Definition  der 
Berührung  k*^  Ordnung  gewonnen: 

Die  Fläche  (1)  und  die  Baunikurve  (2)  tnögen  den  Punkt  M 
gemein  haben.  Das  Lot  van  einem  M  benachbarten  Punkte  üf ' 
der  Raumkurve  auf  die  Tangentialebene  an  die  Fläche  in  M  schneide 
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die  Fläche  im  Punkte  m;  der  Abstand  des  Punktes  M'  von  der 
Flächennormalen  in  M  sei  M'K.  Alsdann  haben  die  Fläche  (1) 
und  die  Baumkurve  (2)  eine  Berührung  T^  Ordnung  in  M,  tvenn 
die  Länge  M'm  mit  M'K  von  der  k  +  !*•**  Ordnung  null  wird, 

267.  Osknlierende  FläoheiL.  Betrachten  wir  statt  einer 
Fläche  (1)  eine  Schar  von  solchen ,  deren  Gleichung  m  4~  1 
willkürliche  Konstante  enthält: 

und  behalten  unsere  Baumkorre  (2)  bei,  so  können  wir  wieder 
y  ssaf(^x)  in  (V)  einsetzen  und  erhalten  so  wie  in  (3): 

(3')     £j  «s  F{x,  f{x) ;  «1  . . .  am+i)  =  G{x]  a^ . . .  On^i)* 

Entwickeln  wir,  indem  wir  die  Voraussetzungen  der  vorigen 
Nummer  beibehalten,  g^  wieder  nach  Potenzen  von  x  —  Xqj 
so  wird 

wo 

Cjb  «-  jfj-  G^*)(a?o;  aj . . .  a^+i) 

ist.  Hingegen  wird  die  Entwickelung  (5)  der  vorigen  Nummer : 
wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist.     Wir  nehmen  an,  dafs  n  >  m  -f-  1  ist. 

Die  Entwickelung  (5)  giebt  eine  ;?- Koordinate  unserer 
festgegebenen  Raumkurve;  ihre  Koeffizienten  c  sind  feste  Zahlen. 
Die  Entwickelung  (4')  giebt  die  je^-Koordinaten  der  Pimkte,  in 
welchen  die  j9- Koordinate  unserer  Raumkurye  eine  jede  Fläche 
der  Schar  schneidet;  ihre  Koeffizienten  C  sind  daher  Funktionen 
von  den  willkürlichen  Gröfsen  öTj  . . .  a^+i: 


Cm  =  ffmiO'i  •  •  •  ö/n  +  i). 
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Wir  wollen  nun  die  a  so  bestimmen,  daCs 

^o(«i  •  •  •  «»»+0  =  Q  =  ^0 

91  («1  .  .  •  «m+l)  =  Cj  =  Ci 


(6) 


'm  *~^  »'in 


wird.  Dies  sind  m  -{-  1  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
m  -{-  1  Grofsen  a.  Im  Allgemeinen  reichen  diese  zur  Berech- 
nung der  Unbekannten  a^ . .  .Om^i  aus.  Setzen  wir  die  ge- 
fundenen Lösungen  in  den  Ausdruck 

Cm-^l  =  ^m  +  l  (ö^i  .  .  .  Om+l) 

ein,  so  wird  (7m +i  nun  seinerseits  bestimmt,  und  es  wird  im 
Allgemeinen  nicht  mehr 

(7)  Cm -1-1  =  Cm'-^l 

werden.  Den  gewählten  Werten  der  a  entspricht  dann  eine 
bestimmte  Fläche  unserer  Schar  (1^),  welche  unsere  gegebene 
Raumkurve  in  m  -{-  1^°'  Ordnung  und  daher  in  so  hohem 
Grade  als  möglich  berührt.     Wir  definieren  nun: 

Definition.  Eine  FläcJie  aus  elfter  Flächenschar,  welche 
eine  gegebene  RaumJctirve  in  so  hoher  Ordnung  als  möglicii  be- 
rührt, heisst  eine  osJculierende  Fläche  der  Schar. 

Stimmen  z.  B.  alle  Koeffizienten  der  Entwickelungen  (4') 
und  (5)  überein,  so  liegt  die  Kurve  ganz  in  der  Fläche;  die 
Fläche  berührt  sie  in  unendlich  hoher  Ordnung.  So  ist  die  os- 
kulierende  Ebene  einer  ebenen  Kurve  die  Ebene,  in  welcher  die 
Kurve  liegt.     Femer  lehrt  das  Vorige: 

Eine  osJculierende  Fläche  aus  einer  Flächenschar,  deren 
Gleichung  i»  +  1  willhürliche  Parameter  enthalt,  berührt  eine 
gegebene  Baumkurve  in  einem  gegebenen  PunJcte  im  Allgemeinen 
in  der  m^^  Ordnung.  Es  wird  dies  nämlich  dann  und  nur 
dann  eintreten,  wenn  es  nur  solche  Werfsysteme  (Oj . . .  Om+i) 
gieibt,  welche  zwar  die  m  -^  1  Gleichungen  (6)  erfüllen,  aber 
nicht  mehr  die  Gleichung  (7). 

Wir  behandeln  im  Folgenden  als  Anwendung  die  oskulierende 
Ebene  und  oskulierende  Kugel  einer  Jtaumkurve,  welche  auch 
Schmiegungsebene  und  Schmiegungshugel  genannt  werden. 

268.  Sohmiegungsebene.  Die  Gesamtheit  aller  Ebenen 
bildet  eine  Schar  von  Flächen,  welche  von  w  +  1  =  3  will- 
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kürlicben  Parametern   abhängt.     Man    wird   daher   erwarten 
können,  daCs  man  für  eine  gegebene  Raumkurre  in  einem  ge- 
gebenen Punkt   eine  in  zweiter  Ordnung   berührende  Ebene 
als  oskulierende  Ebene  erhält. 
In  der  That  seien 

(2)  y^fi-^),    z^F{x) 

wieder  die  Gleichungen  der  gegebenen  Baumkurve  und 
M{Xqj  Vo;  ^o)  ^®^  Punkt  der  Baumkurve,  in  welchem  wir  die 
Schmiegungsebene  konstruieren  wollen.     Dann  ist: 

(3)  yo  =  /"(«o),    *o--P'(«o)- 

Die  Gleichung  einer  Ebene,  die  durch  den  Punkt  M  geht,  ist: 
(1)  z  —  g^=-a{x  —  x^  +  h-(xf  —  yo). 

Eine  ^r- Koordinate  unserer  Raumhurre  schneidet  sie  in  einem 
Punkte,  dessen  if-Eoordinate  »^  sich  berechnet  aus 

«j  —  Äo  =  o  •  (a;  —  a-o)  +  6  •  {f{x)  —  fix^)), 
oder 

(4)  «,  —  ^0  =  [o  +  6  •  /"  (a^o)]  (^  —  *o) 

Den  Bau  der  fori^elassenen  und  nur  durch  Punkte  bezeich- 
neten Glieder  erkennt  man  aus  der  mit  (4')  bezeichneten 
Gleichung  der  yorigen  Nummer.  Er  geht  uns  hier  nidits 
an.  Andrerseits  wird  die  ;?- Koordinate  der  Raumkurre  nach 
Gleichung  (5)  der  yorigen  Nummer: 

(5)  «  -  «0  =  i?"(«o)  •  (a^  —  «o) 

+  \F'\x,y{x-x,y  +  \F"{x,).{x-x,r  +  .: 

Wir  bestimmen  nun  a  und  2>  so,  daTs 

(6)  a  +  h-f'{x,)^F\x,),    h  '  r  {x,)  =  F"  (x,) 

wird;  dies  geht  immer,"  wenn  f"{x^  nicht  null  ist.  Da  die 
B-  und  y-Koordinate  gleich  berechtigt  sind,  kann  man  immer 
annehmen,  daCs  f"{x^  nicht  null  ist,  wenn  nicht  f'\x^  und 
F"  (x^  beide  null  sind.    Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  bestimmen 
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die  Schmiegungsebene,  und  diese  berührt  in  der  zweiten  Ord- 
nung, wenn  nicht 

F'\x,)  _  r"(x,) 

rix,)     rix,) 

wird.     Nach  (1)  wird  ihre  Gleichung: 
f"(x,)i.,  -  zo)  -  [F'(«o)  f'M  -  F"(x,)  fix,)]  ix  -  X,) 

+  F'\Xo)  .  (y  -  Vo). 

Schreiben  wir  a;,  y,  z  für  x^,  y^,  e^  und  5,  ^>  i  fär  ^>  y,  ^7 
so  sieht  die  Gleichung  so  aus: 

(7)g«-.)-r3^fe-i|S)«-«)  +  S('.-»)- 

Sie   liefert   uns   wirklich   die   Gleichung   einer   Ebene  ^   wenn 
nicht  im  Punkte  M  gerade  y"  und  e"  verschwinden. 
Sind  die  Gleichungen  der  Raumkurve  in  der  Form 

gegeben,  so  wird^  wenn  die  Accente  Ableitungen  nach  t  be- 
deuten: 

dy        y         dz         z' 

dx        x'  ^     dx        ä'  ' 


d'y 

x'' 

x'y 

d*z 
>     dx* 

x' 

/'- 

-x' 

'z 

dx* 

x' 

2 

dy  d*z 
dx  dx 

dx 

d'y 
dx* 

«  y'< 

x' 

y" 

z' 

} 

and  mitbin  wird 

(8)  (yV- y"e') (i  -  x)  +  {ßx-d'x)  .{n-V) 

+  {xx{'-  x"i/)  (g  -  «)  =  0 

die    Gleichung    der    Schmiegungsebene^    sobald    im    Punkte 
M{Xf  y>  ^)  nicht  gleichzeitig 

^J    '9  tf    r  f\  r     ff  /'     ^  /\  'ff  ft     f  f\ 

y£f—yz=^0,    j?  j;  — jef  a;  =»  0,     xy — xy=0 

wird.  Unter  dieser  Annahme  wird  das  Lot  auf  der  Schmiegungs- 
ebene 

i  —  x ri-y g  — g 

y'z"---y"z    ~  ^x"-^z"x  ~  x'y"—x"y 

nach  Nr.  264,  Gleichung  (7)  die  Binormale.    AJso  sehen  wir : 

Die  Schmieffungsebene  ist  die  durch  Tangente  und  Haupt- 
normale  gelegte  Ebene;   d.  h.  die  Ebene  des  Krümmungskreises. 
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Übrigens  laust  sich  ihre  Gleichung  (8)  auch  in  die  Deter- 
minaDtenform  setzen: 

X     ,        y     y       z        —0. 
•/  tf  tt 

^7       y     y      ^ 

269.  Andere  Definition  der  Sohiniegongaebene.  Die 
Sd^miegwngsä>ene  in  einem  Punkte  M  einer  Kurve  ist  die  Grenze^ 
nach  u>elcher  eine  Ebene  Jcanvergiert,  die  durch  den  Punkt  M 
und  jnoei  andere  Kurvenpunkte  M'M*'  gelegt  isf^  wenn  diese 
nach  M  hineinrücken, 

Ist  wiederum  t  die  unabhängige  Yariabele^  und  sind  die 
Koordinaten  der  Kuryenpunkte  durch  die  Gleichungen 

definiert^  werden  femer  die  Werte  der  Variabelen;  welche  den 
Punkten  M,  M',  M"  entsprechen,  mit  t,  t'\-h^,  ^  +  *2  ^®" 
zeichnet,  so  ist  die  Bedingung,  dafs  die  Ebene 

ag  +  6ij  +  et  —  p  =  0 
durch  den  Punkt  M  geht: 

aq>(t)  +  H(t)  +  cx{t)  ^  p  =  0. 

Bezeichnen  wir  den  Ausdruck  links  mit  F(t),  so  werden 
die  Bedingungen,  dafs  die  Ebene  die  drei  Punkte  Af,  AT,  M" 
enthalt: 

JP(0-O,    F(<  +  Ä,)-0,    F(f  +  Ä,)  =  0. 

Lälst  man  die  beiden  Grofsen  h^  und  h^  null  werden,  so 
reduziert  sich  dieses  System  nach  Nr.  66  auf 

JP(0  — 0,    F'(t)  =  0,    F'\t)^0. 

Zur  Bestimmung  der  Konstanten  a,  hy  c,  p  erhält  man 
also  die  Relationen: 

aa:  +  &y  +  cz  — p  «=  0, 

aj;'  +  6y  +  c/«=»  0, 

aa?"+  &y"+  c/'=  0, 

wodurch  die  Schmiegungsebene  definiert  ist. 

Bemerkimg.  Man  definiert  auch  von  vornherein  die  Os- 
knlationsebene  vermittelst  einer  der  beiden  zuletzt  bewiesenen 
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Lehrsätze.    Die  Hauptnormale  kann  dann  definiert  werden  als 
die  Schnittlinie  der  Normalebene  mit  der  oskulierenden. 

§  4.  Torsion  einer  BAumkurre. 

An  die  Spitze  dieses  mid  des  folgenden  Paragraphen  stellen 
wir  die  Forderung: 

Forderung  (£.  Die  Forderung  S>  sei  erfüllt;  aufserdem  sei 
in  der  Umgang  der  betrachteten  Stelle  t,  solange  das  Oegenteü 
nicht  ausdrücklich  bemerkt  ist,  der  Ausdruck 

f  e  f  \ 

X     y     z      \ 

tf         ft        rr 

X     y     z 

f*f    fft    fit 
X     y     z     ^ 

X  {y   z  —  yz  )  +  y(if   x  —  zx   )  +  ;?(:r    y  —  xy  ) 

nx6ht  nuU, 

**  

270.  Definition  der  Torsion.  Die  Änderung  der  Tangenten- 
richtung beim  Übeigange  von  einem  Eurvenpunkt  zu  einem 
andern  hat  uns  zu  dem  Begriffe  der  Krümmung  geführt.  Bei 
den  Raumkuryen  aber  hat  man  noch  eine  andere  Eigentüm- 
lichkeit zu  betrachten^  die  Torsion  oder  Bweite  Krümmung,  von 
welchen  der  Name  Kurven  doppelter  Krümmung  herrührt.  Die 
Torsion  eines  Euryenbogens  ergiebt  sich  aus  der  Änderung 
in  der  Stellung  der  OskulationsebenC;  oder  der  Elrümmungs- 
aze,  beim  Übergange  von  dem  einen  Ende  des  Bogens  zum. 
andern.  Zu  ihrer  präzisen  Definition  müssen  wir  dieselben 
Betrachtungen  wie  bei  der  ersten  Krümmung  anwenden. 

Es  sei  AM  ein  KurvenbogeU;  MT  die  Richtung  der 
Tangente   in  M,   MN  die   der  Hauptnormalen  und  ML  die 

.    Kg.  66. 


eine  oder  andere  der  beiden  Richtungen  der  Binormale.     Die 
Richtung    der   Tangente    ist    hierbei    in    jedem   Punkte    des 
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Bogens  AM  ebenso  bestimmt^  wie  in  Nr.  259.  Wir  kon- 
stmieren  eine  Engel  mit  beliebigem  Mittelpunkt  0,  deren 
Badins  gleich  der  Einheit  ist^  und  ziehen  die  Radien,  welche 
parallel  sind  den  Tangenten  in  den  verschiedenen  Punkten 
des  Bogens  AM'^  ihre  Endpunkte  bestimmen  auf  der  Kugel 
die  Kurve  afi,  deren  Länge  die  erste  absolute  Krümmung  des 
Bogens  AM  mifst.  Sodann  ziehen  wir  durch  den  Mittel- 
punkt 0  derselben  Kugel  die  Durchmesser,  welche  den  Binor- 
malen in  den  verschiedenen  Punkten  des  Bogens  AM  parallel 
sind.  Die  Endpunkte  dieser  Durchmesser  werden  auf  der 
Kugel  zwei  symmetrische  Kurvenbogen  bestimmen.  Ist  am 
einer  dieser  Bogen,  so  heilst  seine  Länge  t  die  absoltäe 
Torsion  öder  zweite  Krümmung  des  Bogens  AM. 

Ist  der  Endpunkt  A  des  Bogeos  AM  fest  und  M  beweg- 
lich, so  wird  die  Torsion  t  variabel.  Das  Differential  dt 
heilst  der  Tarsiansunnkel  im  Punkte  M  oder  der  Kontingene- 
wmkd  in  Bezuy  auf  die  jsweite  Krümmung. 

Ist  MM'«^  As  ein  Zuwachs  des  Bogens  s  und  j  der 
Winkel,  den  die  Oskulationsebene  des  Punktes  M  mit  der 
Oskulationsebene  in  M'  bildet,  so  bestimmen  die  Endpunkte 
der  Radien  Om,  Om\  parallel  zu  den  Loten  dieser  Ebenen, 
auf  der  sphärischen  Kurve  den  Bogen  Ar,  der  nach  unserer 
Definition  die  Torsion  des  Bogens  MM'  ist.  Nach  dem  bei 
der  ersten  Krümmung  in  Nr.  260  angewandten  Verfahren  kann 
man  beweisen,  dafs 

lim  ^  —  1 

wird;  d.  h.  das  Verhältnis  des  Winkels  der  Oskulationsebenen 
in  den  Endpunkten  eines  Bogens  zur  Torsion  dieses  Bogens 
hat^  wenn  der  Bogen  null  wird,  die  Einheit  zur  Grenze. 

Mittlere  Torsion  eines  Kurvenbogens  ist  das  Verhältnis 
der  absoluten  Torsion  zur  Bogenlänge.  Endlich  nennen  wir 
Mals  der  Torsion  oder  der  zweiten  Krümmung,  oder  auch 
schlechtweg  Torsion  der  Kurve  in  einem  bestimmten  Punkte 
die  Grenze,  nach  welcher  die  mittlere  Torsion  eines  Kurven- 
bogens konvergiert,  der  diesen  Punkt  zum  Anfang  hat,  wenn 
die  Bogenlänge  null  wird.  Demnach  hat  die  Torsion  im 
Punkte  M  der  Kurve  AM  den  Wert: 

Serretf  DiflT.-  n   Integral-Becbnnng.    I.    S.  Anfl.  24 
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•,.      At      j       dt 
hm  -r—  oder  j-  • 
A8  da 

Auch  diese  zweite  Krümmung  kann  man  der  Krümmang 
eines  Kreises  gleichsetzen.  Demnach  nennt  man  Torsionsradius 
den  Badius  eines  Kreises,  dessen  Krümmung  gleich  der  Torsion 
der  Kurve  in  dem  betrachteten  Punkte  ist.  Für  den  Wert 
T  derselben  erhält  man 

r  «s  -^-  =  -*  . 

dz         z 

Hinsichtlich  des  Vorzeichens  von  dx  gelten  analoge  Bemer- 
kungen wie  in  Nr.  260  über  das  von  d^.  Die  Betrachtangen 
setzen  voraus,  dals  dx  auf  dem  Wege  von  a  bis  m  auf  der 
Einheitskugel  nie  null,  also  T  nicht  unendlich  wird.  Die 
Formel  (1)  der  Nr.  274  lehrt,  dafs  dies  die  Forderung  S 
ausschlielst. 

27L  TorsionswinkeL  Die  Kurve  AM  sei  auf  drei  recht- 
winklige Axen  bezogen  und  der  Mittelpunkt  0  der  Kugel  in 
den  Anfangspunkt  dieses  Koordinatensystenu3  gelegt,  x,  y,  z 
bezeichnen  die  Koordinaten  xles  Punktes  My  k,  fi^v  die  Winkel, 
welche  eine  der  Richtungen  ML  oder  Om  der  Binormale  mit 
den  positiven  Koordinatenasen  bildet.  Die  Koordinaten  des 
Punktes  m  sind  dann 

cosA,     cos|Li,     cos  t/, 

dt 
und  folglich  wird  die  Ableitung    ,     des  Bogens  t: 


t'  =  |/(cos  Ay*  +  (cos  ^y^  +  (cos  vyK 

Die  Kosinus  der  Winkel  l,  fi,  v  sind  als  Funktionen  der 
Koordinaten  bekannt  (Nr.  264);   man   kann  demnach  t'  und 

T'^-r  als  Funktion   dieser   Gröisen   berechnen,   was   später 

geschehen  soll. 

272.  Die  Frenetsclieii  Formeln.  Die  FreneUchen  Formeln 
beruhen  auf  der  Thatsache,  daüs  die  Tangenten  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  m  und  [i  der  beiden  spb&rischen  Kurven, 
welche  wir  eingefSlhrt  haben,  parallel  sind. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  der  früheren  Paragraphen 
beibehalten,  haben  wir  die  beiden  Gleichungen: 
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C08  a(co8  «y  +  cos  /3(cos  /S)'  -(-  cos  y  (cos  y)'«»  0, 

^  ^         cos  A  (cos  «)'  +  cos  fi  (cos  /jy  +  cos  V  (cos  yy  =  0. 

Denn  da  die  Gröfsen  (cos  «)',  (cos  /?)',  (cos  yy  proportional 
sind  zu  cos  ipj  cos  i;,  cos  ^^  so  drücken  die  Gleichungen  (1) 
aus,  dafs  die  Hauptnormale  zur  Tangente  und  zur  Binormale 
senkrecht  steht.  Beachtet  man  die  zweite  dieser  Gleichungen 
und  differentiiert  man  die  folgenden: 

cos  a  cos  X  +  cos  ß  cos  fi  +  cos  y  cos  i;  «=  0 , 

cos^A  +  cos^f^  -(-  cos*v  t=r  1^ 
80  erhält  man: 

cos  a  (cos  Xy  +  cos  ß  (cos  fi)'  +  cos  y  (cos  vy  «=  0 , 

^  '^       cos  A  (cos  Ay  +  cos  fi  (cos  fi)'  +  cos  v  (cos  vy  =  0. 

Die  Koeffizienten  der  Ableitungen 

(3)  (cosay,    (cos/jy,     (cosyy 

in  den  Gleichungen  (1)   sind   aber  genau  dieselben,   wie  die 
Koeffizienten  der  Ableitungen 

(4)  (cosAy,     (cosf*)],     (cosi/y 

in  den  Gleichungen  (2);   folglich   sind   die    Ableitungen  (3) 
und  (4)  einander  proportional,  d.  h.  man  hat: 
/t\  (co8  xy       (cos  (if (cos  py 

^  '  (cos «)'         (cos  py  ~~  (cos  y)' ' 

Diese  Gleichungen  beweisen  die  ausgesprochene  Eigen- 
schaft: denn  die  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 
im  Punkte  m  der  zweiten  sphärischen  Kurve  mit  den  Azen 
bildet,  sind  proportional  den  Ableitungen  der  Koordinaten, 
d.  h.  den  Ableitungen  (4);  und  ebenso  sind  die  Kosinus  der 
Winkel,  welche  die  Tangente  im  Punkte  fi  der  ersten  Kurye 
bildet,  proportional  den  Ableitungen  (3).  Hieraus  folgt,  dals 
diese  beiden  Tangenten  parallel  sind. 

Aber  indem  man  die  Punkte  a  und  a  zu  Anfangspunkten 
der  sphärischen  Kurven  wählt,  können  die  Tangenten  in  ent- 
sprechenden Punkten  die  nämliche  Richtung  oder  die  ent- 
gegengesetzte haben.  Die  sphärische  Kurve,  welche  sich  auf 
die  Äxen  der  Oskulationsebenen  bezieht,  setzt  sich  nach  unserer 
Konstruktion  aus  zwei  symmetrischen  Teilen  zusammen,  welche 
den  beiden  Richtungen  dieser  Axen  entsprechen«    Solange  man 

24* 
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also  nur  den  einen  oder  den  anderen  Teil  der  Kurve  am  be- 
rücksichtigt^ können  die  Richtungen  der  Tangenten  in  m  und  (i 
gleich  oder  entgegengesetzt  sein.  Wir  wollen  nun  annehmen^ 
daJB  man  die  Kurve  am  derart  konstruiert  hat,  dals  die  Tan- 
genten in  m  und  (i  die  nämliche  Richtung  haben,  dieselbe, 
welche  zugleich  Richtung  der  Hauptnormalen  im  Punkte  M 
ist.  Alsdann  ergiebt,  auf  Orund  der  Gleichungen  (1)  der 
Nr.  262,  die  obige  Formel: 


(6) 


d  cos  l 
d  cos  u 

d  cosy 

— j —  =  COS  y. 
d%  ^ 


278.  Zimammenatellmig  der  bisher  gefundenen  Formeln* 
Wir  wollen  hier  noch  die  verschiedenen  Resultate,  welche  wir 
in  den  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  haben,  zusammenstellen. 
Wir  bezeichneten  mit 
X,  y,  z  die  rechtwinkligen  Koordinaten, 
a^  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Richtung  der  Tangente,  ge- 
nommen in  der  Richtung  der  positiv  wachsenden  un- 
abhängigen Yariabelen,  mit  den  positiven  Koordinaten- 
axen  bildet, 
%  i^i  X  ^^^  Winkel,  welche  die  Hauptnormale  mit  denselben 

Azen  bildet, 
A,  fi,  V  die  Winkel,  welche  die  entsprechende  Richtung  der 
Binormale  mit  den  positiven  Koordinatenazen  bildet^ 
ds,  dftj  dz  das  Differential  des  Bogens,  den  Kontingenzwinkel  und 
den  Torsionswinkel. 
Alsdann  hat  man: 

/->  dx  dy  a  dz 

(1)  ^^-=co8«,  ^;;-cos^,  ^^=C08y, 

/c^\      d  COS  a  d  cos  ß  d  cos  y 

/o\      d  cos  X  d  cos  u  d  cos  v 

(^)       "  dt      ~  ''^^  9^'         dt      =  ^OS  ^  >    —dr ^^8  ^  ^ 

und  die  Richtung  der  Binormale  ist  nun  bestimmt,  wie   im 
vorigen  Paragraphen  angegeben  wurde. 
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Differentiiert  man  die  Gleichung 

cos*  9?  «B  1  —  cos*  a  —  cos*  A , 
so  folgt: 

cos  fp  d  cos  9?  «B  —  cos  a  d  cos  a  —  cos  A  d  cos  A^ 
und  benutzt  man  die  Gleichungen  (2)  und  (3),  so  wird: 

d  cos  ff  =^  —  cos  ad6  —  cos  Xdt, 

Durch  Yertauschung  der  Buchstaben  erhält  man  ein  neues 
System  von  Gleichungen: 

Id  cos  9  =»  —  cos  ad6  —  cos  k  dt, 
d  cos  ^  =  —  cos  ß  d6  —  cos  f^  dx, 
d  cos  X'^  —  cos  y  dö  —  cos  v  dt. 

Die  Gleichungen  (2)^  (3);  (4)  drücken  die  Differentiale  der 
neun  Kosinus  als  Funktionen  von  ihnen  und  der  Differentiale 
äSf  dö,  dt  aus.     Andererseits  hat  man 

(5)  ^'^Bp-^'T. 

^  ^  dt  dt  ^ 

Aus  den  Gleichungen  (4)  folgt  noch: 


y(d  cos  ipy  +  (d  cos  t?  +  (d  cos  xY  =  Vdö^  +  dr*. 

Dieser  Ausdruck  ist  das  Differential  des  Bogens  einer 
dritten  sphärischen  Kurve ,  welche  entsteht^  wenn  man  durch 
das  Gentrum  der  Kugel  die  Radien  zieht^  welche  den  Haupt- 
normalen  der  gegebenen  Kurve  parallel  sind. 

274.  Eine  Anwendung  dieser  Formeln.  Als  Beispiel 
f&r  die  Anwendung  dieser  Fonneln  wollen  wir  die  Berech- 
nung des  Torsionsradius  T  als  Funktion  der  rechtwinkligen 
Koordinaten  ausführen.  Wir  benutzen  die  Gleichungen  (7)  in 
Nr.  264^  nämlich: 

+     8       COS  A  /    '/  //    / 


E 


.'8 


8  "  cos  (A  ,     „ 


I      «'  •  COS  V  ,    „  „     , 

±  —E~^^y  ~^  y- 


Differentiiert  man  diese  Gleichungen,  indem  man  die 
Formeln  (3)  und  (5)  des  vorigen  Paragraphen  beachtet^  so 
findet  man: 
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COS  A  +  -^^  cos  9  =  +  (y  0"  —  y  "/), 

.'  8\  '  o'  4 


(9 

.B  /  ^^®  **  "^  JB"T  cos  ^  —  +  (0  a;    —  jsf   a; ), 

(-^)  cosi/  4-  jj4  ^^^Z  ==  ±  (^'y'"-  ^'"/)^ 

und   addiert  man  diese   Gleichungen,  nachdem    man   sie  be- 
züglich multipliziert  hat  mit  den  drei  folgenden  (Nr.  262): 


«'» 

0t 

«" 

/ 

E 

cos 

9 

X 

■  «' 

-», 

«• 

»/ 

»" 

r 

E 

cos 

i> 

— 

y 

«' 

y, 

«'• 

// 

«" 

^ 

B 

cos 

% 

SB 

j»    - 

"^ 

«'' 

«> 

80  folgt: 


8^« 


Ersetzt  man  nun  ^s  durch  seinen  Wert  aus  den  Glei- 
chungen (7)  der  Nr.  264,  so  wird 

Der  Wert  von  T  ist  positiv;  diese  letzte  Formel  be- 
stimmt demnach  das  Vorzeichen,  welches  man  in  den  Glei- 
chungen (5),  (6),  (7)  der  Nr.  264  an  Stelle  des  zweideutigen 
Zeichens  +  zu  setzen  hat,  wenn  man  sich  erinnert,  dafs  die 
Richtung  der  Binormale  durch  die  in  Nr.  272  gemachte  An- 
nahme fixiert  ist.  Auch  ist  zu  bemerken^  dafs  sich  der  Tor- 
sionsradius als  eine  rationale  Funktion  der  Ableitungen  dar- 
stellt. 

275.    Die  ebene  Kurve  als  Spezialfall  der  Batunkurve. 

Wenn  man  den  Nenner  des  Ausdruckes  (1)  fttr  T  null  setzt 
bei  allen  Werten  der  Yariabelen,  so  erhält  man  die  Bedin- 
gung dafür,  daJjs  die  Kurve  eine  ebene  ist.  Macht  man  x  zur 
unabhängigen  Variabelen,  setzt  also  o;'"»  1,  o;"«»  0,  x'^^^ 
so  wird: 


y"z'-y"r 


und  die  Bedingung  wird: 
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Diese  Gleichnng  labt  sicli  in  der  Form  schreiben: 

(f)-o. 

sie  drückt  also  ans^  dals  das  Verhältnis  -^  gleich  einer  Eon- 
stanten B  ist;  also  hat  man 

ff^By      oder     ^-i  -  ^Z', 

nnd  folglich  können  -ir-  und  -j^  nnr  um  eine  Eonstante 
differieren;  es  ist 

und  hieraas  folgt 

wobei  G  eine  neue  Eonstante  ist.  Diese  Gleichung  stellt  eine 
Ebene  dar,  in  welcher  die  Eurve  li^i 

§  5.  Die  Sclimlegiingskiigel  einer  Banmkurre. 

276.  Definition  der  SobmiegongakogeL  Wir  knüpfen 
an  die  Betrachtungen  der  Nr.  266  und  267.  Wir  betrachten 
die  Gesamtheit  aller  Engeln.  Sie  bilden  eine  Schar  Ton 
Flächen^  deren  Gleichung 

(1)  (a;  _  a)«  +  (y  _  6)«  ^{z  —  cy-r^^O 

m  -f- 1  «*  4  willkürliche  Parameter  enthalt,  die  Eoordinaten 
(a,  hj  c)  des  Eugelmittelpunktes  und  den  Radius  r  der  Eugel. 
Wir  suchen  nun  für  eine  gegebene  Raumkurve: 

(2)  y  ^  fix),  z  =  F(x) 

diejenige  Eugel  ^  welche  sie  in  einem  gegebenen  Punkte 
M{xQyQ0^  oskuliert.  Es  wird  im  Allgemeinen  dann  eine  Be- 
rührung m  «»  3^  Ordnung  zu  erwarten  sein«  Wie  finden  wir 
die  Schmiegungskugel?  Hierzu  ist  es  nötig  die  Gröfsen  a,  b,  c,  r 
zu  finden. 

Um  an  die  Betrachtungen  yon  Nr.  266  und  267  anknüpfen 
zu  können,  wollen  wir  uns  (1)  nach  0  aufgelost  denken: 

(3)  0  —  Y^^~(x'^ ay^-  {y  —  by. 

Für  a?  ■=  a?o,  y  =  yo  ^^^^  ^^^  Wurzel  gleich  sf^'j  ist  —  wie  wir 
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annehmen  können  —  0^  von  nnll  verschieden,  so  bestimmt 
sein  Vorzeichen  auch  das  der  Wurzel  an  der  Stelle  x «»  x^, 
y  «=  y^  und  auch  in  der  Umgebung  dieser  Stelle;  denn  in 
ihr  muijB  das  Vorzeichen  dasselbe  bleiben  wie  an  der  Stelle 
X  ^^  Xqj  y  =  tfQ  selbst.  Um  die  Ideen  zu  fixieren  denken  wir 
uns  das  Zeichen  positiv. 

Nach  der  Methode  der  Nr.  266  müssen  wir  nun  aus  (2) 
y  =  f{x)  in  (3)  einsetzen  und  nun  Qleichung  4  in  (Nr.  266) 


(4)  g,  =  ]/r»  -  (x  -  ay  -  if{x)  -  b)* 

nach  Potenzen  von  x  —  Xq  entwickeln;  alsdann  müssen  die 
ersten  vier  Koeffizienten  dieser  Entwickelung  übereinstimmen 
mit  den  entsprechenden  der  Gleichung  (5)  in  Nr.  266;  d.  h.  mit 

(5)  Fix,\  F-iz,),  ^,  ^. 

Wie  werden  nun  jene  ersten  vier  Koeffizienten  der  Gleichung 
(4)  berechnet?  Da  müssen  wir  in  der  Gleichung  (4)  die 
Werte  von 

dz^      1  d*Zi      1  d'^r, 
^1'  ~dx^  "21  da"«'  Jl'dx* 

an  der  Stelle  x  '^  Xq,  y  ^^  y^,  e  ^^  0^  ermitteln.  Diese  finden 
wir  aber,  indem  vrir  in  (1)  y  —  f(x)j  z  '^  z^  setzen^  die  so 
erhaltene  Gleichung 

{x  -  af  +  (/•(a;)-6)«+  (^,  _ c)» - r»  - 0 
dreimal  nach  x  differentiieren: 

^x-a)  +  {f{x)-h).f{x)-{-{e,-c)^^0, 

(6)  {l  +/^(a;)«  +  (g)'+  {f{x)-h)  r(*)  +  (^,-c)^l-0, 

und  schliefslich  x  *^  Xq  setzen. 

Hierin  ist  nun  die  Substitution 

ZU  machen.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 
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A*.)-yo,  rw-y»',  rw-yo",  r(*o)-yo"', 

Fix,)  ^0„F'  (*„)  -  V,  F"  ix,)  -  <',  J""  ixo)  -  ir;", 

so  werden  die  Gleichungen  (6): 

(xo-a)«  +  iffo-b)*  +  (0„_c)«-H  -  0, 

(*o — »)  +  (yo — *)  yo'  +  (*o  -  cX  ■=  0, 

(1  +  yo'*  +  O  +  (yo-6)yo"  +  W-c)<'-o, 

I  (1  +  yo'* + <*)  +  (yo  -  6)yo"'  +  ('o  -  c)r  -  o. 

Bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes  M  wieder  mit 
(x,  y,  e)  und  die  linke  Seite  der  Eagelgleichung  mit  V,  so 
werden  die  letzten  Gleichungen: 

F=  {x-ay  +  (y-  6)»  +  (i,_c)«-r«-  0, 


(7) 


Dabei  bedeuten  die  Differentialquotienten  ^j  "  -  die  Werte^ 

welche  sie  unter  Zugrundelegung  der  Gleichungen  der  Raum- 

kurye 

(2)  y  -  fix),  e  -  Fix) 

haben. 

Ist  dagegen  die  Baumkurve  durch  die  Gleichungen 

«  —  9(0.   y  =  *(0,   ^  =  z(0 

gegeben^  so  verwandelt  sich  wegen 

dy        }f       de         / 
da;        o;'  '     dx        x' 

das  System  (7)  in  bekannter  Weise  in  das  folgende: 

F=  (o;-  a)«  +  (y  -  6)«  4-  (^  -  c)«  -  r*  =  0, 
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So  viel  Lösungssjsteme  (a,  b,  c,  t^)  als  diese  vier  Glei- 
chungen besitzen^  so  yiele  Schmiegungskugeln  giebt  es  im 
Punkte  M  der  Raumkurve. 

Die  drei  letzten  Gleichungen  sind  linear  in  a^byC.  Ihre 
Determinante: 


X, 

y\ 

g' 

^", 

y", 

g" 

<"'", 

y'", 

g'" 

ist  nach  Anforderung  (S  von  null  verschieden.  Also  giebt  es 
nur  ein  Wertsystem  a,  J,  c,  welchem  nach  (1)  auch  nar  ein 
Wert  von  r*  entspricht.  Wir  haben  also  nur  eine  wohl  be- 
stimmte Schmiegungskugel. 

Analog  wie  bei  der  Schmiegungsebene  geben  wir  hier 
noch  eine  andere  Definition  der  Schmiegungskugel. 

277.  Neue  Definition  der  SobmiegungskugeL  Es  be- 
steht  der 

Satz.  Legt  man  durch  den  Punkt  M  und  drei  benachbarte 
Punkte  M'y  M"j  M"  einer  Baumhurve  eine  Eugdj  so  geht  diese 
in  die  Schmiegungskugel  über,  wenn  M\  M'y  M"  nach  M 
hineinrücken. 

Setzen  wir  in  die  Eugelgleichung 

r=  {x  -  ay  +  (y—by  +  {z—cy  —  r»  =  o 

die  Werte 

ein,  so  wird  V  eine  Funktion  von  t: 

r  =  r(t). 

Den  Punkten  ilf',  JT',  Jf'"  mögen  die  Werte  t+h^,  t+h^,  t-j-h^ 
des  Parameters  t  entsprechen;  dann  sind  fOr  eine  durch 
M,  M',  Jf",  Jf' "  gehende  Kugel  a,  b,  c,  r*  aus  den  vier  Glei- 
chungen 

F(0  =  0,  F(<  +  A.)-=0,  F0-f-Ä,)  =  O,  F(<  +  Ä,)  =  0 

ZU  bestimmen.  Mit  Hülfe  des  Satzes  der  Nr.  66  schlielst 
man  hieraus,  wie  in  Nr.  269,  dafs  fQr  %^  »s  %,  «s  A,  »  0 
dieses  Gleichungssystem  übergeht  in 

r(t)  =  0,  r  (t)  —  0,  F"  (0  —  0,  r"  (o  =  o, 

und  hiermit  ist  der  Satz  bewiesen. 
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878.  BodiuB  und  IQttelininkt  der  oBknlidrexideii  KugeiL 
Die  Koordinaten  des  Mittdpunktes  der  oskolierenden  Eugel 
werden  durch  die  letzten  drei  Gleichungen  (8)  der  vorigen 
Nummer  bestinunt.  Wählt  man  s  als  unabhängige  Variabele^  und 
schreibt  Xq,  y^,  Zq  f&r  a,  b,  c,  so  werden  jene  drei  Gleichnngen: 

(*o  -  *)  57  +  (yo  -  y)  •  §7  +  (^0  -  ^)  •  IJ  -  0 , 

(«.  -  aj)^  +  (y.-y)5p  +  («0-*)  £-1» 
(*o-«)£f +  (yo-y)£!f  +  K-^)£^  =  o. 

Naeh  Nr.  273  wird  aber: 
dx 

d^x        d  cos  a  1 

d*x  1   /oosa    ^^  008 1\        CO89    dB 

Mithin  bestimmen  sich  ^o>  Vo)  ^o  ^Q^^ 

(1)  (xo  — 0?)  cos«  +  (j/o  — y)  cos/J  +  (ßo  —  e)  cosy  —  0, 

(2)  (a?o  — a:)  cosy  +  (yo  — y)  cosV'  +  (/^q—^)  cos^k  —  Ä, 

(3)  («0  —  ^)  cos A  +  (yo  —  y)  cosft  +  (iSq  —  jef)cosv—  —  J^^  • 

Addiert  man  nun  diese  drei  Gleichungen^  nachdem  man 
sie  vorher  jedesmal  bezüglich  mit  cosa^  cos^,  cosA,  sodann 
mit  cos/3y  cos^^  cosfA,  endlich  mit  cosy^  ^onZy  cos*'  multi- 
pliziert hat;  so  folgt: 

TdE 


(4) 


Xq  —  X  =^  R  cos  9 ^ —  cos  A, 

j^o  —  y  =  iJ  cos  ^  —  -  ^-  -  cos  /[* , 
^0  —  z  =»  R  cos  jr —  cos  V, 


Quadriert  und  addiert  man  diese  Gleichangen,  so  erhält 
man  f&r  das  Quadrat  des  Eugelradius  den  einfachen  Ausdruck 

(5)  r'^R^  +  ^If". 

Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Kugel  liegt  auf  der 
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Krümmongsaxe  und  die  Gleichung  (3)  lehrt,   dab  seine  Ent- 
fernung  Yon   der  Ebene   des   Erümmungskreises   gleich  dem 

/TT  J   Tf 

absoluten  Werte  von  -^ — ,   oder  nach  Gleichung  (5)  gleich 

l]/r*— r-R*|  ist;  hieraus  folgt: 

Der  Krümmungskreis  in  einem  Funkte  der  Kurve  ist  der 
Schnitt  der  Schmiegungsebene  mit  der  Schmiegungskugel. 

279.  Eine  Folgerung.  Diese  Eigenschaft  führt  zu  einer 
Folgerung,  die  wir  entwickeln  wollen.  Die  im  Punkt  M  der 
Kurve  oskulierende  Kugel  ist  die  Grenze  der  Kugeln,  die 
durch  M  und  drei  andere  Kurvenpunkte  M\  M'\  M'"  gehen; 
desgleichen  ist  die  oskulierende  Ebene  die  Grenze  der  Ebenen^ 
die  durch  M  und  durch  die  beiden  Punkte  M'y  M"  gehen. 
Hieraus  folgt,  dafs  der  Krümmungskreis  die  Grenze  der 
Kreise  ist^  die  durch  M  und  zwei  andere  benachbarte 
Punkte  M'y  M"  gehen.  Projizieren  wir  nun  die  Kurve  und 
den  Kreis  auf  irgend  eine  Ebene,  und  sind  m,  m\  m"  die 
Projektionen  von  My  Jf ,  Jf",  so  wird  der  Kreis  in  eine 
Ellipse  projiziert,  die  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  in  m 
mit  der  Projektion  der  Kurve  besitzt;  projiziert  man  insbe- 
sondere die  Raumkurve  auf  die  Ebene  des  Krümmungskreises 
selbst,  so  wird  derselbe  Kreis  auch  Krümmungskreis  f&r  die 
Projektion. 

§  6.  Einhüllende  Flächen. 

An  die  Spitze  dieses  Paragraphen  stellen  wir  die  For- 
derung : 

Forderung  %.    Die  Forderung  83  ist  erfüllt^   aufserdem 

sind  in  der  Umgebung  der  letrachteten  Stelle  Xy  y,  e  niemals 

df      dl      df 
dx^     dy*     dz 
gleichzeitig  null, 

280.  Definition  der  Einhüllenden.     Die  Gleichung 
(1)  fix,  y,  ir;  «)  =  0 

stellt,  wenn  man  den  Parameter  a  variiert,  eine  Schar  von 
Flächen  dar.  Wird,  nachdem  a  einen  bestimmten  Wert  er- 
halten hat,  dem  Parameter  der  neue  Wert  a  -{-  Aa  erteilt^  so 
erhält  man  eine  zweite  Fläche: 


Theorie  der  Raumkurven  mnd  Flächen.  381 

(2)  fix,  y,  ^;  «  +  Aa)  =  0. 

Die  Koordinaten  derjenigen  Punkte^  welche  (1)  und  (2)  gleich- 
zeitig genügen,  erfüllen  auch  die  Gleichung 

und  für  Aa  =  0  geht  diese  über  in 
(4)  £AW£^)  _  0 

Wenn  nun  die  Elimination  von  a  aus  den  Gleichungen  (1) 
und  (4)  wieder  die  Gleichung  einer  Fläche  liefert: 

(5)  gip^y  y,  ^)  —  0, 

80  heilst  diese  die  Einhüllende  der  eingehüllten  Schar  (1).  Die 
durch  die  Gleichungen  (1)  und  (4)  dargestellte  veränderliche 
Kurve  hat  Monge  die  CJuxrakteristiJc  der  Einhüllenden  genannt 

aSL  LehrsatB  I.  Die  Einhüllende  berührt  die  Flächen  des 
Systemes  in  jedem  Punkte  einer  Charakteristik. 

Ist  M{x^y,sf)  ein  gemeinsamer  Punkt,  so  hat  man,  um 
den  Beweis  zu  führen,  dafs  Einhüllende  und  Eingehüllte  die 
namhche  Tangentenebene  in  M  besitzen,  nur  zu  zeigen,  dafs, 
wenn  man  x  und  y  als  die  unabhängigen  V ariabelen  betrachtet, 
der  Wert  des  totalen  Differentiales  d0  im  Punkte  M  für  beide 
Flächen  der  gleiche  wird. 

Die  Eingehüllte  ist  durch  die  Gleichung  (1)  dargestellt, 
wobei  a  einen  bestimmten  Wert  hat,  der  Wert  von  dg  für 
diese  Fläche  ist  also  gegeben  durch  die  Gleichung 

Dieselbe  Gleichung  (1)  kann  auch  als  Gleichung  der  Ein- 
hüllenden angesehen  werden,  wenn  man  a  nicht  mehr  als 
konstant,  sondern  als  eine  Funktion  von  x,  y,  z  betrachtet, 
die  durch  die  Gleichung  (4)  definiert  ist.  um  also  den  Wert 
von  de  zu  erhalten,  welcher  der  Einhüllenden  entspricht,  hat 
man  die  Gleichung  (1),  mit  Berücksichtigung,  dab  cc  variabel 
ist,  zu  differentiieren.     Dann  erhalt  man: 

(7)  lfdx  +  Udy  +  Ud0  +  l^da^O. 
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Da  aber  die  partielle  Ableitung  -^  null  ist,  so  reduziert 

sich  die  Gleichung  (7)  auf  (6);  der  Wert  von  a  mufs  hier  aus 
der  Gleichung  (4)  genommen  werden.  Da  dieser  Wert  fiir 
die  gemeinsamen  Punkte  der  Einhüllenden  und  der  Eingehüllten 
genau  der  nämliche  ist^  welchen  die  Eingehüllte  besitzt,  so  giebt 
die  Gleichung  (6)  für  beide  Flächen  denselben  Wert  von  dz^ 
womit  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen  ist. 

282.  Büokkehrkurve.  Wir  betrachten  drei  Flächen  des 
Systemes,  welche  den  Werten  a,  a  -{-h^y  a  -^-h^  entsprechen. 
Sie  schneiden  sich  in  gewissen  Punkten  tn,  m' . . .,  deren 
Koordinaten  bestimmt  sind  durch  die  Gleichungen: 

(8)  f{Xyyy0,a)~O,  f(x,y,z,a  +  h;)  —  0,  f(x,y,0,a+h^)^O. 

Wenn  die  Grofsen  h^  und  h^  nach  null  konvergieren,  so 
reduziert  sich  dieses  System,  die  Existenz  und  Stetigkeit  auch 

von  K-^,  vorausgesetzt,  wie  man  aus  der  in  Nr.  269  gegebenen 

Methode  erkennt,  auf 

(9)  /(x,y,.,«)-0,   i^J?^/^-^'-«) -.  0,    ?!/l*|-V;'^-0. 

Man  erkennt,  dafs  die  aus  diesen  Gleichungen  bestimmten 
Punkte  M,  M\ . .  auch  die  Grenzen  sind,  nach  denen  die  Schnitt* 
punkte  der  Charakteristik 

/  K^7  V}  ^j  «;  —  ^j    j^ =*  ^i 

und  der  Fläche 

f{x,y,z,a  +  t^a)'^Q 

konvergieren,  wenn  Aa  null  wird. 

Man  hat  also  auf  jeder  Charakteristik  einen  oder  meh- 
rere Punkte  MjM! ,. .,  und  der  Ort  aller  dieser  Punkte  bildet 
eine  Kurve,  deren  Gleichung  sich  vermittelst  der  Elimination 
von  a  aus  den  Gleichungen  (9)  ergiebt.  Monge  hat  diese 
die  Rückkehrkurve  (ar^te  de  rebroussement)  der  Enveloppe 
genannt. 

283.  LehrsatB  IL  AUe  Charakteristiken  berühren  die  Rüd- 
kehrkurve.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  mufs  man  zeigen,  dab 
in  jedem  Punkte,  welcher  einer  Charakteristik  und  der 
Bückkehrkurve  zugleich  angehört,  die  Werte  dx  idyidi  f&r 
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beide  Karren  die  nämlichen  sind,  wenn  man  x  als  die  unab- 

hängige  Variabele   betrachtet.     Die  Ableitungen  J-  und  ^[ 

bezeichnen  wir  der  Kürze   halber  mit  f  und  f\   dann   sind 
die  Gleichungen  einer  Charakteristik 

(10)  /-(x,  y,  ^,  a)  =  0,    r(rc,y,0,  «)  =  0, 

und  differentiiert  man  sie  unter  der  Annahme,  dafs  a  kon- 
stant ist,  so  erhält  man: 


(11) 


Die  Gleichungen  (10)  können  auch  als  die  Gleichungen 
der  Büekkehrkurve  betrachtet  werden,  wenn  man  a  als  eine 
Funktion  von  x^  y,  g  betrachtet^  die  durch  die  Gleichung 

(12)  r  (*,  y.  *, «)  -  0 

definiert  ist.  Differentiiert  man  aber  die  Gleichungen  (10) 
unter   dieser  Annahme,   so   erhält   man  die  nämlichen  Glei- 

chungen  (11),   denn  die  Terme  -^da  und   J— da  oder  fda 

und  f'duy  welche  durch  die  Variation  von  a  auftreten,  sind 
nach  den  Bedingungen  des  Problemes  null.  Da  nun  a  den 
nämlichen  Wert  hat  f&r  die  gemeinsamen  Punkte  einer  Cha- 
rakteristik und  der  Büekkehrkurve,  so  ergeben  die  Gleichungen 
(8)  f%br  beide  Kurven  die  gleichen  Werte  für  dy  und  dz. 

Eine  eigentliche  Büekkehrkurve  kommt  nur  dann  zu  stände, 

wenn  die  Gleichxmg  ^  ,  =  0  den  Parameter  a  noch  enthält. 

Ist  also  f{Xj  y,  z,  a)  eine  ganze  rationale  Funktion  in  a,  so 
mufs  sie  a  zum  mindesten  in  der  dritten  Potenz  enthalten. 

§  1.  Abwickelbare  Flächen. 

284.  Definition  der  abwickelbaren  Fläohen.  Wir  werden 
jede  Fläche  eine  abwickelbare  oder  developpabele  nennen,  welche 
die  Einhüllende  einer  beweglichen  Ebene  ist,  d.  L  eines  ebenen 
Systemes,  welches  von  einem  variabelen  Parameter  abhängt. 

Sind  a,  b^  c,  p  gegebene  Funktionen  des  variabelen  Para- 
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meterS;  d ,  &',  ii ^f   ihre  Ableitungen^  so  ist  die  Gleichung  der 
beweglichen  Ebene 

(1)  aa;  +  6y +  CJ?— p  —  O, 

und  man  erhält  die  Einhüllende  durch  Elimination  des  Para- 
meters aus  dieser  Gleichung  und  der  folgenden: 

(2)  dx  +  6'y  +  cz  — /  =  0. 

Ist  nicht  gleichzeitig  -    =•  r  und  —  =»  — ,  so  bestimmen 

diese  beiden  Gleichungen  eine  Gerade,  welche  die  Charak- 
teristik der  Einhüllenden  heilst.  Da  sie  die  ROckkehrkurve 
der  Einhüllenden  berührt,  so  erkennt  man:  eine  abwickelbare 
Fläche  ist  der  geometrische  Ort  der  Tangenten  einer  Baumkurve, 
Die  Rückkehrkurve  der  abwickelbaren  Flache  kann  sich 
auf  einen  Punkt  zusammenziehen.  Dies  tritt  ein,  wemi  die 
Funktionen  a,  b,  c,  p  des  Parameters  mit  einander  durch  eine 
lineare  Gleichung  verknüpft  sind: 

(3)  ax^  +  6yo  +  «^o  — 1>  —  0# 

in  welcher  Xq,  i/q,  Zq  Eonstante  sind.  In  diesem  Falle  werden 
die  Gleichungen  (1)  und  (2): 

a\  ^^^  —  ^o)  +  ^(y  —  yo)  +  ^(^  —  ^o)  —  o. 

^  ^  a\x-x,)  +  6'(y-yo)  +  c{z-z,)  =  0, 

und  die  abwickelbare  Fläche  ist  ein  Kegel,  welcher  den  Punkt 
Xq^  tfQ,  Zq  zur  Spitze  hat.     Setzt  man  endlich 

Xq  «=  mz^j    y^  =  nz^y 

wobei  m  und  n  Eonstante  sind,  und  läfst  man  z^  unendlich 
werden,  so  reduziert  sich  die  Gleichung  (3)  auf  die  Form: 

(5)  am  +  6n  +  ^  *=  0- 

Die  Gleichungen  (1)  und  (3)  können  dann  in  der  Fonn 
(&\  ^^^  —  mz)  +  b{y  —  nz)—p'r^  0, 

dargestellt  werden,  und  bestimmen  eine  Cylinderfläche.  Hier 
hat  sich  die  Rückkehrkurve  auf  einen  Punkt  im  Unendlichen 
zusammengezogen. 

285.  Eine  Eigensohaft  der  abwickelbaren  Flftohen.    BU 
bewegliche  Ebene,   deren  Einhüllende  eine  devekppabde  Fläche 
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i^f  ist  guglekh  die  Sckmiegungsebene  der  Räckkehrhwrve  dieser 
Flädte,  Denn  beseiclmen  wir  mit  x,  y^  z  die  Koordinaten 
eines  Punktes  dieser  BflckkelirkiuTey  und  sind  a\  h'\  c"  die 
zweiten  Ableitungen  der  Funktionen  a^hy  e,  so  hat  man 

ax  +  6y  +  cji  —  |)  =  0, 

ax-^  Vy  +  c'e  — 1>'  -"  0, 

a'x-^-V'y  +  c'z—p'  —  0, 

Alle  Gröfsen,  welche  hier  auftreten,  sind  Funktionen  eines 
Parameters;  durch  die  Gleichungen  ist  die  Kurve  definiert, 
wenn  der  Parameter  eliminiert  wird.  Differentiiert  man  zur 
Berechnung  des  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten  der 
Koordinaten  die  Gleichungen  nach  diesem  Parameter,  so  folgt 
aus  den  ersten  beiden,  unter  Berücksichtigung  der  zweiten 
und  dritten  Gleichung: 

ax  +  ^y  +  cz  =«  0, 
dx  +  V^+cz  —  Q, 

und  differentiiert  man  die  erste  Ton  ihnen  mit  BerQcksichtigang 
der  zweiten,  so  hat  man 

Die  Gleichungen 

ax'  '\'  6y  +  cz  -«  0    und    ax"  +  6y"+  ^^''  =■  ^ 

zeigen  (Nr.  267),  dab  a,  6,  c  proportional  sind  den  Kosinus 
der  Winkel,  welche  die  Binormale  der  Rückkehrkurve  mit 
den  Koordinatenaxen  bildet;  also  ist  die  Oskulationsebene  die 
bewegliche  Ebene  selbst. 

286.  Veransohauliohung  der  Abwiokelbarkeit.  Betrachten 
wir  eine  beliebige  abwickelbare  Fläche:  es  sei  A  ein  Punkt 
der  Bückkehrkurve,  von  dem  an  wir  den  Bogen  s  der  Kurve 
messen,  und  E  der  Punkt,  welcher  der  Lange  s*^  8  ent- 
spricht. Dem  Bogen  S  schreiben  wir  ein  Polygon  ABCBE 
mit  n  Seiten  ein,  deren  Richtungen  bezüglich  AB,  BC,  CD . . . 
sind.  Indem  wir  allgemein  mit  s  die  Länge  des  Kurven- 
bogens  vom  Punkte  A  bis  zu  irgend  einem  Eckpunkte  des 
Polygones  bezeichnen,  verlängern  wir  die  Seite,  welche  in 
dieser  Ecke  endigt,  um  eine  Gröfse  ^  «=  <p(s),  wobei  q)  eine 

3er r et,  DUf-  n.  Integral-Bechnung.    I.  2.  Aufl.  25 
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beliebige  Funktion  bedeutet.  Wir  verbinden  endlich  die  Punkte 
ajb,  c,  .. .  welche  die  Endpunkte  der  verlängerten  Seiten 
ABj  BCj  CDj . . .  sind.  Auf  diese  Weise  erhalt  man  eine 
Folyederfläche,  die  aus  n  —  1  Dreiecksflächen  besteht^  und  die 

Fig.  66. 


dnrch  ein  Polygon ,  welches  dem  Bogen  S  eingeschrieben  ist, 
durch  die  beiden  äulsersten  Seiten  desselben  und  die  gebro- 
chene Linie  a,  b,  c,  d  begrenzt  ist.  Läfst  man  nun  die  Drei- 
ecke Ddc^  Ccbj . . .  um  die  Seiten  Dc^  Cb . ..  sich  drehen,  so 
kann  man  alle  diese  Dreiecke  in  die  Ebene  ABC  des  ersten 
bringen;  auf  diese  Weise  erhält  man  den  Prozess,  welchen 
man  die  Abwickelung  der  Polyederfläche  nennt.  Bei  dieser  Ab- 
wickelung bleiben  die  Längen  t  und  die  Längen  der  gebro- 
chenen Linien  ABCJDEj  abcd  ungeändert. 

Nehmen  wir  nun  an,  daCs  die  Zahl  n  der  Seiten  unbe- 
grenzt wächst;  und  dafs  jede  von  ihnen  nach  null  konveigiert^ 
so  hat  die  Linie  AB  CD  JE  zur  Grenze  den  Bogen  S,  und 
die  Polyederfläche  fällt  mit  einem  Teil  der  developpabelen 
Fläche  zusammen,  der  begrenzt  ist  durch  den  Bogen  AE  der 
Bückkehrkurve,  durch  die  Tangenten  Aa,  Es  in  den  End- 
punkten, und  durch  eine  bestimmte  Kurve  a«,  definiert  durch 
die  Gleichung 

wobei  s  den  Bogen  AM  der  Rückkehrkurve  und  t  die  üLnge 
Mii  der  Tangente  in  M  zwischen  dem  Berührungspunkte  und 
der  Kurve  as  bedeutet. 

Andererseits  konvergiert  auch  die  Abwickelung  der  Po- 
lyederfläche nach  einer  bestimmten  Grenze,  und  diese  Grenze 
nennen  wir  die  Abwickdung  des  betrachteten  Teiles  der  de- 
veloppabelen Fläche.  Ln  Besonderen  ist  die  ebene  Kurve, 
welche  die  Grenze  des  Polygones  abcd  bei  der  Abwickelung 
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der  Polyederflaclie  bildet,  die  Abwickelung  oder  Traiisformierte 
der  auf  der  abwickelbaren  Fläche  gelegenen  Eorve  ae.  Es 
ist  leicht  ersichtlich,  daCs  die  Ebene  ABC  zur  Grenze  die 
Schmiegungsebene  der  Bückkehrkurve  im  Punkte  A  hat,  welche 
zugleich  die  abwickelbare  Fläche  berührt.  Die  Abwickelung 
ist  also  auf  der  Tangentenebene  des  Punktes  A  vollzogen 
worden.  Endlich  bemerken  wir  noch,  dafs  die  Gleichung 
^«»9(5),  welche  wir  »für  die  Kurve  ae  angenommen  haben, 
auch  nach  der  Abwickelung  fortbesteht.  Überhaupt  bleiben 
alle  Längen  von  Geraden  oder  Kurven  auf  der  abwickelbaren 
Fläche  durch  die  Abwickelung  ungeändert. 

§  8.  Polarfläehe  und  Evolutenknrve. 

Wir   nehmen    in    diesem   Paragraphen    wieder   die   For- 
derung @  als  erfüllt  an. 

287.   Definition   der  Polarfl&ohe   einer   Batunkurve.     In 

Nr.  263  wurde  bewiesen,  dafs  die  Krümmungsaxe  oder  Polar- 
gerade eines  Kurvenpunktes  x,  y,  0  die  Gleichungen  hat: 

F=0      --=0 
^       ^'     dt       ^' 

wenn  F=  0  die  Gleichtmg  der  Normalebene  ist;  femer  wurde 
in  Nr.  276  gezeigt,  daJs  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes 
der  oskulierenden  Kugel  durch  die  drei  Gleichungen  be- 
stimmt sind: 

'^       ^'      dt       ^'      dt^       ^• 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Normalebenen  einer  Kurve  von  einer 
developpabelen  Fläche  eingehüllt  werden,  deren  Charakteri- 
stiken die  Krümmungsaxen  sind  und  deren  Bückkehrkurve 
von  den  Mittelpunkten  der  oskulierenden  Kugeln  gebildet 
wird.  Diese  developpabele  Fläche  heifst  die  Polarfläche.  Auf 
dieser  Polarfläche  liegen  auch  die  Krümmungsmittelpunkte 
der  Kurve. 


288.  Eine  Eigenschaft  der  Folarfläohe.  Die  Werte  der 
Koordinaten  Xq^  y^j  sfQ  der  Mittelpunkte  der  oskulierenden 
Kugeln  sind  nach  Nr.  278: 

25* 
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(1) 


Xq  =  X  +  B  cos  9 ^     cos  l, 

yo  —?/  +  -«  cos  ^ j^  cos  ft, 

r    _  £?  +  B  CO«  X ;n-  cos  ^^ 


und  ferner  ist  ihr  Radius  r  gegeben  durch 

(2)  r^^I^  +  (^)V 

Differentiiert  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2);  indem  man 
die  Formeln  in  Nr.  273  benutzt;  und  setzt  man 

(ä)  '.^-±  (?  +  ««!))' 

indem  man  cIsq  das  Vorzeichen  von  ds  erteilt^  so  folgt 

und 

^"^^^  d«        ^  ^  ds     ds 

Die  Gleichungen  (4)  beweisen:  erstens,  daJjs  ^^  das  Diffe- 
rential des  Bogens  der  Bückkehrkurve  der  Polarflache  ist, 
gweUenSj  dafs  die  Tangente  dieser  Kurve  die  Ejrümmungsaxe 
oder  Polargerade  ist,  was  eine  Bestätigung  des  früher  schon 

erhaltenen  Resultates  bildet.     Man  sieht  aber  auch,  dafs  -3-^ 

'  ds 

null  sein  kann,  und  dann  reduziert  sich  die  Rückkehrkurre 
auf  einen  Punkt.  Die  Formeln  (4)  und  (5)  zeigen  alsdann, 
dafs  Xq,  jfQ,  sf^,  r  Eonstante  sind.  Die  nämliche  Kugel  oskuliert 
alsdann  die  Kurve  in  jedem  Punkte;  diese  liegt  also  ganz  auf 
der  Kugel. 

Hat  man  femer  eine  Kurve,  für  welche  der  Radius  der 
Schmiegungskugel  konstant  ist,  so  ist: 


(6)  ^*  +  (^,,/ 

und 


'""Y-a^ 


dr        ^ 
r  ^^  a,     j    =  0. 
'     ds 


ds 
Dies  findet  statt  nach  Gleichung  (5)  erstens,  wenn  ^  «»  0 

ist;  d.  h.  für  die  sphärischen  Kurven  und  ihre  Ausartung  fBr 
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T=oo:   die   ebenen   Kurven;  Bvoeitens,   wenn  -^««0,   also 

wenn  S  <»  konst.  ist.  In  diefiem  Falle  wird  nach  (2)  r  *^  R 
and  die  Gleichungen  (1)  verglichen  mit  den  Gleichungen  (4) 
der  Nr.  263  zeigen ,  dafs  der  Mittelpunkt  der  oskulierenden 
Kugel  mit  dem  Krümmungsmittelpunkt  zusammenfaUi  Es 
besteht  also  der  Satz: 

Ist  der  Badius  der  Schmiegungshugd  einer  Baumhurve  Jcotir 
stantf  so  fallt  der  Mittelpunkt  der  Schmiegungshugel  mit  dem 
Erimmungsmütelpunkte  und  der  Ort  der  ErümmungwtiUelpunkte 
mit  der  Rückkehrhurve  der  developpabden  Fläche  eusammen,  die 
von  den  Normalebenen  der  Kurve  gebildet  wird. 

288.  BesiehuBg  swiBOhen  der  Polarflftolie  und  ihrer  Jlüok- 
kehrkurve.  Bezeichnen  wir  mit  a^,  ß^y  Y^\  SPo>  *o>  U\  hy  ^o;  ^o? 
i^;  Tq  die  Groisen,  welche  den  Gröfsen  a,  ß,  y  . . ,  analog  sind 
tmd  sich  auf  die  Bückkehrkurve  beziehen,  und  sehen  wir  dabei 
von  den  ebenen  Kurven,  d.  h.  von  dem  Falle  T*=  oo  ab,  so 
komien  wir  die  Gleichungen  (4)  folgendermafsen  schreiben: 

(7)  cos  «0  =  +  cos  A,     cos  /S©  "^  +  ^^^  f*>    ^^^  ^o  ""  +  ^^^  *'• 

Die  Differentiation  dieser  Gleichungen  ergiebt: 

dsn  —  ds  dSt,  —  ds 

-^"  COS  9^  =  -+-  Y  cos  q>,     -^  cos  ^o  =  +  j'  ^^^  *? 

dSf.  "r-  ds 

jj^COSa:o  =  +   j^COS^r, 

also: 

(8)  "ä^  "^  T    ^^®^    ^^0  "^  ^^' 
und 

(9)  coaq>Q  «—  +  cos y,    cos  ^o  '^  "F  cos  ^,    cos  Xo  "^  +  cos  %, 
Die   Differentiation   der   Gleichungen   (9)   giebt  folglich^ 

wenn  man  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  beachtet: 

df^  -  -r-  ds  dSf.  —r-ds         ^ 

-^  cos  ^0  =  +  ^  cos  «,        jy     COS  ^0  ^  "+"  U   ^^®  ^^ 

dSo  —  ds 

-jT-  cos  Vo  =  +  _ß  cos  y, 

also 

(10)  P^=E     ^^^^     dT,  =  d6, 
und 

(11)  cosjl^  «=»  +  cos«,  cosfiQ  —  +  cos/J,  cos  t/o  ■=  +  cosy. 
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Vergleicht  man  also  die  gegebene  Eurye  mit  der  Bück- 
kehrkurve der  Polarfläche;  so  sieht  man,  daüs  für  beide  Karben 
die  Richtung  der  Hauptnormalen  die  nämliche  ist,  und  dafs 
die  Tangente  einer  Kurve  parallel  ist  der  Binormale  der  anderen. 
Zugleich  drücken  die  Gleichungen  (8)  und  (10)  aus,  dafs  die 
erste  absolute  Krümmung  einer  jeden  Kurve  der  zweiten  ab- 
soluten Krümmung  der  anderen  gleich  ist.  Das  zweideutige 
Zeichen  +  kann  in  jeder  der  Formeln  (7),  (9),  (11)  durch 
das  Plus-  oder  Minuszeichen  ersetzt  werden.  Endlich  bemerken 
wir  noch;  dafs  die  Gleichung  (3)  die  Form  erhält: 

(12)  ±  äs,  -  ?^f  +  ä^-^^  =  Bd.,  +  d|f . 

290.  Eine  Anwendung.  Wir  betrachten  in  der  rry- Ebene 
die  bewegliche  Gerade,  deren  Gleichung 

(13)  5  sin  6q  —  ri  cos  (J^  =  jR 

ist.     Ihre  Enveloppe  wird  durch  diese  Gleichung   zusammen 
mit  der  Gleichung 

(14)  g  cos  00 +  V  sin  Oq  —  ^^ 
bestimmt;  aus  diesen  beiden  folgt: 

dJR 

j  g  =  -f  B  sin  (^0  +  j^  cos  tfo , 

I  ,y  =  —  RcoBÖQ  +  ^ sin 6q . 
Differentiiert  man  sie,  so  wird 

dg  =  [Rdöo  +  d^--)  cos  6q, 

dfi  =  (^RdöQ  +  d^)  sin  ö^ , 

imd  dies  ergiebt,  auf  Grund  der  Gleichung  (12): 
(16)  d|  =  +  ^^0  ^QS  6q^    dij  «=r=»  +  dsQ  sin 6^. 

Diese  Formeln  sagen  aus,  dals  für  die  betrachtete  ebene 
Enveloppe  Bogenlänge  und  Krümmung  dieselben  sind,  wie  für 
die  Bückkehrkurve  der  Polarfläche. 

Führt  man  nun  in  die  Gleichungen  (1),  welche  den  Mittel- 
punkt der  oskulierenden  Kugel  bestimmen,  die  Gröfsen  g,  17 
und  die  Winkel  9^,  %f  %o,  A^,  ft^,  Vq  ein,  die  sich  auf  die 
Bückkehrkurve  beziehen,  so  erhält  man 


(17) 


Theorie  der  Baamkurven  und  Flächen.  391 

a?o  ■"  Ä  +  iiooa^QGoaaQ  —  sin «r^ cos 9)0)  + 17 (sin ey^ cos «^ 

+  cos  (^0  cos  9)0), 

yo  —  y  ±  I  (cosi^o  cos/Jo  —  sin^^o  «os  ^q)  +  ij  (siiK^o  cos  ß^ 

+  COS^o  C08^q\ 

^0  =  jp  Hh  I  (cos  6q  cos  yo  —  siii  <^o  ^^^  %o)  +  V  («in^  <^o  ^^^  ^o 

+  cos<yocoszo). 

Das  zweideutige  Zeichen  +  in  den  Gleichungen  (16)  und 
(17)  ist  immer  durch  -{-  oder  durch  —  zu  ersetzen. 

Die  Gleichungen  (17)  liefern  unmittelbar  die  Lösung  der 
Aufgabe^  eine  Kurve  zu  bestimmen^  für  welche  der  Ort  der 
oskulierenden  Kugeln  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  sind  alle 
GroCsen  mit  dem  Index  nuU^  die  sich  auf  die  gegebene  Kurve 
beziehen,  bekannte  Funktionen  derselben  unabhängigen  Variar 
belen.  Die  Gleichungen  (16)  bestimmen  |  und  17  durch  ihre 
Differentiale,  und  alsdann  ergeben  die  Gleichungen  (17)  die 
Koordinaten  x,  y,  0  der  gesuchten  Kurve. 

29L  Definition  der  Evolutenkurve  und  Evolventenkiirve. 
Wenn  eine  ebene  oder  nLumliche  Kurve  AM  beschrieben  wird 
durch  den  einen  Endpunkt  eines 
FadenS;  der  auf  einer  zweiten  Kurve 
A^  M^  aufgerollt  war,  und  mit  seinem 
zweiten  Ende  auf  dieser  Kurve  be- 
festigt ist,  und  welcher  derart  ab- 
gewickelt wird,  dafs  er  stets  ge- 
spannt bleibt,  so  heifst  die  Kurve 
A^M^  eine  Evolute  der  Kurve  AM. 
umgekehrt  heÜBt  AM  eine  Evol- 
vente der  Kurve  A^M^. 

292.  BeBtimmnng  der  Evoluten  einer  gegebenen  Eiurve. 
Wir  bezeichnen  die  Elemente  der  gegebenen  Kurve  wie  in 
Nr.  273,  die  analogen  GroDsen  für  die  zweite  Kurve  mit  dem 
Index  2;  die  Ableitungen  nach  t  durch  Accente. 

Setzt  man 

(1)  u  -  V{x\  "-^)«  +~(y,  -  yy  +  (^,"^^)S 

80  sind  die  Bedingungen  dafür,  dafs  A^M^  eine  Evolute  von 
AM  ist: 
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(2)      X^—  X  '='  ii  cos  «2  ;    y«  —  y  ■■  W  cos  ß^,    jgj  —  ^  ««  tt  COS  y^ 

und 

(3)  V  -  u\ 

Differentiiert  man  die  erste  Gleichung  (2),  und  benutzt 
man  dabei  die  Formeln  der  Nr.  273,  so  folgt 

5,'  cos  «2  —  s'  cos  a  «s  -^  COS  g>^  +  te'  cos  «g , 

oder  wegen  Gleichung  (3): 


uu 


s  cos  a  =  —  -w  cos  9)g , 
ebenso: 

s  cos  p  =•  —  ^  cos  ^2 , 

f  Uli' 

5  COS  y  ■»  —  -g-  cos  Xf . 
Diese  drei  Gleichungen  ergeben 

ferner 

(5)  cos  92'=  —  cos  « ,    cos  ^2  «=  —  cos  /5 ,    cos  x«  '■=  —  cos  y . 

Dies  besagt:  Die  Hauptnormale  im  Punkte  M2  der  Evo- 
lute ist  parallel  der  Tangente  im  entsprechenden  Punkte  3f 
der  Evolvente.    Die  Tangenten  der  beiden  Kurven  stehen  also 
senkrecht,  und  es  ist: 

(6)  cos  a  cos  «2  +  cos  ß  cos  /J,  +  cos  y  cos yj  ■=  0. 

Differentiiert   man   diese   Gleichung   mit   Benutzung   der 
bereits  erwähnten  Formeln  in  Nr.  273,  so  findet  man: 

j^  (cos  9  cos  «2  +  cos  if  cos  ft  +  cos  X  cos  yj) 

j ' 
+  R*  (^^^  V«  ^^^  "  "I"  ^^^  ^2  ^^  Z'  "I"  cos  ;|r,  cos  y)  :»  0 , 

also  nach  den  Gleichungen  (3),  (4),  (5): 

(7)  cos  q)  cos  «2  +  cos  ^  cos  /Jj  +  cos  x  cos  ^2  **  — 

u 

Es  ist  nun  auch: 

(8)  cos  X  cos  «2  -|-  cos  fi  cos  ßi  +  cos  1/  cos  yj  «=  1/1 1 , 

denn  es  ergiebt  sich  eine  Identität,  wenn  man  die  Gleichungen 
(6),  (7),  (8)  quadriert  und  addiert.    Addiert  man  die  nämlichen 
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Gleichungen^  nachdem  man  sie  zuvor  mit  coBa,  cos  9,  cosA, 
sodann  mit  cosjS,  cos^,  cosft;  endlich  mit  cos  7^,  ^<^^X>  ^obv 
multipliziert  hat^  so  folgt: 


(9) 


^  I   1/1       -K»        , 

cos  «2  «»  -  -  cos  9+1/1  —      Y  C^8  ^ } 

COS  A  —  —  COS  ^  +  ]/l  —  -i^  cos  ^, 

CÖBy«  —    -    cos  ar   +   ^1  —  --,   COSV, 


^8 


und  die  Gleichungen  (2)  werden  also: 

ic^  ssas  a;  -|-  U  cos  9  +  yü*  —  JS*  cos  Jl, 

(10)  I    y,  c=  y  +  ECOS*  +  Vtt*  —  iJ»  COSjX, 

=  if  +  £co8x  +  Yu^  —  iJ*  cosv. 

Alle  auf  die  Eurre  jllf  bezüglich^a  Grdlsen  sind  als 
Funktionen  einer  gewissen  unabhängigen  Variabelen  bekannt; 
wenn  man  also  noch  den  Ausdruck  u  als  Funktion  derselben 
Variabelen  bestimmen  kann,  so  liefern  die  Gleichungen  (10) 
eine  vollständige  explicite  Darstellung  der  Evolute. 

Um  u  zu  finden,  genQgt  es  aber  die  Gleichung  (7)  zu 
differentiieren.     Dies  ergiebt: 

1  (cos  q)  cos  9g  -[-  cos  ^  cos  ^j  +  cos  %  cos  x^) 
g' 

—  ^  (cos  A  cos  Äj  +  cos  II  cos  ^^  +  cos  V  cos  y,)  —  (— j , 
oder  auf  Grund  der  früheren  Formeln: 


(11) 


(v)'+  -r  1  -  f."  -  »• 


Dies  ist  die  Gleichung,  durch  welche  u  bestimmt  wird. 
Ist  die  gegebene  Kurve  eine  doppelt  gekrümmte,  so  ist  r' 
nicht  null,  und  es  wird 


-  (?)• 


V 


1  — 
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Die  linke  Seite  ist  die  Ableitung  eines  BogenS;  dessen 
Kosinus  gleich  —  ist,  man  hat  also,  wenn  g  eine  willkürliche 
Konstante  bezeichnet: 

arc  cos  —  =  ^  +  <7j 
oder 
(12)  --  =  coB(t+g),    w  = 


Ist  die  gegebene  Kurve  eben^  so  reduziert  sich  die  Glei- 
chung (11)  auf 

und  man  hat 

(13)  -  =  cos  g,     ti  =  —  9 

wenn  g  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet.  Diese  Formel 
ist  also  in  der  allgemeinen  Gleichung  (12)  enthalten,  wenn 
man  dort  t  «»  0  setzt. 

Führt  man  den  Wert  von  u  in  die  Gleichungen  (10)  ein, 
so  erhält  man: 

1X2  =  X  -{-  R  cos  (p  -{-  R  tang  (tr  +  g)  cos  l, 
ya  =  y  +  -B  cos  ^  +  -B  tang(r  -f  g)  cos  fi, 
j8i,  «a  j»  +  iJ  COS  %  +  B  tang  (t  +  g)  cos  v. 

Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  bekannte 
Funktionen  der  unabhängigen  Yariabelen;  sie  enthalten  in- 
dessen die  Gröfse  r,  den  Bogen  der  sphärischen  Kurve,  welche 
die  zweite  Krümmung  der  gegebenen  miTst,  und  die  Bestim- 
mung von  t  als  Funktion  der  unabhängigen  Yariabelen  erfordert 
in  den  meisten  Fällen  eine  Integration.  Die  Gleichungen  ent- 
halten eine  willkürliche  Konstante;  daraus  erkennt  man,  dafs 
die  gegebene  Kurve  unendlich  viele  Evoluten  hat. 

293.  Eigenschaften  der  Evolnte.  Bezeichnet  man  mit 
x^j  y^j  01  die  Koordinaten  des  Krümmungsmittelpunktes  Mi, 
der  zum  Punkte  M  gehört,  und  ist  Ä^M^  der  Ort  dieser 
Mittelpunkte,  so  ist  nach  Nr.  263 

(15)    a?i  «=»  o; -|- iJ cos 9,  yi=y  +  iJcos^,   0^^=^  0-\'  Rcosi* 

Welchen  Wert   man   auch   der  Konstanten  g  beilegen   mag, 
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die  Werte  x^j  y^,  e^  kdimen  niemals  mit  x^^  y^  0^  zasammen- 
fidlen,  wenn  z  nicht  konstant  ist. 

mihm  ist  bei  den  doppelt  gekrümmten  Kurven  der  Ort  der 
Krämmungsmittdpunkte  niemals  ssugleich  eine  Evolute. 

Die  Gleichungen  (14)  und  (lö)  ergeben: 

^       '  C08  i  COSffr  COSir    ' 

mid  dies  beweist^  dafs  die  Punkte  M^  der  Evoluten  auf  den 
Erümmungsaxen  M^M^  der  gegebenen  Kurve  liegen.  Hieraus 
folgt;  dafs  alle  Evoluten  auf  der  Polarfläche  liegen,  welche 
also  der  geometrische  Ort  von  ihnen  ist. 

Sämtliche  Evoluten ,  welche  durch  die  Gleichungen  (14) 
dargestellt  sind,  sind  doppelt  gekrümmte  Kurven,  mit  Aus- 
nahme derjenigen,  die,  im  Falle  dafs  r  »» 0  ist,  zu  jf  -»  0  ge- 
hört.   Denn  die  Differentiation   der  Gleichungen  (5)   ergiebt 

(Nr.  274): 

6^  cos  a^  4"  ^2'  cos  X^  =  6'  cos  q>f 

62  cos  ^2  +  '^2  cos  1^2=  <y'  cos  ^, 

O2  cos  ^2  +  ^a'  cos  ^2  =  <y'  cos  %} 
also 

Soll  die  Kurve  eben  sein,  so  mufs  z^' »«  0,  und  folglich 
6^'  =  0'  sein,  und  es  ist 

cos  Oj  **  cos  g> ,     cos  ß^  «»  cos  ^ ,     cos  y^  **  cos  % . 

Nach  den  Gleichungen  (7)  oder  (8)  wird  demnach 

u  =  R, 

Diese  Gleichung  findet  aber  gemäfs  der  Gleichung  (12) 
nur  dann  statt,  wenn  die  Kurve  AM  eben  ist,  und  sie  ent- 
spricht dem  Werte  tr  «■  —  g.  Im  Falle  r  «=»  0,  p  =  0  fällt  der 
Punkt  Ml  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  zusammen;  also 
bestehen  die  Sätze: 

L  Die  unendlich  vielen  Evoluten  einer  räumlichen  Kurve 
sind  selbst  aUe  doppelt  gekrümmt 

2.  Eine  d>ene  Kurve  besitzt  unter  aUen  ihren  unendlich 
wlen  Evoluten  eine  einzige,  die  auch  eben  ist,  nämlich  die  Kurve 
ihrer  Krümmungsmittelpunkte. 
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2M.  Die  Abwickelung  der  Polarflftche.  Auf  der  Polar- 
fläche haben  wir  aoTser  der  Rückkehrkarye  (dem  Orte  der 
Mittelpunkte  oskulierender  Engeln)  noch  das  System  der  Evo- 
luten und  den  Ort  der  Erttmmungsmittelpnnkte.  Subtrahiert 
man  von  den  Koordinaten  x^^y^yB^  und  ^n  y^  xr^,  welche  durch 
die  Gleichungen  (14)  und  (15)  gegeben  sind;  die  Koordinaten 
x^j  Pq,  0q  des  Centrums  der  oskulierenden  Kugel  (Nr.  288)^ 
so  erhält  man: 

^2  —  ^0  =  \ß  ^^8  (^  +  5)  +  ^J  cos  A, 
y«  —  yo  =  [-B  tang(r  +  y)  +  -57]  cosf*, 

^»  —  ^0  —  L^  tang(T  +  ^)  +  — J  cos  V, 

und 

dB 

X\  ^0  "*"  "^-  COS  Ä, 

dR 
Vi  —  yo™-^^  cosfi, 

dB 

Indem  wir  aber  nur  die  GroCsen  einfahren  wollen ,  die 
sich  auf  die  Bückkehrkurve  beziehen,  ersetzen  wir  cos  X^  cosfi, 
cosi;  durch  cosag,  cos/3q,  cos^q;  und  zwar  was  gestattet  ist^ 
mit  dem  nämlichen  Zeichen;  ferner  dt  durch  de^  und  t  selbst 
durch  6q,     Femer  setze  ich: 

R  =  —  X  sin  (Jo  +  Fcos  6^, 

^—  =  —  X  cos  6q  —  Ysin  Oq, 

und  die  neuen  Yariabelen  X  und  Y  sind  als  Funktionen  der 
zu  der  Bückkehrkurye  gehörigen  Grölsen  durch  die  Gleichungen 

(17)  dX  =s  dsQ  cos  ö^y    d  F—  ds^  sin  6^ 

definiert  (Nr.  289).     Alsdann  werden  die  obigen  Gleichungen: 

(lg)       ^1—^0  ^^  Vß  —  y^  .^  bJ~' ?o  __  —  XcoBy+  YBJag 

^  008«^     "*       cos  Po     '^    008  y,  C08(^,+5f)  ' 

(19)       ^JH^  =  y«  - yjL  _  .^J_-  ^0 (jj;  ^^,g        ^   y  j^      X 

^        -^  cos  «0  008  p<>  008  y^  ^  ®     '  0'' 

Nun  nehmen  wir  an,  dals  zur  Ebene  x,  y  eine  Tangenten- 
ebene der  Polarfläche  gewählt  ist^  und  führen  die  Abwickelung 
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dieser  Fläche  in  dieser  Ebene  aus.  Wir  behalten  dieselben 
Buchstaben  bei,  nin  die  yerschiedenen  Groben  auch  nach 
der  Abwickelung  zn  beseichnen.  Da  die  Punkte  üf^,  M^^  M^ 
immer  auf  einer  Geraden  liegen,  und  ihre  gegenseitigen  Ab- 
stände unTeränderlicb  sind,  ebenso  wie  die  Bogen  s^  und  tf^, 
so  bestehen  die  Formeln  (18)  und  (19)  ohne  Änderung  fort. 
Aber  nach  der  Abwickelung  werden  ifofiSiyM^  null;  die  Rückkehr- 
kurre  ist  eine  ebene  Kurve  geworden  und  dö^  kann  an  Stelle 
Ton  doo  gewählt  werdm;  man  kann  selbst  a^  »»  o^  annehmen, 
auf  Grund  der  willkürlichen  Grofse  g,  welche  mit  6q  yerbunden 
ist.     Demnach  hat  man 

cos  a^  s»  cos  ÖQf    cos  ß^  «>  sin tf^,    cos  y^  -«  0. 

Weiter  zeigen  die  Gleichungen  (17),  dab  dX  und  dY 
nichtb  anderes  sind  als  dxQ  und  dy^,  man  kann  also 

setzen,  da  der  Koordioatenanfangspunkt  willkürlich  ist.  Dem- 
nach erhalten  die  Transformierten  der  Evoluten  die  Gleichungen: 

^      *  C08  <y,>  ein  a^  cos  {a^  +  g) 

und  die  Transformierte  der  Kurve  der  Krümmungsmittelpunkte 
wird: 

(21)  -^-=^^  —  ?C:^  =  -  (x^ooBö^  -f  yoSincJo). 

Man  kann  aus  den  Gleichungen  (20)  Xq^  y^,  6q  eliminieren; 
diese  Elimination  ergiebt 

(22)  x^cosg  —  yg  sin^  =  0, 

und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Lehrsatz  L  Die  Evoluten  einer  beliebigen  Kurve  trans- 
formieren sich  bei  der  Abwickelung  der  Polarfläche  in  gerade 
Linien^  todche  durch  einen  festen  Punkt  F  gehen. 

Da  die  Längen  der  Kurvenbogen  sich  bei  der  Abwicke- 
lung nicht  ändern,  so  kann  man  hinzufügen,  dafs  die  Evoluten, 
auf  der  Polarfläche  die  kürzesten  Linien  zwischen  zwei  Punkten 
sind;  sie  sind  also,  wie  man  sagt,  geodätische  Linien.  Die 
Gleichung  (21)  enthält  die  beiden  Gleichungen: 

yi  —  yo  =  (-^1  —  ^o)  tang  Oq,    y^^  ^x^  cotg  6^. 
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Die  erste  stellt  die  Tangente  im  Punkte  Xq^  y^  der  Ab- 
wickelung der  Bückkehrkurve  dar;  die  zweite  Gleichung  die 
des  Lotes ;  welches  vom  Punkte  Fy  dem  Koordinatenanfangs- 
punkte,  auf  diese  Tangente  gefallt  ist.  Man  hat  demnach  den 
andern  Satz: 

Lehrsatis  IL  Der  Ort  der  Erümmuitgsmittelpunkte  einer 
BaunJßurve  toirdy  nach  der  Äbwkkdung  der  Pclarflächey  Ort 
der  Fufspunkte  äüer  Lote,  die  van  dem  gemeinsamen  Punkte 
der  Evoluten  auf  die  Tangenten  der  transformierten  Bückkehr- 
kurve gefällt  sind. 

296.    Der   Fall   der   ebenen    und   sphftriBOlien   Eurven. 

Die  besonderen  Fälle,  dals  die  gegebene  Kurve  sphärisch  oder 
eben  ist,  sind  noch  hervorzuheben.  Im  ersten  Falle  ist  die 
Polarfläche  ein  Kegel,  dessen  Spitze  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  liegt,  auf  welcher  sich  die  Kurve  befindet,  und  alle 
unsere  Formeln  bleiben  gültig.  Ist  die  Kurve  eben,  so  wird 
die  Polarfläche  ein  Gylinder,  dessen  senkrechter  Schnitt  die 
ebene  Evolute  bildet.  Man  kann  hier  cosA  =  0,  cosft-»Oy 
cos  V  «B  1  und  j9|  i«  0  setzen.  Dann  hat  man  nach  den  Glei- 
chungen (14)  in  Nr.  292 

^9  =  ^i>    y%  =  yif    ^2  —  -B  tang^. 

Da  der  Anfangspunkt  des  Bogens  s^  unbestimmt  ist,  so  kann 
man  R  ==*  s^  annehmen.  Nach  der  Abwickelung  der  Polar- 
fläche wird  Si  eine  geradlinige  Abscisse,  und  die  Transfor- 
mierten der  Evoluten  sind  gerade  Linien,  welche  die  Gleichung 

haben 

0^  =  Si  tang^. 

Die  Evoluten,  deren  Tangenten  einen  konstanten  Winkel 
mit  den  Erzeugenden  der  Polarfläche  bilden,  sind  Schrauben- 
linien auf  diesem  Cylinder. 

296.  Bestimmung  der  Evolventen  einer  gegebenen  Kurve. 

Die  Gleichungen  des  Problemes  sind,  wie  in  Nr.  292: 

x^  —  X  «=  u  cos «2 ,    y^  —  y  =  M  cos /Jj ,     02  —  ^  =  ti  cos  yj, 

h  =  w', 

aber  die  Lösung  ist  viel  leichter,  als  die  des  umgekehrten 
Problemes,  denn  hier  sind  x^^  y^^  g^,  a^,  ß^,  y^,  s^  gegebene 
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Funktionen  der  namlichenYariabelen,  und  man  erhält  unmittelbar 
die  Werte  von  x,y,0.     Es  wird  nämlich 

wobei  g  eine  willkürliche  Konstante  ist^  und  die  obigen  Glei- 
chungen werden  demnach 

x^x^  —  is^  +  g)  cosa^,    y  =  y«  —  (««  +  9)  cos /3g, 

i»  —  j»2  —  («2  +  9)  cosyg. 

Man  sieht;  dafs  jede  Knrve^  mag  sie  eine  ebene  oder 
raumliche  sein,  unendlich  viele  Evolventen  hat.  Die  einzige 
Schwierigkeit  dieses  Problemes  besteht  in  der  Bestimmung 
des  Bogens  8g ,  dessen  Ableitung  im  allgemeinen  zunächst  nur 
gegeben  ist.  Die  Berechnung  von  s^  ist  daher  ein  Problem 
der  Integralrechnnng. 

297*  Das  BeiBpiel  der  Sohranbenlinie«  Die  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  gewöhnlichen  Schraubenlinien  können  durch 
die  Gleichungen: 

(1)  ^  ea  a  cos tj    y  =^  GBintf  0  '^  at  cotg i 

dai^estellt  werden,  wobei  i  eiuen  gegebenen  Winkel  nnd  a 
den  Radius  des  Kreiscylinders  bedeutet,  auf  welchem  die  Kurve 
liegt  Wir  behalten  alle  früheren  Bezeichnungen  bei^  die  wir 
hier  nicht  su  wiederholen  brauchen.    Aus  den  Gleichungen 

dx  «=»  —  asiatäty    dy  =  a  cos  t  dt,    dz  ^^^  adt  cotg  i 
folgt: 

(2)  ds  -  ^. 

und 

(3)  cos  «  ««  —  sin  i  sin  ty     cos  j3  «=>  sin i  cos  ty     cos  y  «=  cos  i. 

Die  letzte  besagt: 

Die  Tangente  der  Schraubenlinie  bildet  mit  der  Axe  des 
Cylinders  den  konstanten  Winkel  i. 

Die  Differentiation  der  Gleichtmgen  (3)  ergiebt: 

t08g>d6^=^ — 8mico8tdty  coajtfdö^^^  —  ainisiatdty  cos%rf<y«=0, 

also: 

(4)  dö  =  sin  i  dty 
und 

(5)  cos  9  =  —  cos  ty     cos  V'  =  —  sin  ^,     cos  jj  =  0, 
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ferner  yermittelst  der  Gleichungen  (2)  und  (4): 

(6)  JJ  — -vV- 

V   /  Bin'» 

Die  Gleichnngen  (5)  und  (6)  lehren: 

Die  Hauptnormale  oder  die  Biehtung  des  Srümmnngsradius 
ist  senkrecht  zur  Axe  des  OylinderSy  und  der  Badius  der  ersten 
Krümmung  der  Schraubenlinie  ist  konstant 

Die  Differentiation  der  Gleichnngen  (6)  ergiebt: 

Qonad6  +  cos Xdt  *=  —  sin^el^, 
cofi  ßd6  -{-  cos  fidf^  cos  t  dt, 
cos  y  rf<y  +  cos  v  rf r  «=  0, 

oder,  auf  Grund  der  Gleichungen  (3)  und  (4) 

cos  Xdt  '^  —  cos^  i  sin  tdt,    cos  (idt  »^  CO0'  i  cos  tdt, 

cos  vdr  'rao  —  cos  i  sin  i dt. 
Hieraus  folgt: 

(7)  dt  «=  cos  i  dt 
und 

(8)  cos  il  SB  —  cos  i  sin  t,  cos  fi  =»  cos  •  cos  t,  cos  v  «-*  —  sin », 

femer  nach  den  Gleichungen  (2)  und  (7) 

(9)  T^-^ r. 

V    /  Sin  •  008  t 

Die  SchmiegungsAene  bildet  einen  konstanten  Winkd  mit 
der  Ebene,  die  sfur  Cylinderaxe  senkrecht  ist,  und  der  Badius 
der  eweiten  Krümmung  ist  konstant 

Der  Mittelpunkt  der  oskulierenden  Engel  fällt  mit  dem 
Krünunungsmittelpunkt  zusammen  (nach  Nr.  292);  die  Koordi- 
naten sind: 

Ia:,  —  ic  +  ü  cos  9  —«  —  a  cotg^  •  cos  t, 
yi  "^  y  +  ^  cos^  —  —  a  cotg't  sin  t, 
j^i  «« iP  +  iJ cos  X  =  a^cotg  *. 

Die  Bückkehrkurve  der  Folarfläche  ist  also  eine  Schrauben- 
linie, die  auf  einem  Cylinder  liegt^  welcher  die  nämliche  Axe 
wie  der  Cylinder  der  gegebenen  Schraubenlinie  hat,  und  dessen 
Radius  gleich  acotg^i  ist. 
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Die  Gleichimg  der  Nomudebene  ist 

—  sinf  fliii^(a;  —  acos^)  +  sint  eost(tf  —  a  sin^) 

+  cosi{e  —  at  cotgt)  —  0, 
oder 

(11)  —  «  sin <  +  y  cos  t  +  0  cotg i  —  at  eotg^t . 
Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  t  ergiebt: 

(12)  —  X  cos  t  —  y  sin  ^  —  a  cotg' t. 

Man  erhalt  also  die  Gleichung  der  Polarfläche^  wenn  man 
t  zwischen  den  Gleichungen  (11)  und  (12)  eliminiert.  Diese 
Fläche  wird  eine  abwickelbare  Schraubenfläehe.  Ihr  Schnitt  mit 
der  Basis  des  Cylinders  hat  die  beiden  Gleichungen 

—  2;sin<-|- y  cos^o.  a^cotg*«, 

—  X  cost —  y  sin  ^  a>  a  cotg*  t, 

und  folglich  ist  nach  Nr.  244  diese  Kurve  die  Evolvente  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  acotg'ü 

Da  endlich  die  Gleichung  (7)  liefert: 

t  BB  t  cos  i  +  konsty 

80  sind  nach  Nr.  292  die  Evoluten  der  Schraubenlinie  durch  die 
Gleichungen  dai^estellt: 

Ä  ««=  —  a  cotg'i  cos^ 7-Y-r-  sin^  tang(^  cos«  +  g), 

(14)  '    y  -«  —  a  cotg'f  sin  <  -| — ^-^-r-  cos  t  tang  (t  cos  •  +  g), 

B  ^^  at  cotg  i r— 7  tang  {t  cos  %  -|-  g)^ 

wobei  g  eine  willkfirliche  Konstante  bezeichnet.    Endlich  hat 
man,  weil  nach  Gleichung  (3) 

s  —  -r— .  +  konst 

ist,  fftr  die  Evolventen: 

0? «"  a  cos  ^  -|~  (^"-  +  9)  sin»  sin t^ 

y  —  a  sin<  —  [^.  +^)sinf  cos^, 


(15) 


\  0  SS  ~  ^  cos  1 . 

Sorret,  Diff.-  n.  Intogrsl-Beelmniig.    1    2.  Aufl.  26 
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Die  ETolventen  d^r  Sehraubenlinie  sind  ETolyenten  eines 
Kreises,  was  mit  dem  in  Nr.  294  erhaltenen  Resultate  über- 
einstimmt. 

298.  Sine  ohaTakteristiflohe  Eigenschaft  der  Sohrauben- 
linie.  Bei  der  Schraubenlinie  sind,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  beiden  Krümmungen  konstant.  Es  ist  auch  leicht  zu  be- 
weisen, daJb  sie  die  einzige  Kurve  ist,  die  diese  Eigenschaft 
besitzt. 

Denn  betrachten  wir  eine  Kurve,  bei  welcher  die  Sadien 
R  und  T  der  beiden  Krümmungen  konstant  sind;  nach  den 
Formehl  (2)  und  (3)  der  Nr.  273  hat  man: 

jB(cos  «y  —  T(cos  A)'  —  0, 

B(cos/jy-  T(coBf*y  — 0, 

JB(cosyy  —  ^(cosvy  =  0, 

folglich  sind  die  Differenzen: 
R  cos«  —  jTcosA,    R  cos/J  —  T cos fi,    R  cosy  —  Tcosv 

konstant;  und  da  die  Summe  ihrer  Quadrate  gleich  1?  -f-  T' 
ist,  so  kann  man  setzen: 


JRcosa  —  TcosA  —  YB^  -f  T«  cosa, 

JB  cos/J  —  Tcosft  —  VR^  +  T«  cos 6, 

Bcosy  —  TcQHv^yR*  +  T»  cosc, 

wobei  a,  i,  c  die  Winkel  bezeichnen,  die  eiae  feste  willkür- 
liche Gerade  mit  den  Koordinatenaxen  bildet.  Man  kann  die 
je;-Axe   mit   dieser   Geraden   zusammenfallen  lassen   und   also 

setzen: 

IÄ  cos  «  —  T  cos  A  —  0, 
iJ  cos/J  —  Tcosf*  — 0, 
R  cosy  —  Tcosv  —  VR*  +  T*. 

Subtrahieren  wir  die  ersten  beiden  dieser  Gleichungen, 
nachdem  wir  sie  zuvor  mit  cos  ^  und  cos  <p  multipliziert  haben, 
subtrahieren  wir  femer  die  erste  und  dritte,  nachdem  sie  mit 
cos  X  und  cos  <p  multipliziert  sind,  und  endlich  die  zweite  und 
dritte,  nachdem  sie  mit  cosj  und  cos  9  multipliziert  sind,  so 
folgt  nach  den  Gleichungen  in  Nr.  264: 
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rcosa+JRcosA  — 4-}/lP  +  T«co«^, 

(2)  Tcos/J  +JR  cosft  —  —  l/i?  +  r*  cos 9, 
T  cos  y  +  U  cos  v  «=  0; 

diese  Gleichungen  geben  zusammen  mit  den  früheren: 

(3)  cos«  «=   ,  -  cos^.    cosi? «-»    .  eosy, 

JS 

cosy  = 


Dabei  ist  zu  bemerken^  da&  die  bisherige  Rechnung  nur 

Yoraussetzty  dafs  das  Verhältnis  -^  der  beiden  Krümmungen 

konstant  ist.  Die  lebte  der  Gleichnngen  (3)  lehrt  nun,  dafs 
die  Tangente  der  Kurve  mit  der  0-Aze  einen  konstanten 
Winkel  bildet,  und  liefert  also  den  Satz: 

Wenn  die  leiden  Krümmungen  emer  Kurve  unter  emander 
ein  Jcanstantes  Verhältnis  haben^  so  ist  die  Kurve  eine  Schrauben- 
lime  auf  einem  Cylinder^  dessen  Basis  eine  hdiänge  Kurve  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (3)  folgt: 

cos  a  cos  9>  -("  ^^^  ß  cos  ^  =»  0, 

und  hieraus  folgt,  dafs  cosy  cos  2  »"  0  ist.  Also  ist  cosj;  *>»  0. 
Mithin  kann  man  schreiben: 

eos  if  -»  sin  (p 
und 

cos  «  =  +  sin  y  sin  cp, 

^  ^  cos  p  ««■  —  sm  y  cos  9. 

Di£Ferentiiert  man  die  erste  dieser  Gleichungen,   so  wird 

^  cos  9>  o*  sin  y  cos  (p  d(p    oder    ds  '^  R&in  ydtpj 

und  die  Gleichui^en  (4)  geben: 

dx  •  dy 

^  —  smy  smy,      ^^  =  —  emy  cosy, 

und  femer  hat  man: 

dz 
^,-cosy, 

also 

dx'^  R  sin*y  sin  9  d(p,    dy  '^  —  B  sin*y  cos  ^d^, 

dz  ^=^  RBiny  cos y dq>. 

26* 
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Wir  haben  bisher  nur  das  Verhältnis  Ton  T  za  R  kon- 
stant angenommen.  Ist  der  Radius  B  selbst  konstant,  so 
unterscheiden  sich  die  Koordinaten  von  den  Gröfsen 

—  jR  sin*y  cos  q>,     —  R  sin*y  sin <p,     Rq>  sin  y  cos  y 

nur  um  Eonstante;  und  da  der  Anfangspunkt  der  Koordinaten, 
willkürlich  ist,  so  kann  man  setzen: 

(5)  a?a-> — Rsixi^yoostp,  y«-  — JBsin'ysinqp,  sS'^Rtpsmycosy. 

Diese  Gleichungen  definieren  in  der  That  die  gewöhnliche 
Schraubenlinie,  bei  welcher  der  Krümmungsradius  gleich  R 
und  der  Radius  des  Cylinders  gleich  R  siD^y  ist. 

g  9«  Berülirung  und  Oskulation  zweier  Kurren  und 

zweier  Flachen. 

299.  Definition  der  Berülirung  £^'  Ordnung  zweier  Kurven. 
Es  seien  zwei  Raumkurven  gegeben: 

(1)  yi-/lW,  ^i-^i(^) 

und 

(2)  »i-AW,  ^2--p;(^) 

und  die  rechten  Seiten  seien  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  ^^  x^ 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq  entwickelt.  Man 
kann  entweder  die  unendliche  Taylorsche  Entwickelung  ab 
möglich  voraussetzen^  oder  —  wie  bisher  —  die  jTa^Jorsche 
Reihe  in  der  Form  des  ^^verallgemeinerten  Mittelwertssatzes'' 
der  Nr.  112  sich  als  gegeben  denken,  indem  man  zu  den  n 
ersten  Gliedern  der  TayZorschen  Reihe  noch  einen  Rest  jß» 
hinzufügt.  In  diesem  Falle  nehmen  wie  n  gröfser  als  die 
sogleich  zu  definierende  Zahl  Je  +  1  oil  In  beiden  Fallen 
sind  die  Gleichungen  der  Kurven  (1)  und  (2)  bezw.: 


<»){: 


und 

^2  —  n  +  rd^  —  ^0)  H (-  n+i(a?  —  ^o)*"*"^  + 

Die  Koeffizienten  sind  in  bekannter  Weise  nach  Nr.  112  zu 
berechnen.    Wir  legen  darauf  keinen  Wert,  ebensowenig  wie 


(4){ 
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auf  die  fortgelassenen  Glieder  höherer  Ordnung,  die  nur  dnrch 
Punkte  angedeutet  sind. 

Wir  bilden  nun  die  Differenzen  y^  —  y^  und  Zi  —  e^, 
indem  wir  die  entsprecheoden  Reihen  gliedweise  subtrahieren. 
Dabei  kann  es  eintreten,  dals  die  ersten  Potenzen  TOn  x  —  x^ 
einschliefslich  der  nullten  sich  fortheben.  Es  sei  etwa  X  die 
niedrigste  Potenz  von  x  —  Xq,  die  in  der  Entwickelung  von 
y^  —  y,  stehen  bleibt  und  ft  die  analoge  Zahl  für  iK|  —  0^. 
Dann  wird 

(5)  ft  — ?«  —  &•(«?  — ^o)*H ,    &  +  0. 

(6)  g^^g^^C'(x  —  x^y  +  '",    c  +  0, 

und  es  werden  daher  y^  —  y,  ^^^  £1  —  £^  bsi  der  Stelle  X'^Xq 
null  Ton  der  Ordnung  X  bezw.  f». 

Bezeichnet  nun  k  -{-  1  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  X 
und  f»,  wenn  X  und  [i  verschieden  sind,  dagegen  ihren  ge- 
meinsamen Wert,  wenn  X  und  fi  gleich  sind,  so  sagt  man, 
daCs  die  beiden  Kurven  sich  in  der  l^  Ordnung  berühren. 

Die  kleinsten  Werte^  die  X  und  f»  haben  können,  damit  k 
nicht  negativ  ist,  sind  A  ->■  1  und  f^  «■  1.    Dann  ist  &o"™  A»» 

AW-ZiC^o),     Pii^o) -^  F,{x,). 

Also  stimmen  an  der  Stelle  x*^  x^  die  Werte  von  y^  und  y, 
einerseits,  sowie  von  e^  und  z^  andrerseits  überein;  d.  h.  die 
Kurven  schneiden  sich  in  dem  Punkte  Jlf,  dessen  Abscisse  x 
ist.     Gleichzeitig  wird  %  *»  0.     Also: 

Zwei  sich  schneidende  Kurven  leriihren  sich  in  der  nuIUen 
Ordnung. 

Wird  nur  eine  der  Zahlen  X  und  1$  gräüser  als  1,  wahrend 
die  andere  gleich  1  bleibt,  so  bleibt  auch  %  »»  0;  k  erreicht 
den  Wert  1,  sobald  gleichzeitig 

X— 1,     fi=l 
wird.    In  diesem  Falle  wird 


oder 


^0  —  A» 

h  —  ßi ; 

«0  — n, 

ci-=yi; 

fii'o)  ' 

"/«(«o)» 

/;'(««)- 

'f,'M, 

F^ix,)  . 

=  ^.(^0), 

F,'(x,)  - 

F.'ix,). 
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Mitbin  werden  die  beiden  Tangenten  in  M 

fl-/"i(«o)-/i'(«o)-a-«o),  S-^.(««)--Pi'(^)(6-a;o) 
und 

■iJ-^W-/;'(*o)(6-«o),  C-2^.(*,)-F,'(«o)-«-aV») 
identisch.    Also: 

2koei  sich  in  erster  Ordfiung  "berührende  Exurven  haben  im 
JSerührungspunUe  die  Tangente  gemein. 

Nach  Nr.  214  berühren  sich  die  Projektionskarren  der 
beiden  Baumkonren  auf  die  a?y- Ebene  in  der  X  —  l^'^^  die 
auf  die  rr0-Ebene  in  der  (i  —  1^°  Ordnung;  denn  nach  (5) 
und  (6)  wird  mit  x  —  Xq  die  Differenz  y^  —  y^  von  der  A**'' 
und  01  —  s^  von  der  ft*""  Ordnung  null,  k  ist  aber  —  kurz 
gesagt  —  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  A  —  1  und  [i  —  !• 
Also  sehen  wir: 

Berühren  sich  sswei  Baumkurven  in  der  Jc*^  Ordnung,  so 
teriihren  sich  ihre  Prcjektionskurven  auf  die  xy- Ebene  und  xß- 
Ebene  mindestens  je  in  der  2^,  und  in  der  einen  Ebene  genau 
in  der  ä^  Ordnung. 

Endlich  wollen  wir  uns  wieder  die  Definition  der  Berüh- 
rung Ä;^'  Ordnung  geometrisch  veranschaulichen.  Wir  legen 
den  Eoordinatenanfang  in  den  Punkt  M\  dann  wird: 

^o--0,     »0  —  0,     ^0  =  0. 

Die  ;i;-Axe  legen  wir  —  unter  der  Voraussetzung,  dafs  eine 
solche    vorhanden    ist   -^   in   die    gemeinsame   Tangente   im 

y.   ^  Punkte  M,    Es   sei  nun  M' 

(Fig.  68)  ein  Punkt  (a?,  y^,  ifj 
der  ersten  Kurve,  der  in  der 
Umgebung  von  M  liegt.  Wir 
legen  durch  M'  eine  Ebene 
senkrecht  zur  gemeinsamen 
*  (l       P  T    Tangente.     Sie   wird   parallel 

der  yjff-Ebene  und  schneidet  die  zweite  Kurve  in  dem  Punkte 
Jlf/(x,  y,,  j9,),  die  Tangente  in  einem  Punkte  P,  dessen  Ent- 
fernung MP  vom  Berührungspunkte  gleich  x  ist.  Alsdann 
wird  die  Entfernung  von  M'  und  M/ 
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nach  den  Gleichungen  (5)  und  (6): 

Ist  nun  A^^fi^  50  sei  etwa  A  <fft.    Dann  wird  A  «>  Ä;  4~  1^  ^^^ 
Mithin  wird  in  diesem  Falle  für  o;  «>  0^  d.  h.  an  der  Stelle  Jf 

endlich  und  Ton  null  yerschieden.    Aber  auch  wenn  il  «>  fi 
ist,  tritt  dies  ein;  dann  wird  A  «■  fi  ^s  £  -f.  1  und 

und  also 

a:-0^+'         JlfP-oitfP*-*-^        '^      ^ 

wieder  endlich  und  von  null  yerschieden. 
Wir  können  also  sagen: 

2jiwei  Kurven  'berühren  sich  in  einem  Punkte  M  in  äer 
if*^  Oränrnng,  heifst,  wenn  k>0  ist: 

Man  fäUe  von  einem  Punkte  IT  der  einen  Kurve  eine 
Ebene  senkrecht  auf  die  gemeinsame  Tangente  in  M;  es  sei  Jtf/ 
ihr  Schnittpunkt  mit  der  anderen  Kurve  und  P  ihr  Schnittptmkt 
mit  der  Tangente  in  M.  Alsdann  wird  die  Entfernung  von  M' 
und  M(  mü  MP  nvtt  von  k  +  V^  Ordnung. 

800.  Oaknlation  von  einer  Kurve  einer  Sohar  und  einer 
gegebenen  Kurve.  Die  eine  der  beiden  Kurven  der  yorigen 
Nummer  bleibe  fest  gegeben^  etwa  die  Kurve  (1);  fest  ge- 
geben  sei  auch  der  Punkt  M  auf  ihr.  Die  andere  Kurve 
werde  durch  eine  ganze  Schar  von  solchen  ersetzt^  deren 
Gleichungen  (2)  von  m + 1  willkürlichen  Konstanten  a,  o, « . .  Oim+i 
abhängen.  Es  seien  geradezu  die  m  -f~  1  ersten  Koeffizienten 
der  Gleichungen  (4)  jene  willkürlichen  Konstanten.  Wir  suchen 
unter  den  Kurven  der  Schar  (3)  wieder  eiae  oshulierende^ 
d.  h.  in  möglichst  hoher  Ordnung  berührende,  und  fragen,  wie 
hoch  im  Allgemeinen  diese  Ordnungszahl  wird. 
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Wir  haben  da  zwei  Falle  zu  unterscheiden: 

1)  m  ist  ungerade:  m  «»  2n  +  1.     Dann  seien  gerade: 

die  m  -f- 1  willkürlichen  Eonstanten  unserer  Schar.  Wir  können 
über  sie  so  yerfügen^  dafs  ihre  Werte  mit  den  entsprechenden 
Koeffizienten  in  den  Reihen  (3)  der  gegebenen  Kurve  überein- 
stimmen.   Im  Allgemeinen  wird  dann  noch 

aber  nicht  mehr 

K+i  =  /Jii+i ,    Cn+i  ■=  y»4-i 

werden.  Wir  erhalten  eine  bestimmte  oskulierende  Kurve,  welche 
in  der  n^°^  Ordnung  berührt. 

Ist  dagegen: 

2)  m  gerade:  m  «»  2n  -f~  2;  <^£u^  seien  gerade: 

<h^  ßof        «»  =  A;  •  •  •  «»+1  "■  ßny 

0»+«  =  7o9  öfi+s  =  yi 7  •  •  •  öa»+« «™  y«,  ö2«+s  =  y«+i 

die  m  -|-  1  willkürlichen  Konstanten  unserer  Schar.  Verfügen 
wir  über  a^  . . .  a2n+8  wie  vorher,  so  wird  wieder  eine  Be- 
rührung mindestens  n^^  Ordnung  erreicht.  Nun  bleibt  zwar 
y^+i  mit  a^n+z  noch  willkürlich  und  wir  können  es  noch 
mit  Cn^i  in  Übereinstimmung  bringen.  Aber  ßn-^-i  ist  jetzt 
fest  und  im  Allgemeinen  verschieden  von  bn+i.  Wir  bekommen 
im  Allgemeinen  also  eine  Schar  von  unendlich  vielen  osknlie- 
renden  Kurven,  deren  jede  in  der  n*^  Ordnung  berührt  und 
aus  denen  man  keine  noch  inniger  berührende  heraussuchen 
kann. 

801.  Der  oskulierende  Kreis  ist  der  Erümmungskreia. 
Die  Gleichungen  eines  Kreises  im  Raum  enthalten  m-f-l'^ö 
willkürliche  Gröfsen,  nämlich  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes, 
den  Radius,  und  zwei  der  Winkel,  welche  die  Ebene  des  Kreises 
mit  den  Koordinatenaxen  bildet.  Es  ist  also  hier  me»2n-f-la»5, 
n  «>  2.  Also  ist  die  Berührung  einer  Kurve  mit  dem  sie 
oskulierenden  Kreise  von  zweiter  Ordnung.  In  Nr.  279  wurde 
gezeigt,  dafs  die  Projektionen  einer  Kurve  und  ihres  Krüm- 
mungskreises auf  eine  beliebige  Ebene  eine  Berührung  zweiter 
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Ordnung  besitzen;  folglich  haben  auch  die  beiden  Eurren 
dieselbe  Berührung^  der  oskulierende  Ereis  ist  also  der  Ejrüm- 
mnngskreis. 

802.  Die  Berührung  zweier  Flächen.  Wir  betrachten 
zwei  Flächen^  die  durch  eiaen  Punkt  M.  gehen  und  dort  die 
nämliche  Tangentenebene  besitzen.  Durch  die  gemeinsame 
Normale  GH  legen  wir  eine  Ebene,  ^    ^^ 

welche  die  Flächen  in  den  Eurven  q 

MM\  MM^  schneidet  y  die  im 
Ponkte  M  die  nämliche  Tangente 
MT  haben.  Die  Ordnung  h  der 
Bertlhnmg  dieser  Eurven  kann  mit  ^^''''^^^^^'^- 
der  Normalebene  GHT  variieren. 
Wenn  nun  für  alle  Normalebenen 
die  Ordnung  der  Berührung  der 
Schnittkurven  niemals  kleiner  ist  als  TCy  und  auch  nicht  in 
allen  Normalebenen  gröfser  ist  als  h^  so  sagt  man,  dafs  die 
beiden  Flächen  eine  Berührung  Ä;^'  Ordnung  haben. 

Es  sei  die  jer-Axe  parallel  zur  Normalen  GHy  die  beiden 
anderen  Axen  sind  alsdann  parallel  zur  Tangentenebene;  be- 
zeichnet man  mit  x  und  y  die  Eoordinaten  des  Punktes  My 
mit  M  und  z'  die  Ordinaten  der  Flächen,   die  den  Abscissen 

X  +  t^x  =  fl?  +  p  cos  (Of    y  +  ^y  ■«"  y  +  p  sin  ö 

entsprechen,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  die  Berührung  l^'  Ordnung,  dafs  die  Differenz 

der  Abstände  zweier  Punkte  M.'  und  M^  einer  Normalebene 
von  der  Tangente  MT  mit  p  mindestens  von  der  Ordnung 
l  +  1  nuU  wird,  welches  auch  der  Wert  des  Winkels  id  sein 
mag,  und  nicht  f&r  alle  co  von  höherer  als  n  -f-  1*^  Ordnung 
null  wird.  Sind  aber  z  und  z'  die  Werte  von  Z  und  Z\ 
welche  dem  Werte  p  =  0  entsprechen,  so  hat  man: 

Z-  xf  +  d;?  +  I  d«i?  +  . .  .  ^  d-Ä  +  B»+i, 

z'= /+  d/-|- 1  (?/+  . . .  ^^j  d-/+  b;+,. 
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Die  Bedingungen  der  BerOhnmg  V^  Ordnung  sind  also: 

und  die  Werte  von  dx  und  dy  sind  hier  p  cos  m  und  q  sin  co. 

Da  aber  diese  Bedingungen  unabhängig  Yom  Werte  10 
stattfinden  sollen,  so  erkennt  man^  dafs  die  fQr  die  Berührung 
Ä;^'  Ordnung  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  darin 
bestehen^  dafs  fQr  den  Punkt  M  die  Ordinaten  g  der  beiden 
Flächen,  sowie  sämtliche  partielle  Ableitungen,  bis  einschliefs- 
lich  derer  %^'  Ordnui^,  einander  bezüglich  gleich  sind.  Die 
Anzahl  dieser  Bedingungsgleichungen  ist 

—  ■  ■  -—  • 

2 

Dieser  Schlub  gilt  unabhängig  von  dem  Koordinaten- 
systeme, auf  welches  die  Flächen  bezogen  sind.  Denn,  wenn 
man  eine  Transformation  des  Eoordinatensystemes  ausf&hrt, 
so  stellt  sich  bei  jeder  Fläche  jede  partielle  Ableitung  ft*^ 
Ordnung  der  neuen  Ordinate  z  in  Bezug  auf  die  neuen  Ab- 
scissen  durch  eine  Funktion  dar,  welche  die  partiellen  Ab- 
leitungen der  ursprünglichen  6r5fse  z  in  Bezug  auf  die  alten 
Abscissen,  bis  zur  ft^°  Ordnung  inklusive,  enthält  Mithin 
bleiben  die  Gleichungen  zwischen  den  partiellen  Ableitungen 
auch  in  Bezug  auf  das  neue  System  bestehen.  Man  mufs 
nur  beachten,  dab  wenn  die  if-Axe  des  neuen  Systemes 
parallel  der  Tangentenebene  wird,  die  partiellen  Ableitungen 
erster  Ordnung  unendlich  und  daher  die  Formeln  illusorisch 
werden. 

808.  Oskulierende  Fläche  einer  FlftohenBOhar.  Wenn 
man  eine  bestimmte  Fläche  und  aufiserdem  ein  Flächensystem 
betrachtet,  in  dessen  Gleichung  m  +  1  willkürliche  Grofsen 
enthalten  sind,  so  kann  man  oskulierende  Fläche  in  diesem 
Systeme  diejenige  nennen,  welche  in  einem  gegebenen  Punkte 
der  gegebenen  Fläche  eine  Berührung  yon  möglichst  hoher 
Ordnung  mit  der  letzteren  besitzt.  Doch  führt  diese  Betrach- 
tung nicht  zu  einem  wesentlichen  Resultate.  Die  oskulierende 
Fläche,  wie  wir  sie  definiert  haben,  wird  mit  der  gegebenen 
eine  Berührung  besitzen,  deren  Ordnung  k  die  gröfste  ganze 
Zahl  ist,  welche  der  Bedingung 
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<MiL(*±l)  «  oder  <  «,  +  1 

genügt;  und  dabei  werden  meistens  in  der  Gleichung  der 
oskulierenden  Fläche  noch  willkürliche  Gröfisen  unbestimmt 
bleiben. 

Im  Falle  der  Ebene  hat  man  m »» 2  und  l«»l;  die 
oskolierende  Ebene  hat  eine  Berührung  erster  Ordnung  und 
ist  nichts  anderes  als  die  Tangentenebene.  Im  Falle  der 
Kagel  hat  man  m  «.  3  und  %  <»  1;  hier  bleibt  aber  eine  will- 
kürliche Gröfise  unbenutzt^  und  es  ist  ersichtlich,  daJb  f&r  eine 
Flache  eine  bestimmte  oskulierende  Kugel  nicht  Torhanden  ist. 


Zehntes  Kapitel. 

Die  Eniren  auf  Flächen  nnd  die  Fläehenfanülien. 


Wir  setzen  die  Gleichung  einer  Fläche  meist  in  der  Form 

(1)  z  -  F{%,  y) 

als  gegeben  vorans.  Eine  auf  ihr  liegende  Raumkurre  denken 
wir  uns  in  der  Form  gegeben: 

(2)  x~fp{t),    y-^(0,    ^  =  z(0; 

so  dafs  die  Substitution  der  Gleichungen  (2)  in  (1)  die  Glei- 
chung (1)  zu  einer  Identität  macht.  Einem  bestimmten  Para- 
meterwerte t  entspricht  ein  bestimmter  Punkt  M  der  Eurvei 
welcher  auf  der  Fläche  liegt.  In  der  Umgebung  dieses  Punktes 
sehen  wir  för  die  Funktionen  F^  %  i;,  %  die  Forderung  SS  als 
erfällt  an.  Weitere  Annahmen  werden  in  jedem  einzelnen 
Falle  angegeben. 

§  1.  Die  Krttmmung  der  durch  einen  FlSchenpunkt 

gehenden  Enrren. 

804.  Berechnung  des  ErünimungsradinB  irgend  einer 
doroh  einen  FlAohenpunkt  gehenden  Kurve.  Wir  bezeichnen 
mit  Xj  yy  0  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  gegebenen 
Fläche  und  setzen: 

(1)  de^pdx-^qdy  {p^^,  4""ä^)' 

(o>.^P""^^^'^^^y  (        i!i  a«jg  d*t  d^\ 

^"^^  dq^sdx  +  tdy  V  "a«*'  ^~  dxdy'^dydx  '  ^"dyV 

Nimmt  man  x  und  y  als  unabhängige  Yariabele,  so  hat 
man  hiemach 

d^z  ^rdx^  +  2sdxdy  +  tdy\ 
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Wir  betrachten  nun  eine  EnrTe  AM,  die  auf  der  Fläche 
li^;  M{x,  y,  d)  sei  ein  Pnnkt  dieser  Enrye,  MT  die  Tan- 
gente in  M,  MN  die  Hauptnormale,  die  zugleich  Richtung 
des  Elrümmungsradius  ist,  JK  die  Nor- 
male im  Punkte  M  der  Fläche.  Wir  be- 
zeichnen femer  mit  a,  ß,  y  die  Winkel, 
welche  die  Bichtung  MT  der  Tangente 
mit  den  positiyen  Eoordinatenaxen  bildet; 
mit  9,  if,  X  die  Winkel,  welche  die  Rieh-  ^^ 
tong  der  Hauptnormalen  MN  mit  den- 
selben Axen  bildet;  mit  B  den  Krüm- 
mungsradius der  Eurye  im  Punkte  M,  mit  tf  die  totale 
Krümmung  des  Bogens  AM,  gemessen  yon  einem  beliebigen 
An&ngspunkte  A.  Dann  ist  d6  der  Kontingenzwinkel  und 
Bdö  bezeichnet  das  Differential  des  Bogens  AM,  Man  hat 
also  unter  den  Voraussetzungen  der  Nr.  259 — 262: 

(3)  3—  »s  R  cos  a,     j~  -«  R  cos  ß,     J  « 

^  ^  de  'de  ^'     de 

und 

d  COB  «  d  cos  p ^^^  ^       d  C08  y 


22  cosy 


(4) 


C08  9>; 


COS^, 


cos  2* 


da  ""•'^'        da  ^^"^^        du 

Nun  haben  gemäis  der  Gleichung  (1)  die  Winkel,  welche  mit 
den  positiven  Koordinatenaxen  eine  der  beiden  Richtungen 
der  Normalen  IK  bildet,  die  Kosinus 

—  P  — g  1 

yi+i>*+3*'  vi+jp'+2''  yi+jp*+g*' 

• 

wobei  die  Wurzel  }/l  +P*  +  2*  ™t  irgend  einem  Vorzeichen 
zu  nehmen  ist 

Ist  dieses  Vorzeichen  willkürlich  fixiert,  so  ist  die  Rich- 
tung der  Normalen  dem  Sinne  nach  bestimmt;  es  sei  MK 
diese  Richtung.  Bezeichnen  wir  endlich  mit  6  den  zwischen 
0  und  X  enthaltenen  Winkel,  den  die  Richtungen  MN  und 
MK  mit  einander  bilden,  so  ist 

cos  e  —   COBjg— JpCOBy  —  gCOB^ 

yi+jp'  +  a* 

also  auf  Grund  der  Gleichungen  (4) 


d  cos  y  d  008  a  d  cos  ^ 


(5) 


cosO 


du 


—  P  - 


du 


—  « 


d<s 


V^+p'+q! 
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Substituiert  man  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  die  Werte 
Ton  dx,  dy,  dz^  welche  aus  den  Gleichungen  (3)  folgen^  so 
erhalt  man 

(6)  cosy  —  p  cosa  +  gcoB/J, 

und 

1^  ^^  R{r  cos  a  -^  8  cosß), 
da 
-i  «.  JJ  (s  COS  a  +  /  cos  ß). 

Die  Differentiation  der  Gleichung  (6)  giebt  femer 

dcOBy        l     dcoBa    ,       <Ico8  0\    ,    (dp  ,    da  ^\ 

oder  nach  den  Gleichungen  (7): 

/o\  d  cos  y  d  eoB  ft  d  eoB  0 

«=  B(r  cos*a  +  25cosa  cos/J  +  tcoB^ß), 
Die  Gleichung  (5)  verwandelt  sich  also  in  die  folgende: 

/m  _^ yi"+i>'  +  g' 

^    *  cos  6        r  cos'a  +  ^8  cos  a  cos  ^  4~  ^  cos'ß 

Sie  drückt  den  Krümmungsradius  der  Eurre  AM  üb 
Funktion  der  GroiGien  aus,  die  sich  auf  die  Flache  beadeheii, 
und  der  Winkel;  durch  welche  die  Richtung  der  Tangente 
und  der  Hauptnormale  der  Kurve  bestimmt  sind.  Der  Radiiu 
R  ist  eine  positive  Gröfse;  das  Zeichen  cos  9  wird  also  immer 
das  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (9). 

Anmerkung.  Ist  f(x,  y^  if)  <=  0  die  Gleichung  einer  Fläche, 
und  konstruiert  man  in  einem  Punkte  Xj  y^  z  die  Flächen- 
normale, so  kann  man  die  beiden  Richtungen  dieser  Normale 
im  Allgemeinen  dadurch  unterscheiden,  dafs  für  die  Punkte 
auf  der  einen  Richtung  die  Funktion  f{Xj  y,  b)  einen  positiven, 
für  die  Punkte  der  anderen  einen  negativen  Wert  erhält 
Denn  es  ist  die  Gleichung  der  Normalen 

i  — « T?  — y       i  —  z 

df    ""    ^    "    ^    ' 
dx  dy  dz 

bezeichnet  man  also  die  Koordinaten  eines  auf  der  Normalen 
gelegenen  Punktes  mit  ^  +  A;  y  +  %;  ^  +  ^>  so  bestehen  die 
Relationen: 
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dx  dy^       dx  dz* 

und  es  wird: 


Idf-Xxdx)  ^\dyf  '^Vöz)  J 
\dx/  Q 


e 


Der  Index  9  bedeutet^  da&  x  +  9Ä,  y  +  0*,  0  +  ö?  für  a;,  y,  0 
zu  setzen  ist.  Der  Wert  der  Funktion  ändert  demnach  sein 
Zeichen,  je  nach  dem  Vorzeichen  von  A.  Ist  die  Gleichung 
in  der  expliciten  Form  gegeben: 

^  -  f{^>  y)  =  0, 

80  ist 

e  +  l-f(x-\-h,x-{-k) A[l  +  p»+g«], 

Demnach  kann  man  die  eine  Richtung  der  Normalen  und 
dementsprechend  die  eine  Flächenseite  als  die  positive,  die 
andere  als  die  negative  bezeichnen,  je  nach  dem  Vorzeichen 

des  Wertes  /"(a:  +  Ä,  y  +  *i  ^  +  0- 

Betrachtet  man  diejenige  Richtung  der  Normalen,  die 
nach  der  positiven  Seite  verläuft,  so  erhalten  die  Kosinus  der 
Winkel,  die  diese  Richtung  mit  den  positiven  Koordinaten- 
azen  bildet,  einen  bestimmten  unzweideutigen  Wert,  und  dem- 
gemäTs  mufs  auch  das  Vorzeichen  von  yi+P*  +  3*  unzwei- 
deutig bestimmt  sein. 

Setzt  man 


cos  a  «= -—  r_- ,      cos  ß 


1 

cos  y  =  r=zzr.    — =z_  -^  , 

wobei  das  Vorzeichen  auf  der  rechten  Seite  noch  fraglich  ist, 
a,  ßy  y  aber  die  fixierte  Richtung  bezeichnen,  so  wird  die 
Gleichung  der  Normalen: 

cos  tt         cos  ^         cos  y  ' 

und  bestimmt  man  auf  der  angenommenen  Richtung  der  Nor- 
malen den  Punkt  ^  +  ^;  y  +  ^;  ^  +  2;  so  haben  in  der  Gleichung 
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h  k  l 


cos  €c         COS  ß         COS  y 

die  Verhältnisse  einen  positiven  Wert.    Es  wird  nun 
„[-_A_(eosy-pcoB«-gco8^)]-[^(^i^^)]^ 

Soll  also  der  Ausdruck  positiv  werden,  so  hat  man  der 
Quadratwurzel  das  positive  Zeichen  zu  geben;  mithin  ist  be- 
wiesen: Giebt  man  in  den  Gleichungen 

— «  -  —  <y 

cos  a  ■"  —===== ,     cos  p  = 


1 
cosy  = , 

V^+P*+q' 
der  Quadratwurzel  das  positive  Zeichen,  so  fixiert  man  damit 
diejenige  Richtung  der  Normalen,  welche  in  jedem  Punkte 
nach  der  positiven  Flächenseite  gerichtet  ist,  das  heUst  nach 
derjenigen,  fÄr  welche  die  Funktion  0  —  fip^iV)  positiv  wird. 
Dasselbe  findet  statt  bei  der  allgemeineren  Flächen- 
gleichung f{x,  y,  z)  —  0,  wenn  man  setzt: 

'"°"+V(l9'%+(|^)- 

dl 


cosy 


cz 


+1/(1)*+ (?/+©' 


Einer  besonderen  Untersuchung  bedürfen  jedesmal  die 
Punkte,  in  denen  diese  partiellen  Ableitungen  sämtlich  gleich  0 
sind,  oder  p  und  q  unbestimmt  werden. 

805.  Sin  SatB  von  Mennier.  Betrachten  wir  jetzt  den 
Normalschnitt  der  Fläche,  welcher  erhalten  wird,  wenn 
man  sie  durch   die  Ebene   der   Linien  MT^  ME  schneidet 
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Ist  R^  der  Krümmangsradius  im  Pankte  M  dieses  Schnittes, 
80  wird  der  Winkel  6  hier  0  oder  «.  Die  Gleichung  (9) 
eigiebt 

J^o^ Vi+p'  +  g' 


±1        r  cos*«  -{•  28  coaa  coB  p  -\- 1  oob*  ß ' 
und  folglich  ist: 

(10)  Ü  — +  JB^cose. 

Das  zweideutige  Zeichen  +  kann  durch  Plus  oder  Minus 

ersetzt  werden,  je  nachdem  6  kleiner  oder  gröfser  ist  als  -^  • 

Die  Oleiehung  (10)  enthält  das  wichtige  Theorem  von 
Meunier,  welches  aussi^t: 

Der  Krümmungsradifis  einer  beliebigen  auf  einer  Fläche 
gelegenen  Kurve  ist  in  jedem  Punkte  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
Krümmungsradius  desjenigen  Normalschnittes  y  der  die  Tangente 
der  Kurve  enthalt,  und  dem  Kosinus  des  Winkels,  den  diese 
Schnittebene  mit  der  Schmiegungsebene  der  Kurve  bildet. 

Dieser  Satz  führt  unmittelbar  zu  der  bemerkenswerten 
Folgerung: 

Konstruiert  man  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Krüm- 
numgsmütdpunkt  eines  Normalschnittes  und  deren  Badius  der 
Krümmungsradius  desselben  ist,  so  schneiden  sämtliche  Ebenen, 
wdche  man  durch  die  Tangente  dieses  Normalschnittes  hindurch- 
legt,  die  Kugel  in  Kreisen,  welche  die  Krümmtmgskreise  für 
sämtliche  durch  diese  Ebenen  gebildeten  schiefen  Schnitte  sind. 

Nach  dem  Theorem  Ton  Meunier  erfordert  also  die  Unter- 
suchung der  Krümmung  der  verschiedenen  Kurven,  welche 
man  auf  einer  Fläche  durch  einen  gegebenen  Punkt  ziehen 
kann,  und  die  eine  bestimmte  Richtung  und  eine  bestimmte 
Oskulationsebene  besitzen,  nur  die  Untersuchung  der  Erüm- 
mung  der  Normalschnitte. 

306.  Das  Vorzeiehen  des  Exümmxuigsradiiis.  Wir  sahen, 
daüs  der  Krümmungsradius  iZ  eines  Normalschnittes  im  Punkte 
M  einer  Fläche  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 

(1)  B  _  vT+F+y 


±1  .     rco8*a  +  2s  C08a  C08|3  +  tco8*|5' 
wobei    das   Zeichen    der   Quadratwurzel   willkürlich    gewählt 
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werden  kann;  das  zweideutige  Zeichen  des  Nenners  auf  der 
linken  Seite  mnb  dann  so  bestimmt  werden,  dals  R  einen 
positiven  Wert  erhält.  Dieser  Nenner  +  1  ^^  &her  der 
Eosinns  des  Winkels,  den  die  Richtung  MN  des  Radius  mit 
der  Richtung  MK  der  Flächennormalen  bildbt/  welche  letztere 
durch  das  Vorzeichen  von  y  1  + 1>*  +  g*  fixiert  ist.  Dieser 
Winkel  ist  gleich  0  oder  st,  folglich  mufs  das  zweideutige 
Zeichen  +  durch  Plus  ersetzt  werden,  wenn  der  Radius  R  nach 
MK  gerichtet  ist,  und  durch  Minus,  wenn  die  Richtung  von  R 
der  Richtung  von  MK  entgegengesetzt  ist.  Setzt  man  also 
fest,  dafs  der  Krümmungsradius  R  positiv  sein  soll  in  dem 
ersten  Falle  und  negativ  in  dem  zweiten,  so  hat  man  die  ein- 
heitliche Formel 


(2)  R p--J^A+-?l+«; 


r  cos"  a  -f-  2s  cos  a  cos  |5  +  t  cos*^ ' 

welche  die  Erünmiungsradien  der  Normalschnitte  im  Punkte 
M  nach  Grolüse  und  Richtung  bestimmt. 

Die  Krümmungsradien  der  verschiedenen  Normalschnitte 
in  einem  Flächenpunkte  sind  alle  auf  der  nämlichen  Geraden 
gelegen  und  werden  sämtlich  von  einem  gemeinsamen  An- 
fangspunkte an  gemessen.  Wir  befolgen  also  eine  allgemeine 
geometrische  Regel,  wenn  wir  diese  Radien  als  positiv  oder 
als  negativ  betrachten,  je  nachdem  sie  in  dem  einen  oder 
anderen  Sinne  gerichtet  sind. 

807.  Normalsohnitte  und  Hauptsohnitte«  Nabelponkte. 
Der  Vergleich  aller  möglichen  Radien  in  einem  Punkte  wird 

sehr  erleichtert,  wenn  wir  den  Koordi- 
naten -Anfangspunkt  in  den  Punkt  M 
der  Fläche  legen,  und  eine  der  Axen, 
z.  B.  die  i?-Axe,  mit  der  Richtung  MK 
der  Normalen  zusammenfallen  lassen. 
Die  Axen  der  Koordinaten  x  und  y 
liegen  alsdann  in  der  Tangentenebene, 
und  man  hat 

l>-0,    8  —  0, 
femer 

cos  y  ■»  0 ,     cos  /S  =»  sin  a. 
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Die  Wurzel  j/l  +!>*  +  5*  reduziert  sich  auf  +  1,  aber 
da  es  uns  freisteht,  das  Zeichen  zu  fixieren,  so  wählen  wir 
das  positive.  Die  Normale  ist  alsdann  nach  der  positiven 
Seite  der  Fläche  gerichtet. 

Demnach  wM  die  Gleichung  (2): 

(3)  JJ  = 


rco8'a-)~  2« 008 a  sin a  -|-  tsin'a 

Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  ist  gleich 

— ' 1 g—  cos 2a  -f-  ssm 2«. 

Bestimmt  man  also  einen  Winkel  2«^  zwischen  0  und  x 
derart,  dafs 

s=  ^^^tang2ao, 

so  wird  die  Gleichung  (3): 
(4)  U  = 


Die    Wurzel    I/5'  +  y—w—)     ^^^    ^^    Vorzeichen    des 

Quotienten  :  cos  2aQ. 

Man  erkennt  hieraus,  dafs  der  Wert  von  R  ein  Maximum 
oder  Minimum  wird  f&r  die  Werte 

cos  2(a  —  «o)  °**  +  1  ^ 
welche  ergiebt: 

wenn  k  eine  ganze  Zahl  ist.  Da  aber  zwei  Werte  yon  a,  die 
sich  um  ein  Vielfaches  yon  n  unterscheiden,  zu  dem  näm- 
lichen Normalschnitt  gehören,  so  reicht  es  aus,  die  beiden 
Werte 

«  =  «0     und     a  «=  «0  +  Y 

zu  betrachten,  welche  zwei  zu  einander  senkrechte  Normal- 
schnitte bestimmen.  Für  den  einen  von  ihnen  ist  der  Erflm- 
mungsradius  R  ein  Minimum,  für  den  andern  ein  Maximum. 
Diese    beiden  Normalschnitte    heifsen    die   JBauptschnitte   der 

27* 
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Fläche  im  Punkte  M  und  ihre  Krümmungsradien  die  Haupt- 
Jerümmungsradien  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

Dies  erfordert  indessen ^  daCs  s  und  r  —  t  nicht  zugleich 
null  sind;  denn  wenn  s  -»  0  und  r  «a  ^  ist,  so  ist  der  Winkel 
Uq  nicht  mehr  bestimmt.  In  diesem  Falle  reduziert  sich  die 
Gleichung  (3)  auf 

r 

und  hieraus  folgt,  daCs  alle  Normalschnitte  der  Fläche  im 
Punkte  M  den  nämlichen  Krümmungsradius  haben.  Irgend 
zwei  zu  einander  rechtwinklige  Schnitte  können  als  ein  System 
von  Hauptschnitten  betrachtet  werden.  Die  Punkte  der  Fläche, 
welche  diese  Eigenschaft  haben,  heilsen  Nabdpuvikte  oder  IHmlUe 
sphärischer  Krümmung. 

808.  Die  Eulersohe  Gleiohtuig.  Wir  können  noch  die 
Diskussion  der  Gleichung  (3)  yereinfachen,  wenn  wir  als 
Koordinatenebenen  ex  und  ey  die  Hauptschnitte  wählen,  deren 
Existenz  wir  bewiesen  haben.  Der  mit  a^  bezeichnete  Winkel 
wird  dann  null,  und  die  Gleichung,  welche  zur  Definition  dieses 
Winkels  diente,  giebt  dann 

s  =  0. 

Alsdann  wird  die  Gleichung  (3) 

B L 

oder 

(6)  i  "**  ^  ^^®*  «  +  ^  sin*  a. 

Sind  JB|  und  B^  die  KrQmmungsradien  der  Hauptschnitte, 
welche  durch  die  ex-  und  xry-Ebene  gebildet  werden,  so  giebt 

die  Gleichung  (5)  für  a  ««  0  und  «  ■=  y 

(6)  ST-'-'  k-'- 

Folglich  wird  der  allgemeine  Ausdruck  für  -g-,  die  Etdersdie 
Gleichung: 

(7)  5^  ~  i,  ^^®*"  '^  IL  ®"^*"' 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ändert  sich  nicht,  wenn 
man  statt  a  den  Wert  x  —  a  einsetzt;  man  hat  also  den  Satz: 
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Ztoei  NormaUchmtte,  wdcke  gegen  einen  Hauptschnitt  in 
dem  einen  oder  andern  Sinne  gleidi  geneigt  sind,  haben  gleiche 
wnd  gleich  gerichtete  Krümmungsradien. 

Bezeichnet  man  mit  R'  den  Wert^  der  ans  Jt  hervoi^eht, 

wenn  man  a  um  y  Yermehrt^  so  hat  man 

(8)  -g7  —  jj-  sin*  a  +  ;^  cos*  a, 

und  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  ergeben: 

(^^  jT  +  ir  —  ä;  +  Ü^' 

Die  halbe  Summe  der  Krümmungen,  -g-  und  -g-  wird  die 

mittlere  Krümmung  der  Fläche  im  Punkte  M  genannt    Die 
Gleichung  (9)  liefert  also  den  Satz: 

Die  mittlere  Krümmung  gweier  eu  einander  senkrechten 
Narmalschnitte  ist  in  einem  Flächenpunkte  Jconstant  und  gleich 
der  mittleren  Krümmung  der  Fläche  in  diesem  Punkte. 

809.  Zrünmmngsftndemng  von  Kormalsohnitt  su  Nor- 
malBohnitt.  Wir  untersuchen  nun  die  Änderung  von  B,  wenn 
man  dem  Winkel  a  successive  alle  Werte  beilegt^  welche  den 
verschiedenen  Normalschnitten  entsprechen,  und  die  zwischen 
0  und  X  enthalten  sind. 

Zuerst  nehmen  wir  an,  dals  die  beiden  Hauptkrümmungs- 
radien iZ|  und  B^  Yon  gleichem  Zeichen  sind;  dabei  kann 
man  Yoraussetzen,  dafs  sie  positiv  sind,  denn  um  ihr  2ieichen 
zu  andern,  genügt  es,  die  Richtung  der  positiven  e-Axe  zu 
ändern.    Femer  sei 

Die  Gleichung  (7)  kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

Man  erkennt,  dafs  B  wächst  yon  Bi  bis  B^,  während  a 
Ton  0  bis  Y  wächst,  und  dafs  es  dann  abnimmt  yon  B^  bis 

jßi,  während  a  yon  ^  ^i^  ^  wächst.     Die  Fläche  ist  in  der 
Umgebung  des  Berührungspunktes   ganz  auf  der  nämlichen 
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Seite  der  Tangentenebene  gelegen,   denn  sämtliche  Normal- 
Schnitte  sind  nach  derselben  Seite  gekrümmt. 

Nehmen  wir  zweitens  an^  dafs  Ri  und  R^  von  entgegen- 
gesetztem Zeichen  sind;  es  sei  B^  positiv  und  es  werde 

JR^  =  —  i?i  tang*  «0 
gesetzt,   wobei   a^    ein  Winkel   zwischen  0  und    ^   ^^^i  ^^ 
Gleichung  (7)  wird  nun 

--  =  — — ,— —  (sin*  «0  —  sin*  a\ 

Läfst  man  cc  yon  0  bis  Uq  wachsen,  so  wächst  R  von  R^ 
bis  oo  und  ändert, .  indem   es  durch   den   unendlichen  Wert 

geht,  sein  Zeichen;  wächst  a  weiter  von  Oq  bis  ^f   ^^  wächst 

R  ebenfalls  von  —  oo  bis  —  ili  tang*  a^  =  R^.   Wenn  a  von 

Y  his  7t  —  Uq  wächst,  so  nimmt  R  ab  von  22|  bis  —  oo  und 

ändert  wiederum  sein  Zeichen  beim  Durchgang  durch  -  den 
unendlichen  Wert.  Endlich  wenn  «  von  «  —  Oq  bis  x  wächst, 
ao  nimmt  R  ab  von  4~  ^^  ^^^  -^*  ^  diesem  Falle  liegen 
die  zum  betrachteten  Punkte  benachbarten  Punkte  teils  auf 
der  einen,  teils  auf  der  andern  Seite  der  Tangentenebene. 

§  2.   Ableitung  der  vorigen  Resultate  mit  Hälfe  der 

[Dapinsehen  Indikatrix. 

810.  Deflnition  der  Indikatrix.  Die  vorstehenden,  von 
Efder  zuerst  aufgestellten  Sätze  gewinnen  eine  sehr  anschau- 
liche Form  durch  die  Betrachtungsweisen,  welche  Charles 
Dupin  gegeben  hat.  Diese  elegante  Methode  wollen  wir  nun 
auseinander  setzen. 

Wir  betrachten  (Fig.  72)  eine  Fläche  und  beziehen  sie  wie 
vorhin  auf  drei  rechtwinklige,  durch  den  Punkt  M  gelegte 
Axen,  von  denen  die  eine,  M0,  mit  der  Normalen  zusammen- 
fällt, die  beiden  anderen,  Mx  und  My  in  der  Tangentenebene 
liegen.  Es  sei  MM'  ein  Schnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene 
eMTf  dessen  Spur  auf  der  ^y-Ebene  mit  der  ^-Axe  den 
Winkel  a  bildet.   Wir  verbinden  den  Punkt  M  mit  einem  be- 
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Plg.  72. 


nachbarten  Pmikte  M'  der  Kurve  MM'  und  legen  durch  den 
Punkt  M'  in  der  Ebene  0MT  die  Geraden  M'O  und  M'K 
aenkrecht  zu  Mss  und  MM'  be- 
züglich. 0  und  K  seien  die 
Punkte  y  in  denen  die  beiden 
Geraden  die  Normale  M0  schnei- 
den. Der  Kreis  y  welcher  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  MM'K 
umschrieben  ist^  hat  seinen 
Mittelpunkt  auf  der  Normalen 
Mb,  und  folglich  ist  (Nr.  217) 
der  Krümmungskreis  der  Kurve 
MM'  im  Punkte  M  seine  Grenze, 
wenn  JiT  in  den  Punkt  M  hinein- 
rückt. Der  Durchmesser  dieses 
Kreises  ist  aber 


MK^MO+OK—MO  +  ^''\ 


bezeichnet  man  also  den  Krüm-  V 

mungsradius  des  Normalschnittes  MM'  im  Punkte  M  mit  1^ 

so  ist 


X 


(1) 


Die  letzte  Formel  giebt  uns  nun  vor  allem  einen  geome- 
trischen Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung  (3)  in 
Nr.  307. 

Bezeichnen  wir  nämlich  mit  a  den  Winkel  L  aMp  (Fig.  72) 
und  mit  u  =  M'0  den  Abstand  des  Punktes  M'  von  der 
Normalen^  so  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  M': 

X  =  w  cos«. 


(2) 


u  •  sma, 


^  =  V  (f^^  +  2sa;y  -f  ty^)  +  R^. 


Die  letzte  Formel  ergiebt  sich  aus  der  Entwicklung  von  0 
nach  dem  Mae-Laurinschen  Satze,  wenn  man  beachtet,  daCs 
die  Tangentenebene  im  Koordinatenanfange  berührt,  dafis  also 
für  :c  SS  0,  y  SB  0  auch  0=^0  wird,  und  dab  die  Tangenten- 
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ebene  mit  der  a;y-Ebene  zusammenfällty  dafs  also  im  Punkte 
M  auch  p  und  q  verschwinden.  Setzt  man  die  Werte  von 
X  und  y  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (2)  in  die  dritte 
Gleichung  (2)  ein,  so  wird 

.^v  J  Jüf 0«=  £f =yU* •(rcos*a  + 26' cosa  sin« +  ^ sin* «)  +  !<,, 

Dabei  wird  JB^  mit  u  mindestens  yon  der  dritten  Ordnung 
null.     Mithin  wird  die  Gleichung  (1); 


t*— Ou*  {  — (rc08'a  +  2«C08a  sina-f- ^8in'a)-{ — \  |. 

unsere  alte  Gleichung  (3)  aus  Nr.  307. 

Um  nun  zur  Definition  der  Indikatrix  zu  gelangen,  schnei- 
den wir  unsere  Fläche  durch  die  Ebene  s  ^^h  und  vemach- 
lässigen  den  Best  iZ^,  dann  liefert  uns  die  dritte  Gleichung 
(2)  den  Kegelschnitt 

(5)  I  (ro?»  +  2sa:y  +  <y»)  -  Ä, 

welcher  die  Indikatrix  unserer  Fläche  im  Punkte  M  heifst. 

In  Figur  72  ist  sie  durch  den  punktierten  Bogen  ah  be- 
zeichnet. 

Errichten  wir  in  den  Punkten  p  (x,  y)  ihrer  Peripherie 
Lote^  so  bilden  diese  einen  Cjlinder,  welcher  unsere  Fläche 
nach  (2)  in  der  Hohe 

£f  — A  +  JSj 

schneidet,  die  bis  auf  Grofsen  mindestens  3^  Ordnung  gleich 
h  ist. 

Wir  fQhren  nun  auch  in  unserer  Indikabix  (5)  Polar- 
koordinaten ein  und  setzen: 

X  '^  Q  cos  a,  y  «^  Q  sin  a; 

(f  bedeutet  dann  den  BAdiusvektor  Mp  der  Indikatrix  und  <c 
den  Winkel  aüfp,  den  Mp  mit  der  x-Axe  bildet.  Dann 
wird  (5) 

(6)  r  cos*  «  +  2s  cos  a  sin  a  +  ^  sin*a  =  -y, 
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nnd  daher  giebt  (4):  • 


(7)  JB-^,    d.h.: 

Die  Krümmung$radien  der  verschiedenen  Normälschnüte  sind 
proportional  den  Quadraten  der  Badienvektoren  der  Indtkatrix, 
welche  mit  den  Spwten  jener  Schnitte  in  der  Tangentenebene  m- 
sammenfaüen. 

Liegt  die  Fläche  ganz  auf  der  einen  Seite  der  Tangenten- 
ebene in  der  Umgebung  des  Punktes  M,  so  giebt  die  Indi- 
katrix,  welche  in  der  angegebenen  Weise  konstruiert  ist,  die 
SjTÜnunungsradien  aller  Normalschnitte.  Wenn  aber  der  andere 
Fall  vorliegt,  so  kann  die  Gleichung  (1)  nicht  alle  Radien 
liefern  y  auTser  wenn  man  der  Grobe  0  sowohl  positive  wie 
negative  Werte  beilegt.  Man  muTs  alsdann  der  Gröfse  h  das 
doppelte  Zeichen  +  geben.  Die  auf  diese  Weise  gebildete 
Indikatriz  ist  aus  zwei  verschiedenen  Kurven  zusammengesetzt, 
tmd  giebt  dann,  wiei  im  vorigen  Falle,  die  Krümmungsradien 
aller  Normalschnitte. 

811.  BUiptische,  ParaboliBOhe  und  hyi>erbollBohe  Erüm- 
mnng«  Wir  knüpfen  an  die  Gleichung  (5)  der  vorigen  Num- 
mer an;  h  ist,  wir  wiederholen,  eine  willkürliche  Länge,  der 
man  das  doppelte  Zeichen  +  geben  mufs. 

Ist  nun  rt  —  s*>  0,  so  mufs  man,  um  eine  reelle  Kurve 
zu  erhalten,  h  dasselbe  Zeichen  geben,  welches  die  Ableitungen 
r  und  t  besitzen;  die  Indikatrix  ist  also  eine  Ellipse;  .man 
nennt  die  Fläche  in  solch  einem  Punkte  elliptisch  oder  positiv 
gekrümmt. 

Ist  rt  —  s*  «B  0,  so  mufs  man  ebenfalls  h  das  Zeichen  der 
Ableitungen  r  und  t  beilegen;  die  Indikatriz  besteht  in  diesem 
Falle  aus  zwei  paraMelen  Geraden ,  die  in  gleichen  Abständen 
vom  Punkte  M  verlaufen.  Die  Fläche  heifst  in  diesem  Punkte 
parabolisch  gekrümmt 

Ist  endlich  rt  —  s*  <  0,  so  mufs  man  der  Grofse  h  so- 
wohl das  positive,  wie  das  negative  Zeichen  beilegen.  Die 
Indikatrix  besteht  aus  zwei  konjugierten  Hyberheln^  welche  die 
nämlichen  Asymptoten  besitzen,  und  bei  denen  die  transver- 
sale Axe  der  einen  die  nicht  transversale  für  die  andere  ist. 
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Die  Fläche  heüüst  in  dem  Punkte  hyperbolisch  oder  negtUiv  ge> 
krümmt. 

Die  Gleichung  (7),   welche  den  Wert  des  Erümmmigs- 
radiuR  angiebt^  wird  gemäfs  der  Gleichung  (6) 

R  = 


r  cos'  a'^28  cos  a  sin a  4-  ^  sin^a' 

und  das  ist  dieselbe  Gleichung^  die  wir  in  Nr.  310  auf  ganz 
anderem  Wege  erhalten  haben. 

812.  Normalsohnitte  und  Indikatrix.  Da  die  Krüm- 
mungsradien der  Normalschnitte  in  einem  Flächenpunkte  pro- 
portional sind  den  Quadraten  der  Badienvektoren  der  Indika- 
trix^  so  entspricht  einer  jeden  Eigenschaft  dieser  Radien  auch 
eine  analoge  der  Krümmungsradien. 

So  hat  in  einer  Ellipse  der  aus  dem  Mittelpunkt  ge> 
zogene  Radius  ein  Maximum  und  ein  Minimum ,  und  die 
Richtungen  dieser  beiden  sind  zu  einander  senkrecht.  Also 
existieren  im  Falle,  dafs  rt  —  5*  >  0,  zwei  Normalschnitte  der 
Fläche  senkrecht  zu  einander,  derart,  daCs  der  Krümmungs- 
radius der  einen  am  grofsten,  der  anderen  am  kleinsten  ist. 
Dies  sind  die  Schnitte,  welche  wir  die  Hauptschnitte  genannt 
haben.  Einer  der  Krümmungsradien  wird  unendlich,  wenn 
rt  —  s*  =  0  ist,  wobei  die  elliptische  Indikatriz  in  zwei  parallele 
Gerade  ausartet.  Endlich  besteht  auch  die  nämliche  Eigen- 
schaft, wenn  die  Indikatrix  aus  zwei  Hyperbeln  gebildet  wird. 
In  diesem  Systeme  hat  das  Quadrat  des  Radiusvektor  zwei 
Minima,  welche  den  beiden  zu  einander  senkrechten  trans- 
yersalen  Axen  der  Hyperbeln  zugehoren.  Da  aber  von  diesen 
beiden  Radien  der  eine  einem  positiven,  der  andere  einem 
negativen  Krümmungsradius  entspricht,  so  sieht  man,  dats 
auch  hier,  wie  im  Falle  der  Ellipse,  ein  Maximum  und  ein 
Minimum  stattfindet,  und  dab  die  entsprechenden  Schnitte 
senkrecht  zu  einander  sind. 

Bei  der  elliptischen  Indikatrix  ist  wie  bei  jeder  Ellipse 
die  Summe  der  inversen  Quadrate  zweier  senkrechter  Radien 
konstant;  dasselbe  findet  statt  bei  der  hyperbolischen  Indika- 
trix, wenn  man  die  Differenz  statt  der  Summe  einführt.  Hieraus 
folgt,  indem  man  die  Vorzeichen  der  Ejümmungsradien  be- 
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achtet,  dals  die  Summe  der  Krümmungen  zweier  zu  einander 
senkrechter  Normalschnitte  konstant  und  gleich  der  Summe 
der  Hauptkrümmungen  ist.  Dies  wurde  auch  schon  in  Nr.  308 
bewiesen. 

Zwei  Badienvektoren  der  Indikatrix,  die  gegen  eine  Haupt- 
axe  gleich  geneigt  sind  in  yerschiedenem  Sinne,  sind  unter 
einander  gleich.  Hieraus  schlieüst  man,  daüs  zwei  Normal- 
schnitte, die  gegen  einen  Hauptschnitt  gleich  geneigt  sind, 
auch  gleiche  Krümmung  haben. 

Endlich  erkennt  man,  dafs  die  Punkte  der  Fläche,  welche 
wir  NcAelpunkte  genannt  haben,  diejenigen  sind,  für  welche 
die  Indikatrix  ein  Kreis  ist.  Denn  alsdann  haben  alle  Normal- 
schnitte die  gleiche  Krümmung.  Bei  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind  alle  Schnitte,  die  durch  parallele  Ebenen  be- 
stimmt werden,  ähnliche  Kurven;  demnach  ist  die  Indikatrix 
in  jedem  Punkfce  irgend  eine  der  Kurven,  welche  durch  eine 
zur  Tangentenebene  parallele  Ebene  ausgeschnitten  wird.  Die 
Nabelpunkte  der  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  also  die  Punkte, 
in  denen  die  Tangentenebene  parallel  zu  einer  der  Ebenen 
ist,  welche  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneiden. 

818«  Ein  Beispiel  für  einen  aingulftren  Funkt.  Das  be- 
merkenswerte Gesetz,  nach  welchem  die  Krümmung  der  Nor- 
malschnitte in  einem  Flächenpunkte  sich  ändert,  setzt  das 
Vorhandensein  einer  Tangentenebene  in  diesem  Punkte  voraus, 
und  erfordert  auDserdeoi,  daüs  die  partiellen  Ableitungen  r,  s,  t 
in  diesem  Punkte  bestimmte  Werte  haben,  für  welche  der 
Satz  vom  totalen  Differentiale 

dp=^r  dx  -i-  s  dy,    dq  '^  s  dx  ••{'  t  dy 

gültig  ist.  Letzteres  ist  insbesondere  dann  der  Fall,  wenn 
die  6r5fsen  f,  5,  ^  in  der  Umgebung  des  betrachteten  Punktes 
stetige  Funktionen  der  imabhängigen  Yariabelen  sind.  Wenn 
diese  Bedingungen  nicht  erfüllt  sind,  so  gilt  unsere  Unter- 
suchung nicht  mehr,  und  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  die 
Krümmungen  der  Normalschnitte  ändern,  kann  von  dem  für 
den  regulären  Fall  gefundenen  durchaus  verschieden  sein. 
Dies  soll  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden. 
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Wir    betrachten  die   Fläche,   welche   in   rechtwinkligen 
Koordinaten  durch  die  Gleichung 

dargestellt  ist,  wobei  f  eine  gegebene  Funktion  ist.   Setzt  man 

X  =>  Q  COS  a,    y  '^  Q  sin  a, 
so  wird 

(^)  ^  "  '27(tÄnga)' 

und  dies  ist  die  Gleichung  eines  Schnittes,  der  auf  der  Fläche 
durch  die  Ebene  y  '^  x  tang  a  gebildet  wird ;  0  und  q  sind 
also  die  Koordinaten.  Dieser  Schnitt  ist  eine  Parabel,  deren 
Tangente  im  Eoordinatenanfangspunkt  in  der  xy -'Ebene  liegt. 
Für  diesen  Anfangspunkt  wollen  wir  den  allgemeinen  Ausdruck 
der  Krümmungsradien  bestimmen.  Gemäfs  der  Gleichung  (1) 
ist  is  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  in  x  und  y;  also 
ist  nach  dem  Theorem  für  homogene  Funktionen  (Nr.  139): 

Ersetzt  man  x  und  y  durch  q  cos  a  und  q  sin  or,  dividiert 
man  durch  q^  und  läfst  q  nach  null  konvergieren,  so  wird 

r  cos*  a  -{-  2s  cos  a  sin  a  4-  ^  sin* a  =  yri ;:; 

r,  5,  ^  haben  in  dieser  Gleichung  die  Werte,  welche  dem  Ko- 
ordinatenanfangspunkt entsprechen,  und  a  ist  der  Winkel,  den 
die  Tangente  des  Normalschnittes  mit  der  x-Aze  bildet.  Der 
Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  (Nr  307)  wird  also 

B  — /'(tanga), 

und  das  Gesetz  seiner  Änderung  ist  also  ebenso  willkürlich 
wie  die  Funktion  f.  Also  hat  er  auch  nicht  mehr,  wie  im 
regulären  Falle  ein  einziges  Maximum  und  ein  einziges  Mini- 
mum, die  senkrecht  zu  einander  sind. 

Die  allgemeine  Theorie  ist  in  dem  vorliegenden  Falle 
deshalb  nicht  anwendbar,  weil  für  o?  =="  0,  y  «»  0  die  partiellen 
Ableitungen  r,  5,  t  unbestimmt  werden.     Ihre  Werte  hängen 
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vielmelir  Yon   der  Grenze  ab,   nach  welcher   das  Yerhältnis 
-  konvergiert,  während  x  und  y  null  werden. 

814.  Haupttangenten  und  Haupttangentenkurven.  Es 
werde  eine  £urve  betrachtet,  die  auf  einer  gegebenen  Fläche 
verläuft.  Die  Tangentenebene  der  Fläche  in  einem  Kurven- 
punkte  hat  die  Gleichung  (x,  y,  z) 

(1)  J_^=|,(|_a;)4-g(^_y). 

Ihre  Einhüllende  ist  eine  abwickelbare  Fläche;  sie  ist  be- 
stimmt durch  die  Gleichung  (1)  zusammen  mit  der  Gleichung, 
welche  aus  der  Differentiation  nach  der  unabhängigen  Varia- 
belen,  von  der  auf  der  gegebenen  Kurve  die  Gröfsen  a;,  y,  z^  p,  q 
abhängen,  hervorgeht.  Bezeichnet  man  die  Ableitungen  nach 
dieser  unabhängigen  Veränderlichen  wieder  durch  Accente,  so 
ergiebt  sich  aus  (1): 

(2)  y.(5_a:)  +  3'.(,,-y)  =  0. 

Um  die  Bückkehrkurve  der  abwickelbaren  Fläche  zu  er- 
halten, muTs  man  die  Gleichung  (2)  nochmals  differentiieren; 
dies  ergiebt 

(3)  p" ii-x)  +  i' iv-y)-  (PV  +  q'y)  -  0. 

Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  sind  enthalten  in  der  Formel: 

Die  Werte  von  S,  ij,  (,  welche  aus  diesen  Gleichungen 
folgen,  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  der  Rückkdirkurve, 
welcher  dem  Punkt  x^  y,  »  entspricht.  Die  Gleichungen, 
welche  zwischen  den  ersten  drei  Verhältnissen  in  der  Formel 

(4)  bestehen,  sind  äquivalent  den  Gleichungen  (1)  und  (2); 
sie  bestimmen  die  Erzeugende  oder  Charakteristik  der  ab- 
wickelbaren Fläche.  Diese  Charakteristik  und  die  Tangente 
an  die  Kurve  im  Punkte  (x,  y^  d)  heifsen  nach  Dupin  konju- 
gierte Tangenten  der  Fläche. 

Bezeichnet  man  mit  a^  ß,  y  die  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente der  Kurve  mit  den  Koordinaten  bildet,  und  mit  ck^,  /3i,  y, 
die  Winkel,  welche  die  konjugierte  Tangente  bildet,  so  sind 
die  Kosinus  der  ersten  proportional  zu  x'^  y,  /,  die  Kosinus 
der   anderen  proportional  zu  j',  —  p\  pq  —  qp,   gemäfs  der 
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Forme],  (4)^   oder  nach   der   gewöhnlichen  Bezeichnung   pro- 
portional zu 

srr'+  ty\  —  {rx  +  sy),    (ps  —  qr)  af+  {pt  —  q$)  jf. 

Man  hat  also 

,jrv  008«!  ^^_^  C0B|3i  cosyj 

^  ^  9C08a-4-tC08|3      — (rcosa-f^coB^)      {ps — gr)c08a4-(l?* — g«)co8p 

Dies  sind  die  Relationen,  welche  zwischen  den  Kosinus  zweier 
konjugierter  Tangenten  einer  Fläche  bestehen. 

Verlegt  man  den  Eoordinatenanfangspunkt  in  einen  Punkt 
der  Fläche  und  macht  man  die  Tangentenebene  zur  Ebene  x  y^ 
die  Ebenen  der  beiden  Hauptnormalschnitte  zur  ex-  und 
jery-Ebene,  so  wird 

I?  =  0,    g  =  0,    s  =  0, 

cos  y  =  0,     cos  /3  B=  sin  er, 

cos  y^  «*  0,    cos  /Sj  =  sin  a^^ 
und  die  Gleichung  (5)  ergiebt 
(6)  tang  «  tang  a^  = t-  • 

Diese  Gleichung  drückt  folgende  Eigenschaft  aus: 

Irgend  etvei  konjugierte  Tangenten  sind  paralJd  zweien 
konjugierten  Durchmessern  der  IndUcatrix. 

Und  hieraus  folgt: 

Die  algebraische  Summe   der  Krümmungsradien  zweier 

NormälschnittOy  welche  zweien  konjugierten  Tangenten  ent- 

sprechen^  ist  konstant* 

Denn  die  Krümmungsradien  sind  proportional  den  Qua- 
draten der  Durchmesser  der  Indikatrix,  und  diese  Quadrate 
haben  eine  konstante  Summe  oder  DifiPerenz. 

Den  Zusammenhang  zwischen  zwei  konjugierten  Tan- 
genten kann  man  auch  in  dem  Satze  aussprechen:  Geht  man 
von  einem  Flächenpunkte  in  einer  bestimmten  Tangentenrichtung 
weiter,  so  beginnt  die  Tangentenebene  sich  um  die  konjugierte 
Tangente  zu  drehen.  Denn  es  ist  die  konjugierte  Tangenten- 
richtung die  Schnittlinie  zweier  benachbarter  Tangentenebenen. 

Aus  der  Gleichung  (5)^  die  man  in  der  Form  schreiben 
kann: 

r  cos«  co8ai+  «(cosa  cos/Si+  cosa^  cos/S)  +  t  cos/S  cos/3|  »=0, 
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sowie  aus  den  geometrischen  Eigenschaften  der  konjugierten 
Durchmesser  eines  Kegelschnittes  folgt:  In  jedem  Punkte  einer 
Fläche  giebt  es  zwei  Eichtungen^  von  denen  jede  mit  sich 
selbst  konjugiert  ist;  sie  bestimmen  sich  aus  der  Gleichung 

(7)  r  cos*  a  +  2s  cos  a  cos  /J  +  ^  cos*/J  =  0 

und  entsprechen  den  Richtungen  der  Asymptoten  der  Indi- 
katrix.  Diese  beiden  Richtungen  hei&en  die  Haupttangenten 
in  dem  Flächenpunkte;  sie  sind  imaginär  im  Punkte  ellipti- 
scher Krümmung,  (rt  —  s*>0),  und  reell  im  Punkte  hyper- 
bolischer Krümmung  (rt  —  s*  <  0).  In  einem  Punkte  mit 
parabolischer  Krümmung  (rt  —  5*  »»  0)  bildet  die  eine  aus- 
gezeichnete Richtung  mit  der  Krümmung  null  die  konjugierte 
zu  jeder  andern  Richtung;  denn  es  wird  hier 

cos  «1  8  COS  a  -{-  t  cos  ß  yt 


—  7 


cos  ß^  r  cos  a  -{•  8  cos  ß  Vr 

also  unabhängig  von  a,  und  diese  Richtung  ist  zugleich  die 
Richtung  der  Haupttangente. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (7)  die  Kosinus  durch  die 
ihnen  proportionalen  Werte  x'  und  y',  so  folgt 

(8)  rx'*  +  2sxy  +  ty'^  —  0, 

und  diese  Gleichung  giebt  die  beiden  Fortschreitungsrich- 
tungen  an,  die  in  einem  Flächenpunkte  mit  den  Richtungen 
der  Haupttangenten  zusammenfallen.  Zu  den  beiden  Werten 
2^:^;  die  aus  dieser  Gleichung  folgen ,  erhält  man  den  zuge- 
hörigen Wert  /  vermittelst  der  Gleichung  if  ^=»  px' -\- q\/ . 

Die  Fortschreitungsrichtungen  der  Haupttangenten  bilden 
zusammen  ein  System  von  Haupttangentenkurven  aaf  der  Fläche; 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  gehen  zwei  Kurven  dieses 
Systems^  sie  sind  aber  nur  dann  reell ,  wenn  die  Fläche 
in  diesem  Punkte  hyperbolisch  oder  parabolisch  gekrümmt 
ist.  Wird  in  der  Gleichung  (8)  der  Wert  von  e  als  Funk- 
tion der  unabhängigen  Yariabelen  x  und  y  vermittelst  der 
Flächengleichung  eingeführt ,  so  stellt  sie  die  Differential- 
gleichung der  Projektionen  der  Haupttangentenkurven  in  der 
xy-Ebene  dar. 
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%  3,  Die  Hanptkrummniigsradieii  und  das  Kr&mmiuigsiiiafs 

in  einem  Flächenpnnkte. 

816.  Noch  einmal  der  Exümmungsradios  eines  Nonnal- 
sohnittes.  Die  allgemeine  Formel^  welche  Grofse  und  Bichtnng 
des  Krümmungsradius  eines  Normalschnittes  mit  den  Winkeln 
a,  ß,  y  bestimmt^  war  (Nr.  306) 


(1)  R 


yi+P*  +  q* 


r  cos*  a  '•\'  28  co%  a  cos  ß  +  t  cos'  f 

Die  Wahl  des  Vorzeichens  von  Yl  +p*  +  2*  bestimmt 
dabei  die  Richtung  der  Normalen;  nach  welcher  die  Krüm- 
mungsradien positiv  sind.  Die  Kosinus  der  Winkel  a,  ß,  y 
genügen  den  Relationen: 

(2)  cos  y  =  ^  cos  a  -{-  q  cos  ß 
und 

(3)  cos*  a  +  cos*  ß  +  cos*  y  =  1 , 

und  die  Elimination  von  cosy  giebt: 

(4)  (1  -f-  jD*)  cos* a  +  2pq  cos  a  cos  jS  -f"  (1  +  ff*)  cos*^  ■=  1. 

Wir  multiplizieren  den  Ausdruck  12  mit  der  linken 
Seite  dieser  Gleichung^  um  ihn  in  Bezug  auf  cosa  und  cos/} 
homogen  zu  machen;  die  Gleichung  (1)  kann  dann  geschrieben 
werden: 

(1  +  «* -  I  cos*  c  +  2(pq I  cos  g  cos/t 

W^  /  Bt         \ 

+  ('+«'-ff^T?)'=°^''-"- 

816.  Bestimmung  der  Nabelpunkte.  Diese  Gleichung 
liefert    uns    unmittelbar    die    Bestimmung    der   Nabelpunkte. 

Denn  sie  lälst  den  Wert  des  Verhältnisses    5-   ermittehi. 

cos  p  ^ 

welcher  in  einem  bestimmten  Flächenpunkte  einem  gegebenen 
Werte  B  entspricht.    Ist  nun  der  Punkt  ein  Nabelpunkt,  so 

ist  das  Verhältnis j  unbestimmt ^  und  umgekehrt.  Dem- 
nach erhält  man  die  Bedingungen  für  einen  Nabelpunkt,  wenn 
man  die  Koeffizienten  von  cos*a,  cosa  cos/),  cos*/)  einzeln 
gleich  null  setzt;  man  findet  so: 


(6) 
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r  8  t 


1+P'       pa        1  +  a*      

und  jeder  dieser  Quotienten  hat  den  Wert       ^  "'"^  ,  wobei 

It  den  Erümmmigsradins  im  Nabelpnnkt  bezeichnet. 

Im  Allgemeine»  bestimmen  die  zwei  Gleichungen;  welche 
in  der  Formel  (6)  enthalten  sind^  eine  endliche  Anzahl  Yon 
Punkten,  oder  wenigstens  ein  Punktsystem ,  das  keine  kon- 
tinuierliche Eurye  bildet.  Indessen  kann  es  auch  eintreten^ 
da(s  sich  die  beiden  Gleichungen  infolge  der  Flachengleichung 
auf  eine  reduzieren,  und  alsdann  besitzt  die  Fläche  eine  Kurre 
Yon  Nabelpunkten. 

817.  Bestinunung  der  HauptkrümniTingsradieii.  Die  Glei- 
chung (5)  läfst  auch  die  Hauptkrümmungsradien  eines  Flächen- 
punktes bestimmen.    Es  müssen  nämlich  die  beiden  Werte  des 

Yerkaltmsses  zr-äy  welche  aus  dieser  Gleichung  folgen,  eiziander 

gleich  werden,  sowohl  für  das  Maximum  als  auch  für  das  Mini- 
mum.    Die  Bedingung  dieser  Gleichheit  liefert: 

oder 

^M  +(l+J>'+«*)~0. 

Die  Wurzeln  dieser  quadratischen  Gleichung  für  JR  sind  die 
beiden  Hauptkrümmungsradien. 

Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  des  Quotienten  —^ 

{Bür  jeden  der  beiden  Hauptschnitte.  Ist  nun  B  eine  Wurzel 
der  Oleiehung  (7),  so  hat  die  Gleichung  (5)  eine  doppdt  zah-* 
lende  Wurzel,  mag  man  cosa  oder  cos/)  als  die  unbekannte 
Grolse  betrachten.  Diese  doppelte  Wurzel  muJb  alsM^  auch 
der  Gleichung  geoAgen,  welche  man  dur^h  Differentiation  der 
Gkichong  (5)  entweder  nach  cos«  oder  nach  coa/}  erhält 
Denumb  ist 

(1  +  »* :)  COS  tt  4-  (pq  — —  -- I  cos  iJ  —  0, 

[pq ■        *       =  I  cos  a  +  ( 1  +  g* ;=- —  1  cos  /J  —  0, 
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und  dies  ergiebt  die  Gleichungen 

xr^v         rcoBCK-f  8C0B^  scoBa  +  tcoBß  yi-t-j>*-t-g* 

Die    Gleichung   zwischen   den   ersten  beiden   Quotienten 

ist  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  das  Verhältnis  — b;  sie 

®  cos  ß ' . 

bestimmt  diejenigen  Werte  von  ihm^  die  den  Hauptschnitten 

zugehoren.    Zusammen  mit  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  erhält 

man  die  Werte  der  drei  Kosinus:  cosa^  cos/J;  cosy. 

Die  Gleichung  (7)  föllt  mit  der  Gleichung  (6)  der  Nr.  162 

zusammen,  wenn  man  =  an  Stelle  von  Z — z  setzt. 

Man  sieht  also^  daXs  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Normal- 
schnitte genau  die  beiden  Pmikte  sind,  welche  wir  bei  der 
Aufgabe  in  der  citierten  Nr.  162  betrachtet  haben. 

Bezeichnet  man  mit  üj  und  R^  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung (7)^  so  hat  man 

RB  _(^+^'+«*)V 


(9) 


r«  — «' 
und  hieraus  folgt: 

naU  (r*-0«  Ipq       1+p^       1+2*J 

^^  ^  .  (i+i>'+g')'(i+jp«)(i+g') r_r t_J 

1"  (rt  —  sy  Ll+p«        i  +  g'J" 

Diese  Gleichung  lehrt^  dafs  die  Gleichungen  (6)  notwendig 
sind,  wenn  die  Gleichung  (7)  zwei  gleiche  Wurzeln  hat;  so 
findet  man  also  aufs  Neue  die  fQr  die  Nabelpunkte  abgeleiteten 
Bedingungen. 

818.  Das  GkbufBsdhe  Erfimmnngsmafs.  Die  Werte  der 
beiden  Hauptkrümmungsradien  eines  Flächenpunktes  stehen 
auch  in  engster  Beziehung  zu  der  GroüsC;  welche  Oaufs  als 
Krümmungsmafs  der  Fläche  in  einem  Punkte  definiert  hat; 
sie  ist  von  der  in  Nr.  308  genannten  mittleren  Krümmung 
zu  unterscheiden.  Wie  bei  der  Krümmung  der  Kuryen  die 
Länge  des  Bogens  und  des  Bogenelementes  eingeführt  werden 
mufete,  um  die  Krümmung  zu  messen,  so  ist  hier  der  Begriff 
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der  Orofse  einer  krammen  Fläche  und  ihres  Differentiales 
d.  h.  des  Flachenelementes  erforderlich.  Ihre  genaue  Bestim- 
mung kann  erst  in  der  Integralrechnung  (Nr.  589  und  590) 
gegeben  werden^  doch  wollen  wir  hier  schon  unter  Voraus- 
setzung jener  Begri£Fe  die  Definition  und  Berechnung  der 
Krümmung  kurz  entwickeln. 

Wir  betrachten  ein  beliebiges  StGck  auf  einer  Fläche, 
das  durch  eine  bestimmte  Kurve  C  begrenzt  ist,  und  es  sei  8 
die  Gröfse  dieses  Stückes.  Auf  einer  Kugel  mit  dem  Radius  1, 
deren  Mittelpunkt  im  Koordinatenanfangspunkt  gedacht  sei, 
konstruieren  wir  die  Radien,  welche  den  Normalen  der  Fläche 
in  den  Punkten  der  Kurve  C  parallel  sind,  wobei  wir  an- 
nehmen, dafs  in  den  Punkten  dieser  Kurve  die  Richtung  der 
Normalen  sich  stetig  ändert,  und  dafs  nicht  zwei  verschiedene 
Normalen  einander  parallel  sind.  Alsdann  bestimmen  die  Ra- 
dien eine  Kurve  C  auf  der  Kugel,  welche  eine  Fläche  von 
der   Grobe   6  begrenzt.     Die   Grö&e   6   heifst   die    absolute 

Krümmung  der  Fläche  S,  und  der  Quotient  ^  ihre   relative 

Sjrümmung.  Zieht  man  nun  die  Kurve  C  immer  enger  zu- 
sammen,  so   da(s  sie  nach   einem  bestimmten  Flächenpunkt 

konvergiert,  so  heifst  der  Grenzwert  des  Verhältnisses  ^^  das 

Erümmungsmafs  oder  einfach  die  Krümmung  der  Fläche  in 
dem  betrachteten  Punkte.  Hierbei  werden  Zähler  und  Nenner 
des  Quotienten  null;  der  Zähler  reduziert  sich  auf  das  Element 
der  Kugelfläche,  der  Nenner  auf  das  der  gegebenen  Fläche. 
An  Stelle  dieser  Elemente  können  wir  nun  auch  ihre  ortho- 
gonalen Projektionen  auf  eine  Ebene,  z.  B.  die  xy -Ebene  ein- 
fahren, weil  beide  Elemente  einander  parallel  sind;  die  Pro- 
jektionsebene darf  nur  nicht  senkrecht  zur  Tangentenebene 
des  betrachteten  Flächenpunktes  gewählt  werden.  Demnach 
wird  die  Krümmung 

wenn  d0'  und  dS'  die  Projektionen  der  Flächenelemente  be- 
zeichnen« Als  Element  dS'  wählen  wir  das  Dreieck,  gebildet 
von  den  Punkten  mit  den  Koordinaten  x^y]  x  -f-  d^x,  y  -f-  d^y] 
X  +  d^Xj  y  +  d^Vj  so  dafe 

28* 
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i»L  Ferner  seien  die  Koordinaten  der  entsprechenden  Punkte  fELr 
die  Projektion  des  Kugelelementes  X,  Y]  X  +  d^Xj  F+  ^|I^; 
X  +  d^X,  r  +  d;r,  so  dafs 

d0'  —  ^(d,Xd^Y—  d^Xd,Y). 

Folglich  ist 

■p-       diXd^Y  —  d^XdiY 

d^xd^y  —  d^xd^y 
EsistnnnrfiX— g^rfja?+^rfiy,rf,Z— g^(^x+g^<f,yn.s.w., 
und  führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  f&r  K  ein,  so  wird 

jf  „^^_^^. 

dx  dy        dy  dx  ' 

Es  ist  aber  X——,  Y-»  ^,  wenn  man  m  *^  Vl+JP*+4*  seist; 
aus  den  Gleichungen: 

da  dm 

^0?  »*  ^y  «' 

da»  ^  do 

da  <B*  dy  «' 

folgt: 

oder,  indem  man  a>  -^^  -■  pr  +  g5,  «  ^r.-  ■=»  l?s  +  j^  einf&hrt : 

JT  rt-ay  1 

^  "(!+!>•  +  «")•  "-BiÄ." 

D»6  XrümmMN^  der  i^IöcA«  m  einem  i\efiA:fe  ist  äko  gleich 
dem  reeipröken  Werte  des  Produktes  der  beiden  Haupfhrümmungs' 
radien. 

819.  Bestimmiing  der  Nabelpunkte  des  XUUpsoldes,  Ala 
Anwendung  der  Theorie  in  Nr.  817  geben  wir  die  Bestimmung 
der  Nabelpunkte  des  Ellipsoides.  Bezeichnen  wir  die  Halbaxen 
der  Flache  mit  p,  Yf*  —  6*,  Yq*  —  e*  und  nehmen  dabei  b<Ze 
an,  so  ist  die  Gleichung  des  EUipsoidea: 
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Durcli  Differentiation  folgt: 

■;p"r  ^«  — c«       ^     ^«  —  6»  "^  ^t  — c«~    ' 
und  durch  weitere  Differentiation: 

sa  +!>}=-  0. 
Daraus  bildet  man: 

e  Lp«*-  —  (1  + 1>^«]  =  --iPi, 

*[(i + s»)»-  -  (1  +m = i;fj;-^^ + i^^-yE^^- 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  ntdl  sind  für 
einen  Nabelpnnkt,  so  erhalt  man  f&r  diesen  entweder  p  »«  0 
oder  9  "B  0.  Die  Annahme  j)  ««  0  würde  ftkr  q  einen  imagi- 
nären Wert  ergeben.    Für  $  — *  0  folgt  aber 

Die  Quadratwurzeln  sind  mit  beiderlei  Zeichen ,  sowohl 
Plus  wie  Minns^  zu  nehmen.  Das  Ellipsoid  hat  also  vier  reelle 
Nabelpnnkte,  welche  in  der  Ebene  der  grofsten  mid  der  klein- 
sten Axe  gelegen  sind,  was  mit  dem  in  Nr.  312  Gesagten 
übereinstimmt. 

§  4.  Die  Erflmmnngskiiryen  einer  Fläche. 

820.  Definition  und  Differentialgleiohnng  der  Krfim- 
mnngskurven.  Krümmungskurven  einer  Fläche  nennt  man 
alle  die  Kurven ,  bei  denen  die  in  den  verschiedenen  Eurven- 
ponkten  konstmierten  Flachennormalen  eine  abwickelbare 
Flache  bilden. 

Es  seien  Xj  y,  »  die  rechtwinkligen  Koordinaten  eines 
bestimmten  Flächenpnnktes,  und  es  werde  wie  gewöhnlich 

de  »^pdx-^  qdy,    dp^^rdx  +  sdy,    dq  «^  sdx  +  tdy 

gesetzt.    Die  Normale  der  Fläche  im  Punkte  (Xj  y,  z)  hat  die 
Gleichungen: 

(1)     (|_»)  +  p(6_ir)-0,     (,_y)  +  g(g_«)->0. 
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Wenn  nun  die  Koordinaten  x^  y,  e  einer  Erümmnngskurre 
angehören,  so  müssen  sie,  ebenso  wie  p  und  q^  Funktionen 
einer  Yariabelen  sein;  da  nnn  die  Grerade  (1)  Tangente  der 
Bückkehrkurve  einer  developpabelen  Fläche,  oder  was  das 
Nämliche  besagt,  die  Charakteristik  dieser  Fläche  sein  soll, 
so  ist  sie  in  der  beweglichen  Ebene  enthalten,  welche  von 
dieser  Fläche  eingehüllt  wird.  Die  Gleichong  dieser  Ebene 
wird  also 

(2)      [(!-«)  +p(X  -  S!)-\  +  A[(,  _y)  +g(e  _;»)]- 0, 

wobei  X  eine  Funktion  des  Parameters  oder  der  Yariabelen 
ist,  yon  welcher  die  Koordinaten  x^  y,  sf  abhängen.  Nach  der 
in  Nr.  280  gegebenen  Theorie  ist  die  Einhüllende  dargestellt 
durch  die  Gleichung  (2),  zusammen  mit  derjenigen,  die  aus 
der  Differentiation  derselben  nach  dem  Parameter  hervorgeht. 
Diese  letztere  Gleichung  mufs  aber  durch  die  Gleichungen  (1) 
identisch  erfällt  werden.  Differentiiert  man  die  Gleichung  (2), 
bezeichnet  wieder  die  Ableitungen  nach  dem  Parameter  durch 
Accente  und  läfst  dabei  das  mit  X'  multiplizierte  Glied  fort, 
welches  auf  Grund  der  Gleichungen  (1)  null  ist,  so  kommt: 

[-  ix'+p0')  +  (e  -  e)p'-\  +  X  [-  (y'+  qe')  +  (t-i»)aT  -  0. 

Diese  Gleichung  mulls  bei  jedem  Wert  von  i  bestehen; 
sie  zerlegt  sich  demnach  in  die  beiden: 

x'  +  pB'^^Xijf'  +  qg'),] 

P'  —  —  ^i7 

oder  wenn  man  l  eliminiert: 


(3)  { 


(4) 


x'+ps'       y'  +  qe' 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche,  der  Definition  nach,  f&r 
jeden  Punkt  einer  Krümmungskurye  bestehen  mu(s.  Ersetzt 
man  0\  p\  q'  durch  ihre  Werte,  so  erhält  sie  die  Form 

(f^\  rx'  +  sy'  sx'  +  ty' 

^^  (1 +P*)  ^'+pqy'      p««'+ (1  +  qW ' 

oder 

(6)     [(1  +  ^)s  -  pqf]  (||)*+  [(1  +  5«)  r  -  (1  +  p')t]  g 

+  [P9r  -  (1  +  !>*)«]  -  0. 
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Die  Ableitnngen  p,  i,  f,  s,  t  sind  gegebene  Funktionen 
der  Koordinaten  x^  tfj  und  diese  Gleichung  ist  die  Differen- 
tialgleichung der  Projektionen  der  Erümmungskurye  auf  die 
xy-Ebene. 

Hat  die  quadratische  Gleichung  (6)  zwei  reelle  Wurzeln, 
so  gehen  durch  den  fixierten  Punkt  der  Fläche  zwei  Erüm- 
mungskurren.  Für  einen  Nabelpunkt  yerschwindet  jede  eckige 
Klammer  in  der  Di£Ferentialgleichung  (6). 

82L  Die  Ertmunungskarven  berühren  die  Hauptnormal- 
sehnitte.  Die  Gleichung  der  beweglichen  Ebene,  welche  wir 
betrachtet  haben,  wird  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (3): 

[(6-*)  +  r  (5 --»)]«'-  [(ij  -y)  +  q(.t-'>)]p'--o, 

und  um  die  Rückkehrkurve  ihrer  Enveloppe  zu  bestimmen, 
mulSs  man  diese  Gleichung  mit  den  beiden  Gleichungen  ver- 
binden, die  aus  ihr  durch  zweimalige  Differentiation  folgen. 
Die  erste  Differentiation  giebt  unter  Berücksichtigung  der 
Gleichung  (4): 

KS  -  «)  +  p  a  -  ")]  9"  -  [(ij  -  y)  +  ?  (ß  -  ^)]i>"  •=■  0. 

Differentiieren  wir  diese  und  bezeichnen  wir  mit  -^  den 

Wert  eines  jeden  Gliedes  in  der  Gleichung  (4),  den  wir  be- 
stimmt, endlich  und  von  null  verschieden  annehmen,  so  folgt^ 
indem  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  beachtet,  welche, 
wenn  p'j"  —  p^'q'  nicht  null  ist,  den  Gleichungen  der  Nor- 
malen äquivalent  sind: 

oder 

t  —  z^M. 

Dieser  Wert  von  ^  gehört  dem  Berührungspunkte  der 
Normalen  mit  der  Rückkehrkurve  an.  Bezeichnet  man  mit  12 
den  Teil  der  Normalen,  welcher  zwischen  diesem  BerOhrungs- 
punkte  und  dem  Flächenpunkte  enthalten  ist,  so  ist 


oder  ir^en  der  Gleichimgen  (1) 
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Eb  ist  aber  -^  der  gemeinsame  Wert  der  Glieder  in  der 
Formel  (5),  also  ist: 

"<')     (l+|>')ic'+M7""pfl«'+(l  +  «')y'"'  Ä 

Sind  Uy  ßy  y  die  Winkel^  welche  die  Tangente  der  Erüm- 
mnngskiuTe  mit  den  Koordinatenaxen  bildet,  so  ist 

008  a  008  ß 

nnd  die  vorige  Formel  wird: 


(9C\        •"  cos  «  +  «  008  p  «  008  a  +  ^  008  ß  y  1  +  p"  +  q^ 

(l+JP*)co««+l'3C08p"^j)gco8a  +  (l  +  2')co8p""  Ä 

Die  beiden  in  dieser  Formel  enthaltenen  Gleichungen 
sind  aber  genau  die  nämlichen,  welche  (Nr.  317)  zur  Bestim- 
mung der  Krümmungsradien  der  beiden  ELauptschnitte  in 
einem  Flachenpunkte  dienten,  und  die  Werte  des  Verhält- 
nisses von  — ^,  welche  dieser  Kelation  genügen,  bestimmen 

die  Tangenten   der  beiden  Hauptschnitte.     Mithin  ist  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  bewiesen: 

"Die  KrümmungsUnieny  welche  durch  jeden  Punkt  einer 
gegebenen  Fläche  gehen^  berühren  in  diesem  die  beiden  Haupt- 
normalschnitte  und  schneiden  sich  folglich  unter  rechtem  Winkel. 

Die  RiuMehrkurve  der  develqppabelen  Fläche,  u^elehe  durch 
die  Normalen  der  Fläche  längs  den  Punkten  einer  Krümmungs- 
kurve gebildet  wird,  ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungs- 
miUdpunkte  aller  Hauptnormalschnitte,  welche  die  Erümmungs- 
kurve  berühren. 

822.  Bemerkungen.  Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  daüs 
die  Krümmungsradien  einer  Krümmungskurve  im  Allgemeinen 
nicht  gleich  sind  den  Krümmungsradien  der  berührenden  Haupt- 
schnitte. Bezeichnet  q  den  Krümmungsradius  einer  Krüm* 
mungskurve,  6  den  Winkel,  den  die  Richtung  dieses  Radius 
mit  der  Richtung  des  Krümmungsradius  R  des  Hauptschnittes 

bildet,  so  ist 

^  <=  JB  cos  6, 

wie   in  Nr.  305  gezeigt  wurde«     Die  Gleichheit   zwischen  ^ 
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und  ü  findet  also  nur  dann  statt,  wenn  die  Oskolationsebene 
der  Erfimmnngskurye  durch  die  Normale  der  Fläcke  geht. 

Wir  haben  die  DifferentialgleichuDg  für  die  Projektionen 
der  Erümmangsknrven  einer  Fläche  auf  die  rry- Ebene  erhalten; 
die  Bestimmung  der  Gleichung  dieser  Kurven  zwischen  den 
Koordinaten  allein  erfordert  im  Allgemeinen  Methoden,  welche 
den  Gegenstand  der  Integralrechnung  bilden.  Indessen  können 
wir  auch  hier  schon  einsehen,  dafs  die  Krümmungskurven 
zwei  Systeme  von  Kurven  bilden,  welche  man  orthogonale 
nennt.  Diese  Linien  zerlegen  in  der  That  die  Fläche  in 
unendlich  kleine  Vierecke,  bei  welchen  alle  vier  Winkel  rechte 
sind.  Die  Kurven,  denen  zwei  gegenüberliegende  Seiten  eines 
Vierecks  entsprechen,  gehören  dem  einen  Systeme  von  Krüm- 
mungskurven an,  und  die  orthogonalen  Trigektorien  dieser 
Kurven  bilden  das  andere  System.  Aber  im  Allgemeinen  sind 
die  beiden  Krümmungskurven,  welche  durch  den  nämlichen 
Flächenpunkt  gehen,  nicht  analytisch  verschieden:  sie  sind  viel- 
mehr nur  zwei  Zweige  derselben  Kurve,  und  nur  in  beson- 
deren Fällen  können  die  beiden  Systeme  von  Krümmungs- 
kurven durch  verschiedene  Gleichungen  dargestellt  werden. 

Jede  Kurve,  welche  auf  einer  Ebene  oder  auf  einer  Kugel 
gezogen  wird,  ist  als  Krümmungskurve  dieser  Flächen  anzu- 
sehen. Im  ersten  Falle  bilden  die  Normalen,  welche  durch 
die  Punkte  der  beliebigen  Kurve  gelegt  werden,  eine  Gylinder- 
fläche,  die  abwickelbar  ist.  Mithin  genügt  die  Kurve  der 
Definition  einer  KrümmungskurvQ.  Bei  der  Kugel  schneiden 
sich  die  Normalen  im  Mittelpunkte  und  bilden  eine  Kegel- 
fläche, welche  ebenfalls  abwickelbar  ist.  Übrigens  sieht  man 
auch,  dafs  die  Gleichung  (4)  der  Krümmungskurven  immer 
bei  einer  ebenen  oder  sphärischen  Kurve  erfüllt  ist.  Für  eine 
ebene  Kurve  ist 

und  für  eine  Kugel 

ist: 

x'  +  pe'  +(J8  —  ^o)p'  *=  0     und    y'  +  qz'  +  (^  —  J»o)  ?'  ™  0  • 

898.  YorlMreitende  Formeln.  Bezeichnet  man  mit  a,  /),  y 
die  Winkel,   welche  die  Tangente   einer   auf  der  Fläche  ge- 
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legenen  Kurve  C  mit  den  Koordinstenaxen  bildet,  mit  cc^,  ß^^y^ 
die  Winkel  der  Normalen,  so  ist 

cos  ce,  cos  0, 

^  cos  yj '     *  cos  y^ 

femer 

x'  V'  z' 


cos  a        cos  ß         cos  y 

Die  Gleichung  der  Erümmungskurven 

P        3 


wird  demnach,  wenn  0  eine  Erümmungskurve  ist: 

cos  yt  (cos  atV  —  cos  g,  (cos  f^'        cos  yi  (cos  p^/  —  cos  p,  (cos  y^y 
cos  a  cos  yj  —  cos  a^  cos  y  cos  ß  cos  y^  —  cos  y  cos  ^ 

oder: 

(1)        (cos  /J  cos  yj  —  cos  y  cos  /J^)  (cos  a^ 

+  (cos  y  cos  «1  —  cos  a  cos  yi)(co8  ft)' 

+  (cos  c  cos  jSj  —  cos /J  cos  Ci)(cos  y^y  =  0. 
Andererseits  ist 

cos  c  (cos  a^  4"  cos  j3  (cos  ft)'  +  cos  y  (cos  y^  —  0, 

cos*  «1  +  cos*  /Jj  +  cos*  yi  —  1 , 

und  hieraus  folgt  durch  Differentiation: 

cosci(cosaiy  +  cos  /Ji(cos/Jiy  +  cosyi(cosyJ'  =  0. 

Verbindet  man  diese  letzte  Identität  mit  der  Gleichung  (1), 
so  erhält  man 

^  ^  cos«  cosp  cosy 

Damit  also  eine  auf  einer  Fläche  gegebene  Kurve  Krüm- 
mungskurve dieser  Fläche  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daXs  die  Tangente  der  Kurve  in  jedem  Punkte  parallel  der 
Geraden  ist,  welche  mit  den  Koordinatenaxen  Winkel  bildet^ 
deren  Kosinus  proportional  sind  den  Ableitungen 

(cos  «ly ,    (cos  fty ,    (cos  yjy . 
Wir  setzen: 


(3)  Afi^  —  K  (<*  cos  «i)'  +  (flf  cos  /JJ*  +  {d  cos  yj* , 

indem  wir  die  Voraussetzungen  (Kap.  IS  §  3,  Forderung  2)) 
als  erfüllt  ansehen,  welche  bei  der  Definition  dieser  Gröfse 
gemacht  wurden,  und  bestimmen  drei  Winkel  9^,  ^^,  i^  durch 
die  Gleichungen: 
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/jx       deoBUi  deonß.  dcoBy. 

(4)       -^-COBq>,,     ~ä;^  =  C08^1,      -_ZL=C08Xi. 

Ist  die  gegebene  Eurre  C  eise  Erümmungskarve^  so  werden 
die  Normalen  in  ihren  verschiedenen  Punkten  Tangenten  einer 
Eurre  C^.  Dann  ist  d0i  der  Eontingenzwinkel  dieser  Enrve 
und  ipi,  i^i,  Xi  sind  die  Winkel,  welche  ihre  Hauptnormale 
mit  den  Axen  bildet.  In  allen  Fällen  ist  die  Richtung,  welche 
durch  die  Winkel  ipi^  ^i,  x^  bestimmt  wird,  senkrecht  zur 
Flächennormale,  also  in  der  Tangentenebene  gelegen.  Denn 
die  Gleichung 

cos'ai  +  cos*/?!  "H  cos*yi  «—  1, 

giebt  durch  Differentiation 

cos  flfj  cos  9?j  +  cos  ßi  cos  ^1  +  cos  yi  cos  Zi  -«  0. 

Sind  noch  ili,  f^i,  v^  die  Winkel,  welche  eine  zur  Flächen- 
normale  und  zu  der  Richtung  (^'o^i,  Xi)  senkrechte  Gerade 
mit  den  Axen  bildet,  so  sind  die  Eosinus  der  Winkel  g>i,tifXif 
welche  proportional  zu  dcosa^,  dcosßif  dcosy^  sind,  auch 
proportional  nach  Nr.  273  zu  dcos^i,  (fcosft|,  dcosv^.  Setzt 
man  also,  indem  man  die  Forderung  (E  des  §  4  Eap.  IX  als 
erf&llt  ansieht,  die  bei  der  Definition  yon  dt^  zu  stellen  ist, 


(5)  dr^  —  y(cÖ8  XJ^  +  (cos  (ij*  +  (cos  vj^ , 

so  ist 

//»v       dcosL  <2co8U|  ,  dcoBp. 

(^)   -dir  ■"  ''''^ ''''  ~dir  ~ '''''' **'  ~dv-r  ~  ''''^ *** 

Wir  bezeichnen  nun  allgemein  mit  a  den  Winkel  zwischen 
der  Tangente  der  gegebenen  Eurre  C  und  der  Richtung  (^^j,  ^j,  ;^|) ; 
mit  6  den  Winkel,  welchen  die  Flächennormale  mit  der  Osku- 
lationsebene  der  Eurve  C  bildet.  Femer  seien  f&r  diese  Eurve, 
nach  unserer  früheren  Bezeichnung,  g>,  ^,  x  ^uid  A,  fi,  v  die 
Winkel,  welche  von  der  Hauptnormale  und  der  Binormale  mit 
den  Eoordinatenaxen  gebildet  werden,  d6  und  dt  die  Eon- 
tii^enzwinkel  der  ersten  und  der  zweiten  Ejümmung.  Die 
Geraden,  welche  mit  den  Eoordinatenaxen  die  Winkel 

«n   ßtj  yif 

9n    *i»     2i> 
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bilden,  bestimmen  ein  rechtwinkliges  System,  und  die  Kosinus 
der  Winkel,  welche  mit  diesen  Geraden  yon  der  Tangente, 
der  Hanptnormale  und  der  Binormale  der  gegebenen  Kurve 
gebildet  werden^  sind  bezüglich 

0^     cos  CD  I     sinO; 

cos 8,     +sin0sin«o,     +  sin 0  cos©, 

sin  0,     +  COS0  sin  «o,     +  cos0  cos  a. 

Da  man  von  den  unteren  Zeichen  zu  den  oberen  über- 
gehen kanU;  indem  man  o  in  oi  -f-  ^  verwandelt^  d.  L  an  Stelle 
der  anfanglich  für  die  Tangente  der  Kurve  gewählten  Rich- 
tung die  entgegengesetzte  einführt^  so  behalten  wir  nur  die 
oberen  Zeichen  bei;  man  erhält  alsdann  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

cos  a  cos  «1  +  cos  ß  cos  ß^  -f-  cos  y  cos  y^ »«  0, 

(7)  cos  a  cos  9^1  +  cos  ß  cos  ^^  +  cos  y  cos  Zi  =  cos  «, 
cos  tt  cos  il,  -f-  cos  ß  cosfi^  -{-  cos  y  cos  v^  «»  sin  m] 

cos  9  cos  «1  +  cos^  cos  ßi  -{-  cos  X  cos  y,  -■  cos  0, 

(8)  cos  ip  cos^?!  -f-  cos^  cos  ^i  -f-  cos  X  cos  2i  ■"  sin  6  sin  CO; 
C089  cos  Aj  +  cos^  cos  ^1  +  cos  X  cos  Vi  -■  — sinOcoso; 

cos  X  costtj  -{-  cosft  cos  /Jj  -f-  cosv  cos^i  «»  sin0, 

(9)  cos  A  cos 9^1  +  cosft  cos^^  -f-  cosv  cos^j  «=  — cos0sin(D^ 
,  cos  X  cos  A^  -f-  cosfi  cosft|  -f-  cosi;  cobv^  «>-f-cos0cosa». 

Differentiiert  man  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  (7), 
femer  die  erste  der  Gleichungen  (8)^  und  benutzt  man  dabei 
die  Formeln  der  Nr.  274;  so  folgt,  indem  man  alle  vorher- 
gehenden Gleichungen  berücksichtigt: 

(10)  cos  m  dö^  4"  cos  0  rf<r  =  0, 

(11)  dti  «s  iJio  -f.  smOdö, 

(12)  dir  «■  {{0  -f-  sin  Ol  dö^, 

und  wegen  Gleichung  (10)  ergiebt  die  Gleichung  (12) 

(13)  rftr  =  rf0  —  cos  0  tang  €9  dö. 

824.  Eriteiium  dafür,  dafs  eine  Kurve  Krünmning»- 
knrve  ist.  Die  letzten  vier  Gleichungen  beziehen  sich  auf 
eine  beliebige  auf  der  Fläche  gelegene  Kurve.    Die  Bedingung 
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fbr  eine  Erümmungskurve  iai  sin  o  =;  0;  diese  Bedingung  wird 
also  nach  Oleiehnng  (IS) 

und  dies  ergiebt  den  bemerkenswerten  Satz  yon  Lancret: 

8aU  L  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür ^ 
dafs  eine  auf  einer  FlSdhe  gelegene  Ejurve  Krümmungshurve  der 
Fläche  isty  besteht  darm^  dafs  das  Differential  des  Torsions- 
winkds  der  Kurve  gleich  dem  Differentiale  des  Winhds  ist,  den 
die  Oshulationsebene  mit  der  Flächennarmalen  bildet. 

Ist  insbesondere  dv  «a  0,  so  folgt,  dais  dO  ■«  0,  also 
6  a»  Konst.  ist^  nnd  umgekehrt.    Man  hat  demnach  den 

Folgesatz.  Die  nattaendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür y  daß  eine  ebene  a/uf  der  Fläche  verlaufende  Kurve  Krim* 
mungskmve  ist,  beebht  dariny  dafs  die  Ebene  der  Kurve  die 
Flätke  iä^aU  unter  gleichem  Winkd  sehneidet. 

Ist  die  gegebene  Korve  eine  ebene  Erümmnngsknrye  der 
Fliehe,  so  hat  man  siniD  »»  0,  dto  =  0  nnd  dB  <»  0.  Folglich 
ergeben  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  durch  Diyision: 

— J  «si  —  tang  9  ««  Konst 

und  man  erhalt  den 

8 als  IL  Wenn  die  Krümnnmgdcurve  einer  Fläche  eben  isty 
so  bilden  die  Flächennormalen  in  den  Punkten  dieser  Kurve  eine 
devdoppdbde  Fläche,  deren  RUckkehrhurve  die  Eigensduxft  hat, 
daß  ihre  beiden  Krünmnmgen  ein  konstantes  Verhältnis  haben. 
Diese  Büdäidukurve  ist  folglich  eine  SehrauhenUnie  auf  einer 
allgemeinen  Cylinderftäche  (Nr.  298). 

885.  KritMium  dafür,  dafs  die  Schnitfekorve  aweier 
nftehen  Xr&mmtingskarve  ftLr  beide  iUQhMi  ürt.  Wir  be- 
trachten jetzt  eine  Kurve,  welche  den  Schnitt  zweier  Flächen 
bildet    Nach  der  Gleichung  (13)  in  Nr.  323  ist: 

d%  ^^  dQ  —  cos  6  tang  m  de, 

dt  BS  d^i —  cos6itangai|d<r, 

wenn  man  mit  9^^  und  m^  die  Gröfsen  auf  der  zweiten  Fläche 
bezeichnet;  hieraus  folgt: 

d(9  —  Gj)  «=  (cosO^  tang»!  —  coaG  taJSigai)d6. 
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Die  Winkel  6  und  dj^  liegen  in  der  namliclien  Ebene  und 
f^erden  in  demselben  Sinne  gerechnet,  nämlich  von  der  Haupir 
normale  der  gegebenen  Kurve  an.  Mithin  drückt  die  Differenz 
6|L  —  6  den  Winkel  aus,  den  die  beiden  Flächen  mit  einander 
bilden.    Andererseits  ist 

sin  iD  >»  0     oder    sin  id^  ■»  0 

die  Bedingung  daför,  dafs  die  betrachtete  Kurve  eine  Krüm- 
mungskurve  der  ersten  oder  der  zweiten  Fläche  ist.  Man  hat 
demnach  den 

Sat0  HL  Wenn  die  SchnvUTcurve  gtveier  Flächen  Krüm- 
mungskurve  für  jede  der  beiden  Flächen  ist^  so  müssen  sich  die 
Flächen  überall  unter  gleichem  Winkel  sAneiden.  und  um- 
gekehrt: Wenn  0wei  Flächen  sich  überall  unter  gleichem  Winkel 
schneiden^  und  die  Schnittlinie  ist  eine  Erümmungskurve  der  einen 
Fläche^  so  ist  sie  auch  Krümmungskurve  der  andern  Fläche. 

Da  eine  ebene  oder  sphärische  Kurre  stets  Krümmungs- 
kurve  der  Ebene  oder  der  Kugel  ist,  auf  welcher  sie  liegt, 
so  erhält  man  den  Folgesatz,  welcher  denjenigen  des  Satzes  I 
(Nr.  324)  umfafst 

FolgesatB.  Damit  eine  auf  einer  Fläche  gelegene  Acne 
oder  sphärische  Kurve  Krümmungshurve  der  Fläche  isty  ist 
notwendig  und  hinreichend^  dafs  die  Ebene  oder  die  Kugd, 
welche  die  Kurve  enthält^  die  Fläche  überaU  unter  gleichem 
Winkel  schneidet. 

Die  Tangentenebenen  einer  developpabelen  Fläche  bilden 
überall  mit  der  Fläche  den  Winkel  null^  und  enthalten  die 
geradlinige  Erzeugende.     Mithin  besteht  der 

Folgesate.  Die  Ereeugenden  einer  devdoppdbden  Fläche 
sind  Krümmungskurven  von  ihr. 

826.  Andere  Herleitung  des  letzten  KriteTiums.  Man 
kann  den  Satz  UI  auch  leicht  beweisen^  ohne  auf  die  Glei- 
chungen in  Nr.  323  zurückzugehen.  Betrachtet  man  zwei 
Flächen,  für  welche  bezüglich 

d0  '^«pdx  +  qdiff    dB  t^^py^dx  -f-  q^dy 

ist,  so  gelten  diese  beiden  Gleichungen  zi^leich  für  die  Schnitt- 
kurve  der  Flächen;  es  ist  also 
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=  A. 


«— &       J»i  —  1»       «Pi— «iP 
Setzen  wir 

P'  '  4'  ^' 

80  ist: 

Fp'  —  «'+jp<r'  —  [(jf  —  g,)  +  p  (jfjjj  —  jfj))]A 

-  [9(1  +  PPi  +  29,)  -  2,  (1  +  P*  +  9*)]*, 

^9'  —  y'  +  9«'  —  [(J»i  - 1>)  +  9  (91>i  —  9iP)]* 

-  [P.  (1  +1>*  +  9*)  -1>(1  H-Pl»,  +  99i)3A. 
Setzt  man  also 


F  — 


1  +^^1  +  35t 


80  ist 

dV  Qq' 


^P        iVi+A'  +  ftMi+p'  +  ä*)^ 


»r  _  —Pp' 

also 


^«        »Vl+j).'  +  9i'(l+J>'+«')*' 


/  _/ 


'V  +  |j9'-«?-P)  ^'* 


^P  ^«  lVl+P.*  +  ä.'(l+i'*  +  9')* 

und  ebenso 


f  _^  r 


9\  +  ^T^i  "=CVi  — -Ti) — 


also  durch  Addition: 

Aus   dieser  Formel   erkennt   man^   dab   wenn   zwei   der 
Grölsen 

null  sindy   die  dritte  ebenfalls  null  wird^   womit  der  zu  be- 
weisende Satz  ausgesprochen  ist. 
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827.  Die  Ebene  und  die  Kugel  sind  die  einsigen  Fl&ohen, 
deren  Bftmtliohe  Punkte  Nabelpunkte  sind.  Bezeichnet  man 
mit  X,  Tj  Z  die  Eosinas  der  Winkel  ^  welche  die  Normale 
einer  Fläche  mit  den  Eoordinatenaxen  bildet^  so  ist 

ViTp'T"«*'  Ki+p'  +  3*'  Vl+P*  +  ff»' 

also: 

ax _  j>gg  —  (1  +  g*)r     ax _  j>ge— (i+g*)g 
^*"  (i  +  p'  +  ff*)*  '    ^^  "  (i  +  i^'  +  g*)* 

Die  Gleichungen 

r  8  t 


welche  die  Nabelpunkte  einer  Flache  bestimmen,  sind  also 
äquivalent  mit  den  folgenden: 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  ist  es  leicht,  zu  beweisen, 
dafs  die  Eugel  die  einzige  Fläche  ist,  bei  welcher  jeder  Punkt 
ein  Nabelpunkt  ist.  Denn  fQr  solch  eine  Fläche  müssen  diese 
Gleichungen  in  jedem  Punkte  gelten.  Die  ersten  beiden 
drücken  aus,  dais  X  unabhängig  von  y,  und  Y  unabhängig 
Yon  X  ist;  also  dals  X  nur  von  x  allein,  Y  nur  von  y  alkin 

abhängt.  Da  aber  die  beiden  Ableitungen  -^  und  -x—  ein- 
ander gleich  sind,  so  mufs  ihr  Wert  notwendig  eine  Eonstante 
sein:  bezeichnen  wir  dieselbe  mit  — ,  so  ist 

ax_£    ?J[^L 

dx        a  ^     dy        a 
folglich  haben  X  und  Y  die  Werte 

Y_«  — «0     v_y— yo 


} 


} 


wobei  Xq  und  y^  Eonstante  sind.    Der  Kosinus  Z  wird  <^la<1fLff;i^ 
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Da  nun  die  Werte  von  p  und  q  gleich ^  und «r 


Z 

sindy  80  ergiebt  die  Gleichung  de  =  pdx  4-  qdy 

(2)  rf^  =  —  (^ — ^o)  ^^  +  (y  :^yo)  ^y 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  das  totale  Differen- 
tial von  ]/a*  —  {x  —  ar^)*  —  (y  —  y^)*?  bezeichnet  man  also  mit 
0Q  eine  neue  Eonstante,  so  hat  man 

^  —  ^0  —  1/a«  —  {x  —  XqY  —  (y  —  yo)' 
oder 

(3)  (.x-z,y  +  (y  -  yo)'  +  («-  M*  =  «•, 

was  die  allgemeine  Gleichung  einer  Engel  ist.    Der  besondere 

Wert  —  =»  0  liefert  bei  der  Integration  die  Gleichung  einer 
Ebene. 

§  5.  Dreifach  nnendliche  Scharen  von  orthogonalen 

Flächen. 

828.  Bedingung  für  die  OrthogonaUtät  einer  dreifach, 
unendlichen  Flächenschar.  Es  seien  Xy  y^  B  rechtwinklige 
Eoordinaten,  A,  ^^  i/  drei  variabele  Parameter,  fuftffz  S^ 
gebene  Funktionen.    Jede  der  Gleichungen 

stellt  dann  ein  System  von  Flächen  dar,  und  diese  drei  bilden 
ein  dreifaches  Flächensystem.  Sind  die  drei  Gleichungen  nach 
X,  y,  IS  aufgelöst  gegeben,  derart,  dafs 

(2)    x~F,(k,ii,v),    y^F,(k,(i,v),    e  =  F,{X,  fi.v), 

80  sind  die  verschiedenen  Punkte  des  Raumes  durch  die  drei 
Yariabelen  A,  ^,  v  dargestellt,  die  man  dann  allgemein  als  die 
hrufnwlinigen  Koordinaten  eines  Punktes  bezeichnet. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  der  Fall,  dafs  jede  Fläche 
eines  jeden  Systemes  von  allen  Flächen  der  anderen  beiden 
Systeme  überall  rechtwinklig  geschnitten  wird.  Das  dreifache 
System  heüjst  dann  ein  orthogonales. 

Barr  et,  Diff.-  n.  Integral-Bechirang.    I.    S.  Aufl.  29 
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Wir  setzen: 


(») 


Die  Normalen  der  drei  Flachen  in  einem  Pnnkte  (x,  y,  ß) 
bilden  mit  den  Eoordinatenaxen  Winkel^  deren  Kosinus  be- 
züglich sind: 


1  a_i 

L  dx^ 

1   dji 
Mdx^ 

N  dx' 


L  dy' 


1 

i 

1 


M  de' 


Folglich  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dafüT;  dafs  das  System  orthogonal  ist: 


(4) 


öx^  ^j*  ,  ^  ^f*  ,  az  s> 

dx  dx    *    dy  dy    *    dB  de 
d(i  dv    ,    dfA  dv    ,    dfk  dr 

de  Wz 


!!::  4-  :if:  !ii.  4- 
dx  dx   *^  dy  dy    *^ 


dx  dx  ~^  dy  dy    *    dz  dz 


0, 
0, 
0. 


829.  Die  Ossian-BonnetBOlie  Differentialgjeiohiuig.  Man 
kann  zwei  der  Funktionen  X,  ii^v  zwischen  den  Oleichungen  (4) 
und  den  aus  diesen  durch  Differentiation  abgeleiteten  elimi- 
nieren; das  Resultat  dieser  Elimination  ist  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung  für  eine  dieser  Funktionen. 
Dieses  wichtige  Theorem,  welches  von  Ossian-Bannet  aufgestellt 
ist,  ist  folgendermafsen  zu  beweisen. 

Die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (4)  ergeben: 

a^  ^  ax  aj*  _  a£  a/* 

dx       dy  dz        dz  dy^ 
dv        dl  dfi       dl  dfi 


(5) 


K 


dy       dz  dx       dx  dz  ' 

v'dv        dl  dfi       dl  dyk 
dz        dx  dy       dy  dx^ 
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wobei  K  d«i  Wert  —^  hat    Femer  ist  ersichtlich,  dafs  die 
Summe  null  erhalten  wird,  wenn  man  die  drei  Gröfsen 


('Ü)     »(^fr) 


dz  dy       ' 

dx  dz       ' 

dy  dx 

addiert,   nachdem  man  sie  zuvor  bezflglich  mit  |^,  |^,  |^- 
multipliziert  hat.     Gemäfs  den  Gleichungen  (5)  ist  also: 

dxldz\dzdx       dx  dz)        dy\dxdy       dy  dx/J 
'^dyldx\dxdy       dy  dxl        dz\dy  dz        dz  dyU 

'*'dzldy\dydz       dz  dy)        dx\dz  dx        dx  dz)j 

Führt  man  die  Differentiationen  aus  und  addiert  man  zu 
der  erhaltenen  Gleichung  die  beiden  letzten  der  Gleichungen  (4), 
nachdem  man  diese  bezüglich  mit 

\dx*  ■*■  ay«  ■+■  ä^/  ™^  "*"  \dx^  ■+■  dy*  "^  äi^/ 

multipliziert  hat,  so  folgt: 

dvrdX    d^fi    ,  dX    d^(i    .dl   d^ii       d(i    dH       dji  dn       dii  dn  1 
dxiJdx  dx*    *  dydxdy*  dz  dxdz      dx   dx*       dydxdy     dz  dxdzJ 

^  )\'^dyldxdxdy'^dy  dy*  "^dzdydz      dxdxdy     dy  dy*       dz  dydzJ 

dvfdi  d*iL  .  dx  ay  ,  dl  ay     a^  d*i     dik  d*i     dii  ^'^1,^ 

^     dzLdxdxdz*dydydz*dz    dz*       dxdxdz     dydydz     dz    dz*  J 

Aus  dieser  Gleichung  kann  man  die  Ableitungen  zweiter 
Ordnung  der  Funktion  ^  entfernen.  Zu  dem  Zwecke  differen- 
tiiert  man  die  erste  der  Gleichungen  (4)  nach  jeder  Yariabelen 
X,  y,  jET,  80  wird: 

29* 
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H 
dx 

dl 


dx* 


av  I  ^^  ^V 


+ 


+ 


dy  dxdy  '   dz  dxde 

dl   av    ,  dl   av 


dik 

dx 


dn 

dx^' 


dx  dxdy  '   dy 

dl  av 


dy* 


,dl_ 


d\»,  dn 


dl   av 


dz  dydz 
dl    d*it. 


dx  dxde^^  dy  dydz  *   dz    dz* 


dx  dxdy      dy 

dji    d*l   _  djk 

dx  dxdz       dy  dydz 


dji    d*l        dii    dn 
dy  dxdy      dz  dxdz^ 

dfi    dn_  __  d^  J»l 
dy^        dz  dyds* 

d*l        d^  JU^ 
"dz 


dz' 


Yermittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichungen  (5)» 
welche  die  Ableitungen  von  v  eliminieren  lassen^  wird  die 
Gleichung  (6): 


(dl_d£_Hdji\  id^ 

\av  dz       dz  dy)  \dx 


(7) 


au 
dx* 


d*i    ,  a^  a 


dy  dxdy  *^  dz  d 


m  d£_dl^  dji\  rdji    d*l     .  dfi 
\dz  dx      dx  dz/  \dx  dxdy*dy 

dfk 


/Ü  ^  _  ?i  ^)  /aj* 

'  \dx  dy      dy  dx)  \dx 


dy 

d*l 


+ 


dy* 

d*l 


^  dz  dxdz)^ 

)+ 


an    ,  «(»  3'i 


+ 


dz  dydz 


dxdz  *^  dy  dydz  *^  dz     dz 


1^  ^^ 


^z*  I        "' 


oder 


(8)^(|9'+Bg?r+o^)*+x|f  If +B-|i||+c|||f  -  a, 


y/    ■       \<7j5/    ■        oy 

wenn  man  der  Kürze  wegen  setzt: 

'    j,       dl    d*l        dl    d*l 
dz  dxdy      dy  dxdz' 

dl     d*l        dl    d*l 


(9) 


B^ 


C 


dx  dydz      dz  dy'öx' 

dl^    d*l    _  ax     d*l 
dy  dzdx      dx  dzdy' 


.,      dl  (d*l      d*l\   .   (dl    d*l 
^  ~  dx\dz*      dyV  ■'"  \dy  dxdy 

dy\dx*      dzV'^Xdz 


_dl     d*l  \ 
Wz  dxdzl ' 

_dl_    d*l  \ 
dx  dvdxh 


dy\dx*      dz*/   '   \dz  dydz      dx  dydi 

^  dz\dy*      dx^^Kdx  dzdx      dy  dzdyf 

Denmach  haben  wir  zwei  Gleichungen^  welche  die  Funk- 
tion V  nicht  mehr  enthalten,  sondern  nur  die  ersten  und 
zweiten  Ableitungen  von  A,  und  die  ersten  Ableitungen  Yon  fi^ 
nämlich  die  erste  der  Gleichungen  (4)  und  die  Gleichung  (8). 
Diese  beiden  Gleichungen  sind  homogen  in  Bezug  auf  die  Ab- 

o  o  o 

leitungen  g^>  5^;  äj?  ^^^  kann  daher  die  Verhaltnisse  von 
zweien  derselben  zur  dritten  bestimmen,  derart,  daüs 
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dik         dfi        dfi 

dx         dy_ dz 

«    "^  "»""(£   ' 

wird^  nnd  hierbei  sind  9[,  Sd^  S  bekannte  Funktionen  der  ersten 
mid  zweiten  Ableitungen  der  Funktion  iL    Man  hat  demnach 

(10)  5|f  =  a,    H%^^,    5|f-(5. 

Die  Elimination  Ton  ^  läfst  sich  nun  auf  demselben 
Wege^  wie  vorhin  die  Elimination  Ton  v  Yollziehen.  Addiert 
man  die  drei  Grofsen 


("¥)    ^(^1;) 


dz  dy       ' 

dx  dz       ' 

dy  dx       ' 

nachdem    man    sie    bezüglich   mit    g^?  ä^>  g^   multipliziert 

haty   so   erhält   man   eine   identisch  yerschwindende   Summe, 
und  folglich  hat  man,  yermittelst  der  Gleichungen  (10): 

w  «'(^-F*)+»(ll-^)+«(^-'^)-o- 

Diese  Gleichung  enthält  nur  die  Ableitungen  erster, 
zweiter  und  dritter  Ordnung  der  Funktion  A,  und  folglich 
gilt  der  Satz: 

Soll  die  Gleichung  l «»  f(Xf  y,  0)  ein  Flächensystem  dar- 
stellen, wdches  einem  dreifach  orthogonalen  Systeme  angehört,  so 
mufs  die  Funktion  X  einer  bestimmten  partiellen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  genügen. 

880.  Andere  Form  der  OrthogonaUtätsbedingong.  Wählt 
man  zu  unabhängigen  Yariabelen  die  Parameter  X,  iHy  v  eines 
dreifach  orthogonalen  Systems,  so  lassen  sich  die  partiellen 
Ableitungen  von  x,  y,  0  in  Bezug  auf  A,  fi,  v  sehr  leicht 
durch  die  partiellen  Ableitungen  Ton  A,  fi,  1/  in  Bezug  auf 
X,  y,  e  ausdrücken.    Ersetzt  man  nämlich  in  der  Gleichung 
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dx-^dX+^dii+^dv 


dX,  d^Lj  dv  durch  ihre  Werte 


J^dx+j^dy+^dz, 


dx 


dz 


80  folgt,  indem  man  beiderseits  die  Koeffizienten  yon  dx^  dy^  de 
einander  gleich  setzt: 

^^didx'^Fpidx'^dv  dx* 


0— S^ 


dx  dl    I    dx  d(i   .    dx  dv 
dl  dy  "^  djidy   *    dv  dy^ 


0  — 


dx  dl    ,    dx  diik   n    dx  dv 


dl   dt  ~  d(i  dz  ~  dv  dz 
Addiert  man  diese  Gleichungen,   nachdem   man   sie  be- 

zügUch  mit  |i,  I*  ,  |i,  ferner  mit  |^,  lü^,  |^,  und  endUch 

^  dx^  dy^  dz^  dx*  dy*  dz* 

mit  T^f  "^7  'S"  multipliziert  hat,   so   folgt   mit  Benutzung 
der  Gleichungen  (3)  und  (4): 


(12) 

(13) 
(14) 


—  -B  i«  —  ?i?  «■  Jf «  — 

dx  dl*     dx  dfi* 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man: 


dv        «TS  dx 

ä-  ~  -^    a" • 
dx  ov 


dy 


i«!?,    |!?«j|f«|?,    ^ 


dl*     dy 


dl        r2  ?£       ?£ 

^«  — ^  ax'    dz 


IP 


d(i* 

dz 


dv_ 

dy 

dv_ 

dz 


N 


—  N 


dv* 

dz 
di' 


dz       '-^  dl*     dz       ^   dik* 

Aus   diesen   Gleichungen  folgt  in  Verbindung   mit   den 
Gleichungen  (3)  und  (4): 


(16) 


?^^  ü^^?Jä  M  —  —        O 
dl  dv.'^  dl  dii'^  dl  dii"^     * 


dx  dx 
d(i>  dv 


7\^    I    fl..  ;>-.  T^  fl. .;>«■■  ^  > 


dv  di'^  dv 


dy^  dy 

dll  dv 

dy  dy 

dl 


dz  dz 

dfi  dv 


^  dv  dl      ^' 
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88L  Bereohniing  der  zweiten  DüferentialqnotieiitMi  bei 
einer  orthogonalen  Sohar.  Die  Gleichungen  (15)  und  (16) 
enthalten  einfach  die  Relationen,  welche  zwischen  den  EosinnB 
der  Winkel  bestehen,  die  drei  rechtwinklige  Richtungen  mit 
den  Eoordinatenaxen  bilden;  durch  Di£Perentiation  kann  man 
aus  ihnen  eine  grofse  Zahl  anderer  Relationen  ableiten,  die 
ebenfalls  Eigenschaften  orthogonaler  Systeme  ausdrücken. 
Diese  Untersuchung  bietet  keinerlei  Schwierigkeiten  imd  fährt 
zu  wichtigen  Resultaten.  Um  aber  die  Orenzen,  welche  ich 
mir  gesteckt  habe,  nicht  zu  überschreiten,  beschranke  ich 
mich  darauf,   hier   nur   die  Formeln  anzugeben,   welche   die 

Ableitungen 

c*x  d*x  d*x 


dld(i'     dldv'     d[idv 

in  Funktion  der  Ableitungen  erster  Ordnung  der  Yariabelen 
X,  y,  0  und  der  Grölsen  X,  M,  N  liefern. 

Zu  dem  Zwecke  di£Perentiieren  wir  die  erste  der  Glei- 
chungen (15)  nach  ^  und  die  zweite  nach  X,  so  wird  • 

d£    d^x     .    dy    d*y     ,    dz    d*z         _   1    d\ogL 
dl  dldii"^  dl  dXdpL'^  dl  dldii'^       i»      dfi     ' 

dx    d^x     ,    dy    d*y     ,    dz    d^t         1    dlogM 

dpk  dldik  ■*■  dpi  dldfi  "^    äfi  dldfi  "^       iP      dl 

Differentiiert  man  femer  die  Gleichungen  (16)  nach  v,  X,  ^ 
bezüglich,  addiert  die  beiden  letzten  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen und  subtrahiert  davon  die  erste,  so  folgt: 

dx    d^x     ,    dy^    d^y     .    dz^    d*z         ^ 
d9  dldfi  "^  dv  dldii  '^  dv  FTF^i  ~ 

Wenn    man    nun    die    drei    zuletzt    aufgeschriebenen 
Gleichungen  addiert,  nachdem  man  sie  zuvor  bezüglich   mit 

dl    dii    dv     £  ..    dl     du    dv  „.  ,        ..    dl    du    dv 

5^>  aE*  '51^9  femer  mit  ä->  ö^>  ö— ,   endlich  mit  x—,  ^,  ■^- 
dx^  dx'  dx'  dy^  dy^  dy*  dt  ^  dz  '  dz 

multipliziert    hat,    so    wird,    mit    Rücksicht    auf    die    Glei- 
chungen (12)  bis  (14): 

d^x  dlogL  dx       dlogM  dx 


(17) 


dld(i,  dfi     dl  dl      Ffi^ 

d^y         _  dlogL  dy  _  dlogM  dyi 
dldii.'^  dii     dl  dl      dft' 

d^z         d  logL  dz        d  log  M  dz 

dldii"^  dpi      dl  dl       dii' 
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Diese  Gleichnngen  ergeben  durch  Änderung  der  Buch- 
staben auch  die  Werte  der  sechs  übrigen  Ableitungen: 

d*x         d*y         d^z 
d(icv*     diidv^     diidv^ 

d^x  d*y         d^z 

WSl^     WvTV     dvdl' 

882.  Der  Dupinsche  Sats  über  die  orthogonalen  Flftohen- 
soharen.     Man  verdankt  Ch.  Dupin  den  schonen  Satz: 

In  jedem  dreifach  orthogonalen  Systeme  toird  jede  Fläche 
des  einen  Systems  von  den  Flächen  der  beiden  anderen  Systeme 
in  ihren  Krümmungskurven  geschnitten. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  in  den  letzten  Oleichungen 
des  vorigen  Paragraphen  enthalten.  Denn  diese  Gleichungen 
können  durch  die  eine  Formel  ausgedrückt  werden: 


^'■m)     ^{'■'i) 

H-l;) 

dyk                   dii        __ 

-  ^^  ^ 

L  dU 

dx                   dy 

-        dz        ^ 

M  dl 

dyk                  dfi 

do. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnitt  C  zweier  Flächen,  welche 

den  Systemen 

A  a»  konst,    V  «»  konst 

^      ^       j\ 

bezüglich  angehören,  so  sind  die  Ableitungen  y'^'^j  y"  ^^^^ 

(16)  proportional  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente 

der  Eurye  C  mit  den  Axen  bildet.    Andererseits  sind  die  Gröfsen 

1  dl     1  dx     1  dx      j        T^Ä    y^y     y^jj     j.      «-    .  j 

^r^-, -=r^—  ^^—  oder  jL^vj -^off  -^äT  die  Kosmus  der 
Ldx^  Ldy*  Lde  dX'      dX^      dX 

Winkel,  welche  die  Normale  der  Fläche  X  mit  den  Eoordinaten- 

axen  bildet,  und  ihre  Ableitungen 

iMi)  iMi)  !Mil 

dyk       *         dft       ^  dp»       ^ 

in  Bezug  auf  eine  Verschiebung  längs  der  Kurve  G  sind  nach 
der  obigen  Formel  den  Kosinus  der  Winkel,  welche  zur  Tanr 
gente  dieser  Kurve  gehören,  proportional.  Dies  ist  aber  (nach 
Nr.  323)  die  Bedingung  dafür,  daCs  G  eine  Krümmungskunre 
der  Fläche  k  ist;  und  der  Dupinsche  Satz  ist  also  bewiesen« 
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888.  Lamösohe  Koordinaten.  Unter  den  dreifach  ortho- 
gonalen Flächensystemen  ist  vor  allem  dafirjenige  bemerkens- 
^wert^  welches  von  konfokalen  Flächen  zweiter  Ordnung  ge- 
bildet wird.     Die  Gleichongen  dieser  Flächen  sind: 

'  ?!  o-    y'    -L    ^*    _  1 

i«    "T    ;^.  _  ^«  T   il  _  g«  —   -«^  > 


(1) 


«^  __     y* 1^ < 


6  nnd  c  sind  gegebene  Grolsen;  wir  nehmen  &  <  c  an.  Die 
Zahlen  A,  ^^  i/  heifsen  die  Lameschen  Koordinaten  der  Punkte 
des  Raumes. 

Giebt  man  dem  Parameter  X^  Werte  gröfser  als  c^^  dem 
Parameter  fi'  Werte  zwischen  V  und  c*,  endlich  dem  Para- 
meter v^  Werte  kleiner  als  V,  so  stellt  die  erste  Gleichung 
Ellipsoide^  die  zweite  einschalige  Hyperboloide,  die  dritte 
zweischalige  Hyperboloide  dar.  Alle  diese  Flächen  sind  kon- 
zentrisch und  ihre  Hauptschnitte  haben  dieselben  Brennpunkte; 
man  nennt  sie  daher  konfokal. 

Da  die  Gleichungen  (1)  vom  ersten  Grade  in  Bezug  auf 
^9  y^f  ^  sind,  so  ist  es  leicht,  sie  aufzulösen.  Man  gelangt 
dazu  am  raschesten  auf  folgendem  Wege.  Ordnet  man  die 
erste  Gleichung  nach  Potenzen  von  A',  so  wird 

(2)  A«  — A*(6«-f  c«  +  ic«  +  y«  +  ^) 

+  A«[6V  +  (6«  +  O  x^  +  c«y«  +  6«iJ«]  —  6«cV  —  0. 

Da  die  beiden  folgenden  Gleichungen  sich  aus  der  ersten 
ableiten  lassen,  indem  man  A'  mit  y?  oder  mit  v^  vertauscht^ 
80  besitzt  die  Gleichung  (2),  welche  Tom  dritten  Grade  in 
Bezug  auf  }}  ist,  die  drei  Wurzeln  A^,  ^^,  i;';  folglich  ist 

I  A»  +  (i»  +  V*  —  «*  +  y*  -f  ^  +  &*  +  c*, 

(3)  j  AV*  +  (**v«  +  vU« «  Vc^  +  (6«  +  O  «*  +  <^*y*  +  **^*7 

Die  letzte  Gleichung  giebt  den  Wert  von  o?.  Die  Glei- 
chungen (1)  ändern  sich  aber  nicht,  wenn  man  die  Buchstaben 
X  und  y  vertauscht,  und  gleichzeitig  A*,  (**,  v*  durch  A*  —  6*, 
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^*  —  6*,  V*  —  6*,  femer  6*  und  c*  durch  —  6'  und  c*  —  6*  er- 
setzt; die  nämlichen  Gleichungen  ändern  sich  auch  nichty 
wenn  man  x^  und  e^  vertauscht  und  dabei  k\  fi',  v^  durch 
A*  —  c*,  fi*  —  c*,  V*  —  c*  und  V  und  c*  durch  —  (c*  —  6*)  und 
—  (?  ersetzt.  Man  kann  also  auch  die  nämlichen  Yer- 
tauschungen  in  den  Gleichungen  (3)  yollziehen^  und  die  letzte 
Yon  ihnen  ergiebt  dann: 

W  (    (;l«  _  ^>^  (g»  _  j,S)  (^2  _  ^2)  _  g«(^t  _  J«)  ^«^ 

Man  erhält  demnach: 


0^) 


hc 


ypn  6«y|i4»  — &«|/&«-_yi 


ft  Vc"  —  6' 


0 


Die  Grofsen  v,  "^6*  -^  v*,  y^^ —  6"  und  ^c*  —  fi'  gehen 
auch  durch  den  Wert  null  hindurch;  man  kann  daher  an- 
nehmen, dafs  sie  ihr  Zeichen  wechseln,  und  dies  ist  notwendige 
damit  die  Gleichungen  alle  Punkte  des  Raumes  enthalten. 
Die  Schwierigkeit,  welche  aus  der  Zweideutigkeit  der  Vor- 
zeichen herrorgehen  kann,  lälst  sich  vermeiden,  wenn  man 
zwei  Winkel  ^  und  9  einf&hrt,  derart,  dal]s 

V  =  ft  cos  ^ ,    yW—~v^  sa  b  sin  ^ , 


dx 


y^«-6*  =  }/c*-6«cos9),    ]/c«  -  fi*  —  Vc*  —  V  sin  9). 
Aus  den  Gleichungen  (5)  folgt: 


Iv     dy 


dx      Xfi    dy 
cv        hc*  dv 


ft|/x«^6iyfe:rz'yi 
6yc«  —  6"«  v/6rz7i 


a^ 

dl 

dz_ 

d(t 

dj_ 
dv 


cl/c«  — ftyc«— y« 

und  man  bestätigt  unmittelbar  durch  diese  Gleichungen,  dab 
das  konfokale  System  in  der  That  ein  dreifach  orthogonales  ist 
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884.  Eine  dreifach  unendliche  Schar  von  Kugeln.  Die 
Gleichmigen  (1)  stellen  auch  dann  noch  ein  dreifach  ortho- 
gonales   System    dar^    wenn    man    x,  y,  0,  X    ersetzt    durch 

— ,  — ,  — ,  — ,  wobei  «  eine  Konstante  ist.    Wenn  man  nach 

dieser  Substitation  «»0  machty  so  werden  die  Gleichni^en  (1): 

■  a;«  +  y»  +  «»  -  X\ 


(6) 


X 

X 
V 


+ 


" «■  0 


1^"  —  6*         C*  —  jlt 


y ". «I  0 


6«  — V 


C"  —  V' 


Dieses  neue  System  wird  gebildet  von  eoLtm  Systeme 
konsentrischer  Kugeln  and  zwei  Systemen  von  Kegeln  zweiter 
Ordnung,  deren  Scheitel  im  Mittelpunkte  der  Kugeln  liegen. 
Macht  man  m  den  Gleichungen  (5)  die  nämliclie  Substitation» 
so  folgt: 


(7) 


X  — 


he 


z 


835.  Eine  dreifach  unendliche  Schar  von  Faraboloiden. 
Ersetzt  man  in  der  ersten  Gleichung  (1)  x  durch  x  —  b, 
wodurch  der  Koordinatenanfangspunkt  in  einen  der  gemein- 
samen Brennpunkte  aller  Hauptschnitte  in  der  a;y- Ebene  yer- 
egt  wird,  und  schreibt  zugleich  c  +  b  ah  Stelle  tod  e,  X"\~b 
an  Stelle  tou  A,  so  wird  diese  Gleichung: 


(X  +  ly 


Hx  +  l) 


+ 


y' 


21  + 


+ 


0. 


2(*-c)  + 


LäGst   man  nun  h  unendlich  werden,  so   reduziert  sich   die 
Gleichung  auf  die  folgende: 


4X   ~  4(1 


e' 


c) 


X'-\-  X. 


Verfahrt  man  ebenso  mit  den  anderen  beiden  Gleichungen  (l), 
so  erhält   man  Grenzgleichungen,    die   sich    aus   der  letzten 


460  Zehntes  Kapitel. 

durch  Vertauschung  von  X  mit  fi  nnd  v  ableiten  lassen.  So 
gewinnt  man  ein  neues  dreifach  orthogonales  und  konfokales 
System,  nämlich: 

—  4  V         —  4  ( V  —  c)  " 

Ist  die  Eonstante  c  positiy^  so  stellt  die  erste  Gleichong, 
wenn  man  k  die  Werte  von  c  bis  -|-  <^  beilegt,  eUiptische 
Paraboloide  dar;  giebt  man  fi  die  Werte  von  0  bis  c,  so  liefert 
die  zweite  Gleichung  hyperbolische  Paraboloide,  und  endlich 
giebt  die  dritte  Gleichung  ein  neues  System  von  elliptischen 
Paraboloiden,  wenn  man  der  Gröfse  v  irgend  welche  negative 
Werte  erteilt.  Die  beiden  letzten  Gleichungen  gehen  ans  der 
ersten  durch  Yertauschung  Ton  X  mit  fi  und  v  hervor;  ordnet 
man  diese  nach  A,  so  kommt 

A«_(c  _  :,)  A»  _  (jq-/'  +  ex)k  +  '-J-  =  0. 
Man  hat  demnach 

XiJL  +  yLV  +  vX (^-+-^  +  ex), 


und  hieraus: 


(9) 


A/t" —  l-, 

c  —  A  —  (i  —  V 


g^2  ]/^^  —  c)(c--  fi)  je  —  v) 


Auch  kann  man  leicht  mittels  dieser  Formeln  bestätigen,  dab 
das  System  in  der  That  orthogonal  ist. 

§  6.  Die  Krflmmimgsknryeii  des  Eilipsoides. 

886.  Darstellung  der  Krümmungskurven  mit  Hülfe  der 
dreifach  unendlichen  Schar  von  konfokalen  nftchen  sweiter 
Ordnung.     Das  Ellipsoid  sei  dargestellt  durch  die  Gleichung 
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X' 


y' 


und  seine  Halbaxen  haben  die  bestimmten  Werte  ly  }/A^  —  V^ 
yi*  —  c*.  Nach  dem  Dupinschen  Satze  kennen  wir  seine 
ErümmnngskuryeD.  Denn  ist  fi'  ein  variabeler  Parameter 
zwischen  V  und  t^,  so  bestimmen  die  einschaligen  Hyper- 
boloide, deren  Wert 


ist,  anf  dem  EUipsoide  ein  erstes  System  yon  Erümmungs- 
korven;  desgleichen  sind  die  Erümmnngskarven  des  anderen 
Systemes  die  Dnrchschnitte  des  Ellipsoides  mit  den  zwei- 
schaligen  Hyperboloiden: 


(3) 


X^ 


y' 


z' 


i, 


wenn  v*  ein  variabeler  Parameter  kleiner  als  V  ist. 

Mao  erhält  die  Gleichongen  für  die  Projektionen  der 
Erümmungskanren  anf  die  Haaptebenen  der  Fläche ,  wenn 
man  nach  einander  b^,  y*,  x^  zwischen  den  Gleichungen  (1)  und 
jeder  der  Gleichungen  (2)  oder  (3)  eliminiert.  Auf  diese  Weise 
findet  man  f&r  das  erste  System: 


(4) 


iV*  "^  (i*  —  i»*)  0*»  -  h^ 
t    I 


iV' 


1, 
1, 


(X«  -  c«)  (C  -  fi») 

' I üj: 1 

^  (1«  —  51)  (^«  _  fc«^   I   a»  —  /»«^  r«»  —  1*«^        -^ ' 


-6«y* 


C«5« 


5«)   I    (i«  —  c*)  (c*  —  f*«) 


und  f&T  das  zweite: 


'  <;»«« 


(5) 


(c»-6*)y» 


Pt' 


(X«  —  &*)  (6«  —  v^ 


=  1 


5'a;*    f  (c*  —  6*)  g«        _  . 

l*r*    '    a"  —  /»^  ^'?*  —  ««^  ' 


C*)  (C'*  —  1^«) 


+ 


e'e* 


y  (V  —  6")  (6»  —  V»)    »     (X*  —  c«)  (c«  —  V») 


1; 


A'  bedeutet  hierbei  stets   einen   festen  Wert;   f*  und  v  sind 
veränderlich. 

Die  Erümmungskurven  beider  Systeme   projizieren  sich 

also  auf  die  a;£r- Ebene,   welche   die  Ebene  der  grollten  und 
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der  kleinsten  Axe  ist,  als  Ellipsen.  In  der  Ebene  xy  sowohl, 
wie  in  der  Ebene  y0j  welche  beide  die  mittlere  Axe  des  Ellip- 
soides  enthalten,  projizieren  sieh  dagegen  die  Kurven  des 
einen  Systems  als  Ellipsen,   die  des  anderen  als  Hyperbeln. 

887.  Monges  Konstruktion  der  KrfimmimgskiirTeiL  Monge 
hat  eine  äufserst  einfache  Konstruktion  angegeben  ^  um  die 
Projektionen  der  Erümmungskurven  des  EDipsoides  in  den 
Hauptebenen  darzustellen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Projek- 
tionen auf  die  a;j^-Ebene,  welche  die  Ebene  der  grölsten  und 
der  mittleren  Axe  ist.  Werden  die  Längen  der  Halbaxen 
einer  Ellipse,  welche  die  Projektion  einer  Krümmungskurve 
des  ersten  Systems  bildet,  mit  x^  und  y^  bezeichnet,  so  ist 
nach  den  Gleichungen  (4) 

c*x,^         «       (c« -  b*) y,«  _    8       ,, 
-"XT-  =  f*  f  z«  — 6*  f*   —  «>  7 

also  folgt  durch  Elimination  yon  (i: 

^^^  fe^i*  6»(i«  — 6"*)  ~  ^' 

Bezeichnen  x^  und  y^  die  Halbaxen  der  Hyperbel,  nach 
welcher  sich  eine  Erümmungskurye  des  zweiten  Systems  pro- 
jiziert, so  hat  man  ebenso  nach  den  Gleichungen  (6): 

also 

Betrachten  wir  x^  und  y^  als  Koordinaten,  so  stellen  die 
letzten  beiden  Gleichungen  eine  Hyperbel  und  eine  Ellipse 
dar,  die  den  nämlichen  Mittelpunkt  haben  wie  das  EUipsoid, 
und  deren  Axen  mit  den  Axen  der  Projektionen  der  KrClm- 
mungskurven  zusammenfallen.  Monge  hat  diese  Kurven  die 
Hülfshyperbel  und  -Ellipse  genannt  (hyperbole  et  ellipse 
auxiliaire).  Hat  man  diese  konstruiert,  und  wählt  man  die 
Koordinaten  eines  jeden  Punktes  der  ersten  Kurve  zu  Halb- 
axen einer  Reihe  von  Ellipsen,  die  Koordinaten  eines  jeden 
Punktes  der  zweiten  zu  Halbaxen  einer  Reihe  von  Hyperbeln 
so  hat  man  die  Projektionen  der  beiden  Systeme  von  Krüm- 
mungskurven in  der  a?y-Ebene. 


Eurven  auf  Fl&cheo.    Fl&chenfamilien.  463 

Macht  man  y^  <«  0^  so  ergeben  die  beiden  Gleichungen  (6) 
nnd  <7): 

Diese  Abscissen  gehören  zu  den  Nabelpnnkten  (Nr.  319); 
die  gemeinsamen  Scheitel  der  Hülfshyperbel  und  -Ellipse  sind 
also  die  Projektionen  der  Nabelpunkte  auf  die  a;j^-£bene. 
Diese  Scheitel  liegen  immer  im  Innern  des  Hauptschnittes, 
denn  da   der  Annahme  nach  b  kleiner  ist   als  c,   so  ist  die 

Gr&bd  —  kleiner  als  die  halbe  grölste  Axe  X  des  Ellipsoides. 

Wird  n^  «-  V  gesetzt,  so  hat  die  Ellipse,  welche  die  Pro- 
jektion einer  Linie  des  ersten  Systems  bildet,  zur  grofsen  Axe 
die  gemeinsame  Axe  der  Hülfsellipse  und  -Hyperbel,  und 
ihre  kleine  Axe  ist  null.  Die  Ellipse  fallt  also  mit  der  rr-Axe 
zusammen,  und  hieraus  folgt,  dafs  die  in  der  X0  gelegene 
Hauptellipse  eine  Erümmungskurve  ist.  Wächst  (l^  von  h*  bis 
c^,  so  wachsen  die  beiden  Axen  der  Ellipse.  Für  ^'  <«  ^  fallt 
die  Ellipse  mit  der  Hauptellipse  in  der  a;j^-Ebene  zusammen, 
welche  mithin  ebenfalls  eine  Krümmungskunre  ist.  Da  die 
Yariabele  (i^  nicht  grölsere  Werte  annimmt  als  c%  so  ist  die 
Hülfthyperbel  nur  bis  zu  den  Punkten  zu  nehmen,  wo  sie 
Yon  den  Tangenten  der  Hauptellipse,  welche  den  Axen  parallel 
sind,  geschnitten  wird. 

Die  Erümmungslinien  des  zweiten  Systemes  haben  als  Pro- 
jektionen die  Gleichungen  (5).  Ist  i^  »»  V,  so  hat  die  Hyperbel 
in  der  a;y-Ebene  zur  transversalen  Axe  die  gemeinsame  Axe  der 
Hülfshyperbel  und  -Ellipse.  Die  andere  Axe  ist  null  und  die 
Kurve  reduziert  sich  auf  die  geraden  Strecken,  welche  zwischen 
den  Nabelpunkten  und  der  Hauptellipse  enthalten  sind.  Nimmt 
V*  von  seinem  Maximalwert  b^  ab  bis  zum  Wert  null,  so  wird 
die  transversale  Axe  kleiner,  und  die  nicht  transversale  wächst. 
Die  erstere  wird  null  für  v*  <»  0,  die  Hyperbel  reduziert  sich 
also  auf  die  j^-Axe,  und  hieraus  folgt,  daCs  auch  der  dritte 
Hauptschnitt  des  Ellipsoides  in  der  y;?- Ebene  eine  Eröm- 
mimgskurve  ist. 

Alle  Ellipsen  und  Hyperbeln  in  der  rry-Ebene  kehren 
ihre  konkave  Seite  nach  den  beiden  Punkten,  welche  die  Pro- 
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jektionen  der  Nabelpunkte  sind.  Die  Erümmungsknrven  um- 
schlieüsen  diese  vier  Punkte ,  die  einen  von  der  einen,  die 
anderen  von  der  anderen  Seite;  je  mehr  sie  sich  ihnen  nähern, 
um  so  enger  ziehen  sie  sich  zusammen,  und  wenn  sie  sie  er- 
reicht haben,  fallen  sie  mit  der  HanptelUpse,  auf  welcher  die 
Nabelpunkte  liegen,  zusammen. 

888.  FortsetBung.  Alle  Erümmungskunren  des  Ellip- 
soides  projizieren  sich  in  die  Ebene  der  gröüsten  und  der 
kleinsten  Axe  als  Ellipsen,  um  diese  Projektionen  zu  kon- 
struieren, genügt  die  Anwendung  einer  einzigen  Hülfsellipse. 
Denn  bezeichnen  wir  mit  x^  und  ß^  die  Halbazen  einer 
Ellipse,  welche  die  Projektion  einer  Erümmungskurre  bildet^ 
so  hat  man: 

oder 

Die  Elimination  von  ft«  oder  i/«  ergiebt: 

Für  die  Linien  der  einen  Erümmung  hat  man: 
ft^  >  6*,     also    a?!  >  X,    z^<  }/A*  — c*, 
und  für  die  der  anderen: 


v^<V,    also    x,<k,    0^>yk^  —  (?. 

Es  genügt  den  Quadranten  der  Hülfsellipse  zu  betrachten, 
welcher  zu  positiven  Werten  von  x  und  0  gehört.  Dann  sieht 
man,  daüs  die  Gerade  x^^^X^  welche  die  Hauptellipse  berührt, 
den  Quadranten  der  Hülfsellipse  in  zwei  Teile  teilt,  von  denen 
der  eine  den  Eurven  der  ersten  Erümmung,  der  andere  denen 
der  zweiten  entspricht.     Die  Scheitel  der  Hülfsellipse  sind 


Die  Geraden,  welche  diese  Scheitel  paarweise  verbinden, 
bilden  einen  Rhombus,   dessen  Seiten  die  Gleichungen  haben 
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(9)  +^+ü^^:^=i 

und  also  (Nr.  319)  durch  die  Nabelpunkie  hindurchgeheii. 
Eliminiert  man  x  zwischen  dieser  Gleichung  und  den  Glei- 
chungen der  Projektionen  der  Erümmungskurven,  nämlich 

5'a;»  j (c«  —  h*)  z^        _  . 

ZV*  "*"  (i*  —  c»)  (c»  —  ft^  ~"  ^' 
so  folgt: 


+ 


8 


0. 


Da  diese  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat^  so  sieht 
man,  dafs  die  Projektionen  aller  Krümmungskunren  die  vier 
Seiten  dieses  Rhombus  berühren;  sie  sind  demselben  also 
eingeschrieben.  Hieraus  folgt;  daJGs  die  vier  Punkte^  in  denen 
die  Seiten  dieses  Rhombus  die  in  der  a;;9-Ebene  gelegene 
Hauptellipse  berühren,  die  Nabelpunkte  sind.  Denn  wir  haben 
gesehen,  dafs  diese  Hauptellipse  eine  Erümmungskurve  ist 
und  daJjs  sie  auch  die  Nabelpunkte  enthält. 

889.   DifferentialgLeioliiing  der  ErümmtingskUTven.    um 

die  Differentialgleichung  der  Projektionen  der  Erümmongs- 
kurven  des  EUipsoides  nach  der  allgemeinen  Methode  in 
Nr.  320  zu  bilden,  genügt  es  die  Gröfsen  /?,  g,  r,  s,  t  aus  der 
Flächengleichung 

^^  I      y*    j ?!_  „  i 

zu  bestimmen  und  diese  Werte  in  die  Gleichung  (6)  der  ge- 
nannten Nummer  einzusetzen.  Einen  Teil  dieser  Rechnung 
haben  wir  schon  in  Nr.  319  ausgeführt  und  daselbst  gefunden: 

■g.  4-     P^     ^  0         y_4._«i 0- 

i«  ^  i«  —  c«        ^'      X«  —  6«  ^  Z*  —  c*        ^ ' 
femer: 


re  +  {l+  p') 

ti  +  {l  +  q') 

5« 

Hieraus 

Serret 

folgt: 

,  Dlft-  n. 

80-\-pq: 

Integral-Bechnnng.    I. 

=  0. 

2.  Anfl. 

30 
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c« 


i 


g  [(pqr  —  (1  +  p*)s]  —  j-,  pq, 

Substituiert  man  diese  Werte  in  die  Gleichung  (6)  der 
Nr.  320  und  führt  man  femer  an  Stelle  von  p  und  q  ihre 
Werte  in  x  und  j^  ein,  so  erhält  man  die  gesuchte  Gleichung, 
nämlich: 

(10)        Äxy  (g)  +  (x*-Ay'-B)^-xy-.0, 
wobei 


>]fl 


6«i 


In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden ,  wie  man 
von  dieser  Gleichung  auf  die  Gleichung 

^^^^  X«  f*«  "'"  (X«  —  6»)  (f*«  —  6») 

zurüc^ommt,  die  wir  unmittelbar  auf.  Grund  der  allgemeinen 
Eigenschaft  orthogonaler  Systeme  gebildet  haben,  umgekehrt 
ist  es  leicht  zu  bestätigen,  dafs  aus  der  Elimination  von  ft' 
zwischen  der  Gleichung  (11)  und  der  aus  ihr  durch  Diffe- 
rentiation nach  X  und  y  abgeleiteten  die  Differentialgleichung 
(10)  hervorgeht. 

§  7.  Die  NlTeaulinien  und  die  Linien  grofsten  Falles. 

840.  Definition  der  Niveaulinien.  Ist  eine  Fläche  auf 
drei  rechtwinklige  Eoordinatenebenen  bezogen,  von  denen  die 
eine,  die  rcj^- Ebene,  als  horizontal  betrachtet  wird,  so  heilsen 
die  horizontalen  Schnitte  der  Fläche  die  Niveaulinien. 

Für  jede  Niveaulinie  ist  {?;?=0  oder,  da  dz^^^pdx-^-qdy  ist: 

pdx  +  qdyO,   ll -^- 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dafs  in  jedem  Punkte  einer 
Niveaulinie  die  Tangente  zusammenfallt  mit  der  horizontalen 
Geraden,  welche  in  der  Tangentenebene  des  nämlichen  Flächen- 
punktes liegt.    Denn  diese  Ebene  hat  die  Gleichung 
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und  der  Neigongswinkel  ihrer  horizontalen  Linie  ist  bestimmt 

durch  —  — • 
ff 

Setzt  man  den  obigen  Wert  fär  ^  in  die  Differential- 
gleichnng  der  Elrümmongskunren  ein  (Nr.  320)^  so  folgt: 

Diese  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  wird 
von  allen  den  Flächen  erfQllt,  fQr  welche  die  Niveaulinien 
Erümmungskurven  sind. 

Zu  einem  einfacheren  Resultate  gelangt  man  noch,  wenn 
man  als  Horizontalebene  die  a;jer- Ebene  wählt.     Dann  ist  fiir 

die  Niveaulinien  3^  "="  0,  und  setzt  man  diesen  Wert  in  die 
Differentialgleichui^  der  Erümmungskurven  ein,  so  wird  diese 

_r L„o 

Für  die  Flächen,  welche  dieser  Gleichung  genügen,  ist 
die  eine  Bedingung  der  Nabelpunkte  von  selbst  erfüllt.  Diese 
Punkte  sind  also  nur  noch  durch  eine  einzige  Gleichung  be- 
stimmt, und  folglich  besitzt  jede  dieser  Flächen  eine  Kurve 
von  Nabelpunkten. 

841.  Definition  der  Linien  gröfsten  Falles.  Linie  gröfsten 
FaUes  auf  einer  Fläche  nennt  man  jede  auf  der  Fläche  ge- 
legene Kurve,  deren  Tangente  in  jedem  Punkte  diejenige  unter 
den  Tangenten  der  Fläche  ist,  welche  dort  den  gröfsten  Winkel 
mit  der  horizontalen  Tangente  bildet.  Die  Tangente  solch 
einer  Kurve  ist  daher  selbst  die  Linie  grölsten  Falles  inner- 
halb der  Tangentenebene,  d.  h.  sie  ist  rechtwinklig  zur  hori- 
zontalen Geraden  in  dieser  Ebene. 

Ist  die  Fläche  auf  drei  rechtwinklige  Axen  bezogen,  von 
denen  die  eine,  nämlich  die  £(-Axe,  vertikal  ist,  so  hat  die 
horizontale  Gerade  in  der  Tangentenebene  den  Richtungskoef- 
fizienten —    --;   die  Differentialgleichung  der  Linien  grö&ten 

Falles  ist  also 

<*y_  ff 

äx        p 

30* 


468  Zehntes  Kapitel. 

Die  Ableitungen  p  ond  q  sind  mittelst  der  Flächenglei- 
chong  als  Funktionen  yon  x  und  y  gegeben. 

Legt  man  durch  einen  Flächenpunkt  die  Niveaulinie  und 
die  Linie  grofsten  Falles ,  so  sind  die  'Tangenten  an  diesen 
Kurven  senkrecht  zu  einander.  Die  Niveaulinien  und  die  Linien 
gröüsten  Falles  bilden  also  auf  der  Fläche  ein  orthogonales 
System. 

Sind  also  die  Niveaulinien  zugleich  Erümmungskurven, 
so  bilden  die  Linien  grofsten  Falles  das  andere  System  von 
Erümmungskurven.  Diese  Thatsache  kann  man  auch  dadurch 
bestätigen,  dals  man  in  die  Differentialgleichung  der  Erüm- 
mungskurven für  ^--  den  Wert  ---   einsetzt;   man   findet   dann 

dieselbe  partielle  Differentialgleichung ,   welche  bei  der  Sub- 
stitution anläfslich  der  Niveaulinien  erhalten  wurde. 

842.  Anwendung  auf  das  Ellipsoid.  Die  Anwendung 
der  Gleichungen  auf  das  Ellipsoid  ergiebt:     Ist 

x^  +  tny*  -{-  nz^  =  a* 

die  Gleichung  der  Fläche,  so  wird 

X  +  nzp  =  0,     my  +  nzq  =  0, 
also 

^  ^^  wy 

p  X 

Die  Differentialgleichung  der  Linien  grofsten  Falles  ist 
denmach: 

^y^^    oder     ^^.-"^=0. 
dx         X  y  dx        X 

Die  linke  Seite  ist  die  Ableitung  von 

ly  —  mix    oder   ?--• 

Der  Quotient    ^^  ist  also  gleich  einer  Eonstante  c,  und  mit- 

hin  ist 

y  as  caf^ 

die  Gleichung  fSr  die   horizontalen  Projektionen   der  Linien 
grofsten  Falles  auf  dem  Ellipsoide. 
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§  8.    Definition  Ton  Flächenfamilien  durch  partielle 

Differentialgleichungen. 

843.  Iiinienfl&olien.  Im  Folgenden  sollen  verschiedene 
Klassen  yon  Flachen  untersucht  und  die  partiellen  Differen- 
tialgleichungen bestimmt  werden,  durch  welche  man  alle 
Flächen  der  nämlichen  Klasse  darstellen  kann. 

Unter  den  Flächen,  mit  denen  wir  uns  beschäftigen  wollen, 
sind  vor  allem  die  Linienflächen  zu  beachteo,  d.  h.  die  Flächen, 
welche  durch  eine  bewegliche  Gerade  erzeugt  werden.  Die 
Klasse  der  Linienflächen  teilt  sich  in  zwei  verschiedene  Arten; 
die  eine  Art  enthält  die  Flächen,  welche  wir  abundcelbare  ge- 
nannt haben,  die  andere  nicht  dbmckelhare  oder  gekrümmte 
Flächen. 

Bezeichnen  wir  mit  x^  y,  z  geradlinige  Koordinaten  und 
sind  a,  &,  a,  ß  Funktionen  eines  variabelen  Parameters,  so  sind 
die  Gleichungen  fOr  die  Erzeugenden  einer  beliebigen  Linien- 
fläche 

(1)  a:  =  ajEf  +  a,     y  ««  ftif  -f  ß. 

Es  ist  ersichtlich,  dals  man  als  variabelen  Parameter  irgend 
eine  der  Gröfsen  a,  &,  a,  /3,  falls  sie  sich  nicht  auf  einen  kon- 
stanten Wert  reduziert,  wählen  kann.  Man  hat  also  in  dem 
allgemeinsten  Falle  nur  drei  willkürliche  Funktionen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Bedingung  dafür,  dals  die 
Gerade  (1)  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugt.  Da  eine  abwickel- 
bare Fläche  Einhüllende  einer  beweglichen  Ebene  ist,  welche 
die  Erzeugende  enthält,  so  wird  die  Gleichung  dieser  beweg- 
lichen Ebene 

(2)  (o:  —  a;jf  —  «)  -f  A  (y  —  62f  -  /5)  —  0, 

wobei  X  eine  bestimmte  Funktion  des  Parameters  sein  mufs, 
von  welchem  a,  &,  a,  /3  abhängen.  Differentiiert  man  die  Glei- 
chung (2)  nach  dem  Parameter,  so  folgt 

(3)  {-  iec^  +  «' )  -  KiV  +  /r)  +  A'  (y  -  6ij  -  /J)  -  0, 
und  damit  die  Fläche  eine  abwickelbare  sei,   ist  notwendig 
und  hinreichend,  dafs  das  System  der  Gleichungen  (2)  und  (3) 
die   nämliche   Gerade    darstellt,    wie    das   System   der    Glei- 
chungen (1).  Die  Gleichung  (2)  wird  durch  die  Gleichungen  (1) 
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befiriedigt,  und  damit  auch  die  Gleichung  (3)  dadurch  erfEÜlt 
sei;  rnuls 

sein^  bei  allen  Werten  von  z.  Dies  giebt  die  beiden  Bedin- 
gungen 

a  +  A6'— 0,    a'+A/r— 0, 

und  demnach  durch  Elimination  von  X: 
(4)  a'ßi  —  Va^O. 

Diese  Gleichung  drückt  die  Bedingung  fCLr  eine  abwickele 
bare  Flache  aus.  Der  Weg,  auf  welchem  sie  abgeleitet  ist, 
ist  derselbe ;  den  wir  bei  der  Bestimmung  der  Erümmungs- 
kurven  einschlugen.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erftOlt,  so  er- 
zeugt die  bewegliche  Gerade,  welche  durch  die  Gleichungen  (1) 
dargestellt  ist^  eine  gekrümmte  Fläche. 

844.  Der  Abstand  Bweier  benaohbarter  Brieugenden. 
Bezeichnen  wir  den  Parameter^  yon  welchem  a,  by  a^  ß  ab- 
hängen, mit  6,  und  betrachten  wir  die  beiden  Erzeugenden, 
welche  den  Werten  6  und  6  -h  ^^  ^^^  Parameters  entsprechen. 
Die  Gleichungen  dieser  Erzeugenden  sind 

X  =  ae  -{-  Uy    a?  =  (a  +  Aa)  e  -{-  (a  -{-  Aa), 

Ist  D  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Geraden  und  i  der 
Winkel,  den  sie  miteinander  bilden,  so  hat  man  nach  be- 
kannten Formeln: 


(o) 


D 


AaAf}  — A&Aa 


±  yAa«  +  A5«  +  (aAft  — 6Ao)«' 


smi=  r  I  I  V  / 


ya*  +  b*  +  1  yjä+  Aa)«  +  (5  +  A  6)»  + 1' 


also 

D  .sin» 


^  „  +  !^|/a«  -f  &«  +  1  >/(a  +  Aa)*  +  (6-f  A6)«+  1 


Aa  A^_  A6  A« 

Ä6  AB        AB  AB 
X 


Lälst  man  A6  nach  null  konvergieren  und  geht  zu  den 
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Orenzen  über,  so  wird  dieser  Ansdrack,  wenn  man  die  Ab- 
leitungen nach  6  dnrch  Accente  bezeichnet: 


(6)     lime-±lim?^(a«  +  6«  +  l)^:p^^^l^^.. 

Ist  die  Bedingung  (4)  nicht  erfüllt,  so  hat  die  rechte  Seite 
dieser  Gleichung  einen  endlichen  von  null  verschiedenen  Wert, 
und  hieraus  schliefst  man  den 

Lehrsate  L  Bei  einer  nicht  abwickelbaren  Linienfläche 
wird  die  Mrseste  Entfernung  zweier  benachbarter  Erzeugenden 
mit  dem  Winkel^  wdehen  dieselben  mit  einander  bilden,  in  der 
ersten  Ordnung  null,  wenn  d  fl —  b'd  nicht  null  ist 

845.  Die  Oylinderfläohen.  Den  einfachsten  Fall  abwickel- 
barer Flachen  bilden  die  Cylinder.  Die  bewegliche  Ebene, 
deren  Einhüllende  die  Fläche  ist,  und  die  umgekehrt  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  bildet,  ist  hier  einer  festen  gegebenen 
Geraden  parallel.  Hieraus  läfst  sich  unmittelbar  die  partielle 
Differentialgleichung  der  Fläche  bilden.     Denn  sind 

die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  parallel  zu  den  Erzeu- 
genden durch  den  Anfangspunkt  des  geradlinigen  Koordinaten- 
systemes  gelegt  ist,  und 

g  ^  £f  =  j>  (g  _  ic)  +  g  (ij  —  y) 

die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Fläche  im  Punkte 
x,y,  e,  so  wird  die  Bedingung  dafQr,  dafs  diese  Ebene  der 
Geraden  parallel  ist: 

(1)  aj?  +  ^2  *■  1- 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung,  welche  alle 
cylindrischen  Flächen  mit  der  vorgeschriebenen  Richtung  der 
Erzeugenden  erfüllen  müssen. 

Man  kann  diese  auch  ableiten  aus  der  Koordinateur 
gleichung,  welche  fCLr  die  cylindrischen  Flächen  besteht. 
Wenn  die  Gleichungen 

(2)  a;  —  aj?  +  a,    y  =  &j8f  +  /3 

eine  Erzeugende  der  Fläche  darstellen,  so  hängen  a  und  ß 
von  einem  variabelen  Parameter  ab,  und  sind  also  mit  ein- 
ander durch  eine  Gleichung 
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(3)  «(«,/J)=-0 

verbunden,  in  welcher  0  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet. 
Eine  solche  willkürliche  Punktion  von  zwei  Variabelen  (a,  |S) 
wird  uns  später  noch  öfter  begegnen.  Hier  wie  dort  wählen 
wir  die  Funktion  nicht  ganz  willkürlich  ^  vielmehr  einmal  so, 
dafs  sie  in  der  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  der  For- 
derung 83   genügt,    sodann   so,   dafs  ebenfalls  in  jener  Um- 

gebung  ö—  und  ^  nicht  gleichzeitig  null  sind.  Die  Elimi- 
nation von  a  und  ß  zwischen  den  Gleichungen  (2)  und  (3) 
liefert 

(4)  0{x  —  a0y  y  —  be)  ■=  0, 

und  dies  ist  die  allgemeine  Funktionalgleichung  der  Cylinder- 
flächen.  Um  die  partielle  Differentialgleichung  zu  erhalten, 
mufs  man  die  Funktion  <D  nach  der  Methode  der  Nr.  88 
eliminieren.  Differentiiert  man  die  Gleichung  (3)  oder  (4) 
partiell  nach  x  sowohl  wie  nach  y,  so  folgt 

||(l-ai>)-||6i>  =  0, 

xmd  die  Elimination  des  Verhältnisses  ^— :  -^rx^  führt  auf  die 
partielle  Differentialgleichung  (1). 

In  der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden,  wie  man 
von  der  partiellen  Differentialgleichung  umgekehrt  zu  der 
Funktionalgleichung,  welche  nur  die  Koordinaten  enthält,  zu- 
rückkommt 

Da  die  cylindrischen  Flächen  abwickelbar  sind,  so  bilden 
ihre  Erzeugenden  ein  erstes  System  von  Erümmungskurven 
(Nr.  325);  das  zweite  System  wird  von  den  zu  den  Erzeugenden 
senkrechten  Schnitten  geliefert. 

846.  Die  Kegelfl&ohen.  Die  Eegelflächen  gehören  auch 
zu  den  abwickelbaren;  die  bewegliche  Ebene,  welche  von  der 
Fläche  eingehüllt  wird,  geht  durch  einen  festen  Punkt;  sie  ist 
scugleich  die  Tangentenebene  der  Fläche.  Bezeichnet  man  also 
mit  Xq,  yo,  g^  die  geradlinigen  Koordinaten  des  festen  Scheitel- 
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pnnktes,  mit  x,  y,  0  die  Koordinaten  der  Flächenponkte,  so 
mofs  jede  Tangentenebene  die  Gleichung  erfüllen: 

(1)  g''gQ'^p{x  —  XQ)  +  q(tf-  y^). 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  der  Eegel- 
flächen.  Sie  kann  auch  aus  der  allgemeinen  Funktionalglei- 
chnng  der  Flachen  abgeleitet  werden.     Sind 

(2)  x  —  XQ=a(z  —  sfQ),    y  — yo  =  *(^  — ^0) 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden^  so  hängen  die  Grofsen  a 
und  h  von  einem  Parameter  ab,  d.  h.  sie  sind  unter  einander 
durch  eine  Gleichung 

(3)  «  (a,  6)  =  0 

yerbonden,  wobei  9  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet  Die 
Elimination  von  a  und  b  ergiebt  die  Gleichung,  welche  zwischen 
den  Koordinaten  x^y^»  einer  Kegelfläche  besteht^  nämlich: 

Differentiiert  man  die  Gleichungen  (3)  oder  (4)  partiell 
nach  x  und  nach  y^  so  folgt: 

ä^  [(^  —  ^0) — p  (^  —  ^0)]  —  av  -p  ^y  —  yo)  =  0, 

Die  Elimination  des  Verhältnisses  -k-  :  -^-r  führt  auf  die 

oa     00 

partielle  Differentialgleichung  (1),  und  umgekehrt  läfst  sich 
aus  dieser  die  Fnnktionalgleichung  ableiten,  wie  in  der  Inte- 
gralrechnung gezeigt  werden  wird. 

Die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  bilden  ein  System  von 
Krümmungskurven  (Nr.  325);  das  andere  erhält  man,  wenn 
man  die  Fläche  mit  allen  Kugeln  durchschneidet,  deren  Mittel- 
punkt der  Scheitel  des  Kegels  ist. 

847.  Die  Konoidfläohen.  Die  Konoid  flächen^  welche  zur 
nicht  abwickelbaren  Art  von  Linienflächen  gehören,  werden 
Yon  einer  beweglichen  Geraden  erzeugt,  welche  stets  eine 
feste  Gerade  schneidet  und  dabei  parallel  zu  einer  festen 
Ebene  bleibt.  Die  feste  Gerade  heilst  die  Direktrix  oder 
Leitgerade,  die  feste  Ebene  die  Leitebene.    Das  hyperbolische 
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Paraboloid  ist  ein  Konoid.  Sind  in  Bezug  auf  drei  beliebige 
Axen 

die  Gleichnngeo  der  Leitgeraden,  und 

Äx  +  By+C0~O 

die  Gleichung  der  Leitebene,  femer 

(1)  x*^  a0  +  a,    y  ^=^10  +  ß 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden^  so  müssen,  damit  diese  die 
Leitgerade  tre£Fen  und  der  Leitebene  parallel  sind,  die  Glei- 
chungen erfüllt  sein: 

'  a  —  m        6  —  n 

(2)  «  — f*  "^  ß  —  v' 

l  Aa  +  Bb  +  C  =  0. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  zwei  der  Gröisen  a^b^a,  ß 
als  Funktionen  der  beiden  anderen,  und  diese  beiden  sind 
durch  eine  willkürliche  Funktion  mit  einander  verbunden. 
Um  die  partielle  Di£Ferentialgleichung  der  Fläche  zu  bilden, 
hat  man  die  Bedingungen  aufzustellen,  dafs  die  Tangenten- 
ebene in  einem  beliebigen  Punkt  x,  y,  g  der  Fläche,  deren 
Gleichung 

g  _  ^  =|,  (g  _  a;)  +  g  (l,  —  y) 

ist,   die   Erzeugende   enthält,   oder   parallel   ist  zur  Geraden 
gsBaS;i7"=»&S;  auf  diese  Weise  erhält  man 

(3)  ap  +  &2  =  1. 

Eliminiert  man  nun  die  vier  Grolsen  a,  2),  a,  /)  zwischen 
den  fünf  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3),  so  erhält  man  die  par- 
tielle Differentialgleichung,  nämlich: 

W  mp  +  ~nq  —  l  "^  Äm  +  Bn+C 

Diese  Gleichung  vereinfacht  sich,  wenn  man  die  Leii- 
gerade  zur  jer-Axe  und  die  Leitebene  zur  rcy-Ebene  wählt; 
alsdann  hat  man 

und  die  Gleichung  (4)  reduziert  sich  auf 
(5)  P^  +  QV  —  0. 
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In  diesem  Falle  sind  die  Gleichungen  der  Erzengenden, 
welche  .die  jer-Axe  treffen,  und  der  a;y- Ebene  parallel  sind: 

(6)  jer  —  Ä,    y  -=  gx. 

Die  Groften  h  und  g  sind  durch  eine  willkürliche  Glei- 
chung mit  einander  verbunden,  und  setzt  man 

(7)  Ä  =  9(i,), 

so  ergiebt  die  Elimination  der  6r5£sen  h  and  g  atis  den  drei 
Gleichongen  (6)  und  (7)  als  Gleichung  einer  beliebigen  Eo- 
noidflache  mit  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 

(8)  '-^{i)' 

Diese  besagt,  dafs  z  eine  willkarliche  homogene  Funk- 
tion nuUter  Ordnung  von  x  und  y  ist.  um  die  Funktion  fp  zu 
eliminieren,  kann  man  also  das  Theorem  über  homogene 
Funktionen  anwenden,  wodurch  man  wieder  auf  die  Gleichung 
(5)  geführt  wird. 

848.  Die  Botationsfläohen.  Bei  jeder  Rotationsfläche 
schneidet  die  Normale  jedes  Flächenpunktes  die  Axe*  Aus 
dieser  Eigenschaft  kann  man  unmittelbar  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung dieser  Flächen  ableiten;  denn  sind  in  Bezug 
auf  drei  rechtwinklige  Axen 

(S-^)+l>(g-^)  =  0    und    {ri-^y)  +  q{i  —  B)~Q 

die  Gleichungen  der  Normale  im  Punkte  x,  y,  By  und 

6  — wg  +  fft,    iy  =  ng-fi/ 

die  Gleichungen  der  Aze  der  Fläche,  so  erhält  man,  indem 
man  ^,  17,  (  aus  diesen  vier  Gleichungen  eliminiert: 

(1)    («  +  n)  (rr  +  jpjer  —  (i)  —  (|>  +  w)  (y  +  g^  —  v)  =  0, 

und  dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  ableiten  aus  der  Funk- 
tionalgleichung, welche  die  Koordinaten  der  Flächenpunkte 
erfüllen  müssen.  Die  Rotationsfläche  wird  nämlich  erzeugt 
durch  einen  Kreis  yon  beweglichem  Radius,  dessen  Mittel- 
punkt auf  der  Axe  liegt,  und  dessen  Ebene  senkrecht  zur 
Axe  ist.  Zur  Darstellung  dieses  Kreises  dienen  die  beiden 
Gleichungen: 
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(2)  (^-;*)*  +  (y-»')*  +  ^  =  «, 

mx  +  fiy  -f-  i?  a=  r. 

Die  erste  repräsentiert  eine  Kugel  mit  yariabelem  Radias, 
deren  Mittelpunkt  der  Fufspunkt  der  Axe  auf  der  ary-Ebene 
ist,  die  zweite  eine  bewegliche  Ebene  senkrecht  zur  Axe.  Die 
Groüsen  u  und  v  sind  durch  eine  willkürliche  Gleichung 

(3)  *(w,  f;)  =  0 

mit  einander  verbunden,  welche  die  Gleichung  der  Rotations- 
fläche wird,  wenn  man  u  und  t;  durch  ihre  Werte  aus  den 
Gleichungen  (2)  ersetzt.  Differentiiert  man  diese  nach  x  so- 
wohl wie  nach  y,  so  folgt: 

2  a*  K^  -  /»)  +1»*]  +  fj  (»•+l')-0, 
2  U  [(y  -  V)  +  ff «]  +  If  (n  +  ff)  =  0. 

Die  Elimination  von  -^- :  -o—  aus  diesen  beiden  Gleichungen 

ergiebt  die  oben  gebildete  partielle  Differentialgleichung. 

Wählt  man  die  Axe  der  Rotationsfläche  zur  jer-Axe,  so 
wird  w  =  0,  ft  ==  0,  »  «=  0,  v  =  0;  die  partielle  Diflerential- 
gleichung  reduziert  sich  auf 

(4)  qx—py^O, 

und  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  ergeben  als  Funktional- 
gleichung : 

(5)  * (x^  +  y*;  ^)  =  0     oder    g  =  (p{x^  -\-  y*), 

wobei  q)  eine  willkürliche  Funktion  ist. 

849.    Die  Enumnimgskarven  der  BotatioDsfl&olien.    Auf 

den  Rotationsflächen  bilden  die  Meridiankurven  und  Parallel- 
kreise die  beiden  Systeme  von  Erümmungskurven.  Denn  die 
Normalen  der  Fläche,  welche  in  den  Punkten  einer  Meridian- 
kurve konstruiert  werden^  liegen  in  der  Meridianebene,  und 
die  Normalen  in  den  Punkten  eines  Parallelkreises  bilden  einen 
Rotationskegel.  Man  kann  dies  auch  vermittelst  der  allge- 
meinen Gleichung  der  Erümmungskurven 


a?'  +  p^       y'  +  qf^ 
bestätigen.     Denn  nach  der  Gleichung  (5)  wird 
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demnach: 

p  -  2fp'(3?  +  y*)  Ä'  +  ^xtp"{3?  +  y*)  2{xx  +  yy'), 
i  =  29>'(^»  +  »*)?'+  2y9"(x»  +  y«)  2(a;a;'  +  yy'). 
Die  Accente  bedeaten  Ableitungen  nach  dem  Parameter, 
welcher  als  unabhängige  Variabele  in  den  Gleichungen  der 
Erümmungskurven  auftritt;  bei  der  Funktion  9  bedeuten 
freilich  die  Accente  Differentiationen  nach  dem  Argumente 
0?  +  y*  der  Funktion  9. 

Aus  der  Gleichung  (5)  folgt  aber  auch 

/-9,'(x''  +  y»)2(xx'+yy), 
pnd  sonach  ist: 


**  tt 


Setzt  man  diese  Werte  von  p,qyp',gf  in  die  Gleichung 


x"  +  pz"       y' +  qe 
ein,  80  erhält  man: 

Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

/-O,    ©-0. 

Für    das    eine   System   der   Erümmungskurven   ist   also 

z  «»  konst,  für  das  andere  ^  «»  konst,  womit  der  ausgesprochene 

Satz  bewiesen  ist. 

850.  ^Siine  allgemeine  Betraohtong.  Wenn  die  Gleichung 
einer  Flächenfamilie,  welche  von  den  geradlinigen  Eoordi- 
naten  x^  y,  $  und  einem  yariabelen  Parameter  a  abhängt,  eine 
willkürliche  Funktion  dieses  Parameters  enthält,  also  von  der 
Form  ist 

80  kann  man  aus  den  Gleichungen,   welche  die  Einhüllende 
dieser  Flächen  enthält, 

die  willkürliche  Funktion  tp  eliminieren.    Man  erhält  auf  diese 
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Weise  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
welche  allen  Einhüllenden  angehört,  die  sich  nur  durch  die 
Beschaffenheit  der  Funktion  g>  unterscheiden.  Wir  wollen  hier 
diese  Rechnung  nicht  wiederholen,  die  in  Nr.  91  ausreichend 
entwickelt  ist  Hinsichtlich  der  Fälle  aber,  bei  denen  die 
gegebene  Gleichung  mehrere  willkürliche  Funktionen  des  Para- 
meters a  enthält,  müssen  wir  uns  auf  die  abwickelbaren 
(developpabelen)  Flächen  beschranken. 

351.  Eine  Schar  partieller  Differentialgleiohtuigen  erster 
Ordnung  für  die  abwickelbaren  Fläohen.  Wir  betrachten 
eine  bewegliche  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung 

(1)  0  =  aa:  +  yg>{a)  +  ^(a) 

dargestellt  ist,  wobei  a  einen  yariabelen  Parameter,  <p(a)  und 
^(a)  zwei  willkürliche  Funktionen  desselben  bezeichnen.  Die 
Ableitung  der  Gleichung  nach  a  ist 

(2)  0  =  a:  +  y9)'(a) +  *'(«), 

und  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  repräsentiert  alle 
abwickelbaren  Flächen. 

Der  Wert  des  totalen  Differentiales  da  wird  erhalten, 
indem  man  die  Gleichung  (1)  differentüert  unter  der  Annahme, 
dafs  a,  infolge  der  Gleichung  (2),  eine  Funktion  der  Yaria- 
belen X  und  y  ist.  Da  aber  infolge  dieser  Gleichung  der 
Koeffizient  von  da  verschwindet,  so  ist 

(3)  dz  =  adx  +  g>  (a)  dy, 

wie  wenn  a  konstant  wäre.     Hieraus  folgt,  dafs 

(4)  P«=a,    2  =  9(«)> 

und  nun  lassen  sich  leicht  zwei  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  bilden,  die  allen  abwickelbaren  Flächen  an- 
gehören und  nur  eine  einzige  willkürliche  Funktion  ent- 
halten. Denn  die  letzten  Gleichungen  ergeben  durch  Elimina- 
tion Yon  a: 

(5)  2  =  9  (l>)- 

Trägt  man  die  Werte  für  a  und  ip{a)  aus  den  Glei- 
chungen (4)  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man 

(6)  ^—p^  +  qy  +  *(p). 

Jede  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  enthält  nur  eine  will- 
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kürliche  Funktion;  und  dies  sind  die  beiden  Gleichungen^ 
welche  wir  bilden  wollten.  Noch  allgemeiner  ist  die  Glei* 
chnng 

(7)  ^^p^  +  qy  +  t(jPy  ff), 

wo  ^  eine  willkürliche  Funktion  yon  p  und  q  bezeichnet.  In 
der  Integralrechnung  wird  gezeigt  werden^  dafs  auch  umge- 
kehrt die  Gleichung  (5)  nur  auf  abwickelbare  Flächen  führte 
und  dals  dasselbe  mit  einer  gewissen  Einschränkung  auch  für 
die  Gleichungen  (6)  und  (7)  gilt. 

85a.  Die  partielle  Differentialgleiohimg  Bweiter  Ordaimg 

rt  —  5*  «-  0.  Um  die  willkürliche  Funktion,  welche  in  jeder 
der  drei  letzten  Gleichungen  nachgeblieben  ist,  zu  eliminieren, 
muüs  man  die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  ein- 
fahren. Betrachtet  man  zuerst  die  Gleichung  (5)  und  diffe- 
rentiiert  sie  total,  so  folgt: 

dq  ■=  g>'(p)  dp  oder  sdx  +  tdy  =  {rdx  +  sdy)  q>{jp). 

Hieraus  gewinnt  man  die  beiden  Gleichungen 

s^r(p(jp)    und     t'^sg/(p), 
also 
(8)  rt  —  s^  —  0. 

Dies  ist  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung, welche  von  allen  abwickelbaren  Flächen  erfüllt  wird. 
Sie  sagt  aus  (Nr.  318),  dafs  in  jedem  Punkte  der  Fläche  einer 
der  Hauptkrümmungsradien  unendlich  ist. 

Untersucht  man  ebenso  die  Gleichung  (7),  welche  die 
Gleichung  (6)  umfalst,  indem  man  sie  total  differentiiert,  so 
folgt  die  Gleichung 

de  =  (pdx  +  qdy)  +  [x  +  ||)  dp  +  (y  +  ||)  dq, 

die  sich,  da  dz  ^=^pdx  •{-  q  dy,  auf 

reduziert.  Setzt  man  hier  für  dp  und  dq  ihre  Werte  rdx-^-s  dy^ 
und  sdx  +  tdy  ein,  so  folgt: 

(«+i:-)«+(y+i:-)<-o. 
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Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  die  Differentialglei- 
chang  (8);  dabei  ist  indessen  noch  zu  beachten,  dafs  diese 
Gleichungen  auch  erfüllt  sind,  indem  man 

setzt.  Eliminiert  mau  nun  p  und  q  aus  den  Gleichungen  (7) 
und  (9),  so  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  ßj  welche 
im  Allgemeinen  keine  abwickelbare  Fläche  darstellt  und  doch 
der  Gleichung  (7)  genügt.  Doch  wollen  wir  hier  auf  diesen 
Gegenstand  nicht  näher  eingehen,  welcher  der  Integralrechnung 
angehört. 

353.  Neue  Ableitung  des  Satzes,  dafs  die  Erseugenden. 
einer  abwickelbaren  Fläobe  Exümmungskurven  dieser  Fl&olie 
sind.  Trägt  man  die  Werte  von  p,  9,  dpy  dq  aus  den  Glei- 
chungen (4)  und  den  Wert  von  da  aus  der  Gleichung  (3)  in 
die  Gleichung  der  Erümmungskurveu 


X  +pz         y  +  qz' 
ein,  so  erhält  man: 

(10)  a'[ { l+9)«(a)-«9,(a)9'(a) )  y'+  [ «9>(«) - (l+«*)9'(«) } *'] -0. 
Diese  Gleichung  zerlegt  sich  in  die  beiden: 

(11)  a  =  0     1^  ^    (^  +  ^*^  9>'(a)  —  «vC«) 


dx         1  +  qp''  (a)  —  a  9  (a)  9'(«) 

Die  erste  Gleichung  (11)  ergiebt  a  «=  Eonst.;  sie  bestimmt 
die  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  das  eine  System  yon 
Erümmungskurveu  auf  der  Fläche  bilden,  wie  schon  früher 
(Nr.  325)  bemerkt  wurde.  Die  zweite  liefert  zusammen  mit 
der  Gleichung  (2)  die  Differentialgleichung  für  das  andere 
System. 

854.  Die  Kanalfläcben.  Unter  einer  Eanalfläche  versteht 
man  die  Einhüllende  einer  Eugel  von  gegebenem  Radius,  deren 
Mittelpunkt  eine  willkürliche  ebene  Eurve  beschreibt.  Be- 
zeichnet man  mit  a  den  Radius  der  Eugel,  mit  a  einen  va- 
riabelen  Parameter,  mit  (p(a)  eine  willkürliche  Funktion 
von  a,  so  folgt  die  Gleichung  der  Flächen  aus  der  Elimination 
von  a  zwischen  den  beiden  Gleichungen 


(1) 
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(^-«)«+[y-<3P(«)?  +  ^'  =  aS 

(a;  —  «)  +  [y  —  9>(«)]9'(«)  —  0- 

Wir  haben  bereits  in  Nr.  92  die  partielle  Di£Ferential- 
gleichnng  erster  Ordnung  gebildet,  welche  zu  diesen  Flächen 
gehört;  wir  sahen,  dafs  die  erste  der  Gleichungen  (1)  ergiebt: 

(2)  (x  —  a)+pg^O,     [y  -  ?)(«)] +  «^-0, 

und  dafs  man  durch  Elimination  von  g>(a)  und  a  die  Glei- 
chung erhält: 


a 


(3)  «— -= 

Wir  wollen  nun  noch  die  Erümmungskurren  der  Fläche 
bestimmen.    Ans  der  Differentiation  der  Gleichungen  (2)  folgt: 

(4)  x'+pe'  +  ep'^a',    y' +  qe' +  eq' -- g>' («W ; 

setzt  man  andererseits  die  Werte  von  x  —  a  und  y  —  q>(a) 
aus  (2)  in  die  zweite  Gleichung  (1)  ein,  so  erhält  man: 

i>  +  iV>'{^)  =  0     oder    (p\cc)  •=  —  -^ . 
Hieraus  und  aus  (4)  gewinnt  man: 

1    I       ^iL «' 

'    X  +pz         X  +pz 


1  + 


zq  p         a 


Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  aber  für  die 
Erümmungskuryen  einander  gleich,  und  mithin  ist  die  Glei- 
chung dieser  Kurven: 


oder 

dies  ergiebt: 

d.h. 


x'  +  pe'   »   y'  +  qe' 

a'ssQ     oder     jef'=aO, 
u  =  Eonst.     oder    g  »>  Eonst. 


Also  sind  die  Ejrümmungskurven  des  einen  Systemes  die 
Charakteristiken  der  Enveloppe,  welche  hier  von  grofsten 
Kreisen  der  beweglichen  Engel  gebildet  werden.  Diese  Kurven 
sind   zugleich   anch   die  Linien   des   grofsten  Falles    auf  der 

Berret,  Diff.-  nnd  Tnt«grAl  Bechnung.    I.    2.  Anfl.  31 
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Fläche^   wenn  man  die  xy-Ebene   als   horizontal   betrachtet, 
denn  die  Kurven  der  andern  Krümmung  sind  die  Niveaulinien. 

365.  Die  Linienfläohen.  Zum  Schlüsse  dieses  Kapitels 
betrachten  wir  den  allgemeinen  Fall  der  Linienflächen.  Die 
Gleichungen  der  Erzeugenden  enthalten  drei  willkürliche  Funk- 
tionen und  die  Elimination  von  diesen  erfordert  die  Einführung 
der  partiellen  Ableitungen  dritter  Ordnung.  Wir  bezeichnen 
wie  früher: 

dz  ^=> pdx  +  q dy,    dp  =  r da?  +  s dy,    dq  =  &•  drr  +  tdy, 

und  setzen  weiter: 

dr  ^udx  +  vdy,    ds  «»  vdx  +  wdy,    dt  -«  wdx  +  &dy. 

Femer  seien 

(1)  a?  — «  aj?  +  a,    y  —  6if  +  /J 

die  Gleichungen  der  Erzeugenden  der  Fläche. 

Di£Ferentiiert  man  diese  nach  x  und  y,  und  bezeichnet 
man  mit  a',  h\  a\  ß'  die  Ableitungen  von  a,  h^  a^ß  in  Bezug 
auf  den  Parameter  9^  von  welchem  diese  Gleichungen  abhängen^ 
so  wird 


(2) 


(3) 


1— 01> +  (<»'«  +  «')  ^a:' 
Q  =  aq-\-  (a'e  +  a')  .-J  i 


1  -  6«  +  (p'i + n 


£6 

dy 


Hieraus  folgt: 

also: 

ae  ,ae  _  ap  — 1  _    bp 

dx  '  dy            aq            bq—1 

w 

ap  +  bq=l, 

(5) 

dx    '      dy 

Die  Ableitungen  a',  V^  a\  ß'  treten  in  diesen  Gleichungen 
nicht  auf. 

Differentiiert  man  nun  die  Gleichung  (4)  nach  x^  femer 
auch  nach  y,  so  erhält  man: 
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{ar  +  hs)  +  {a'p  +  h'q)--  =  0, 

Addiert  man  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem  man  sie 
zuvor  mit  a  und  h  multipliziert  hat,  so  folgt  auf  Grund  der 
Gleichung  (5) 

(6)  a^r  +  2ahs  +  hH  =  0. 

Differentiiert  man  dann  diese  Gleichung  nach  x  und  nach  y, 
so  erhält  man: 

(a*w  +  2ahv  +  Vw)  +  -^^ —     d^  di^^y 

{a^v  +  2aft  w;  +  6«o)  +  -^ ^^        —  '  ä^  ""  ^• 

Addiert  man  endlich  diese  beiden  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  mit  a  und  h  multipliziert  hat,  so  wird 

(7)  a»tt  +  3a«  6t;  +  ZaVw  +  6»ö  =  0. 

Die  Gleichungen  (6)  und  (7)  enthalten  nur  die  beiden  Funk- 
tionen a  und  hy  sie  sind  überdies  homogen  und  reichen  also 
zur  Elimination  derselben  ans.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

(8)  tA^-±±^ZIl, 

so  folgt  aus  der  Gleichung  (6)  6  =  aM,  und  substituiert  man 
diesen  Wert  in  die  Gleichung  (7),  so  erhält  man 

(9)  u  +  3t;M  +  3w;M*  +  öM»  —  0 

als   partielle    Differentialgleichung    dritter   Ordnung    für    alle 
Linienflächen. 


31 


Elftes  Kapitel. 

Über  Funktionen  einer  komplexen  Variabelen. 


§  1.  Komplexe  Zahlen. 

856.  Definition  der  komplexen  Zahl.  Wir  knüpfen  an 
die  Betrachtangen  an,  welche  wir  in  den  ersten  Paragraphen 
des  ersten  Kapitels  angestellt  haben.  Ist  f{e)  eiae  ganze 
rationale  Funktion  von  0j  so  stellt  die  algebraische  Gleichung 

(1)  /•(.)  -  0 

die  Forderung  eine  Zahl  b  zu  finden,  welche  dieser  Gleichung 
genügt.  Dieses  Verlangen  ist  aber  nicht  immer  erfüllbar  im 
Bereiche  der  Zahlen,  die  wir  bisher  allein  betrachtet  haben 
und  die  wir  bereits  in  Nr.  3  als  redk  Zahlen  bezeichnet  haben. 
Man  weild  aber,  dafs  die  algebraische  Gleichung  (1)  immer 
Wurzeln  der  Form 
(2)  z^a  +  bi 

besitzt,  wo  a  und  h  gewohnliche  reelle  Zahlen  sind  und  i  — 
wie  immer  im  Folgenden  —  die  imagiuäre  Einheit  bedeutet, 
d.  h.  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  aus  —  1 : 

(9)  i = + y  ~i . 

Eine  Zahl  der  Form  (2)  heilst  eine  komplexe  ZaM.  Die 
Gesamtheit  aller  komplexen  Zahlen  entsteht,  wenn  wir  in  (2) 
a  und  h  alle  möglichen  reellen  Zahlwerte  annehmen  lassen. 
Sie  begreift  in  sich  die  reellen  Zahlen  selbst;  diese  entstehen, 
wenn  6  a«  0  ist,  und  die  sogenannten  rein  imaginären  Zahlen; 
diese  entstehen,  wenn  a  =>  0  ist,  und  sind  also  definiert  als 
das  Produkt  einer  reellen  Zahl  und  der  imaginären  Einheit. 
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Nachzutragen  ist  noch,  daCs  die  in  den  ersten  Nummern 
erwähnten  Rechnungsgesetze  sich  unyerandert  auf  die  Grolsen 
der  Form  a-\-bi  übertragen,  eben  deshalb  nennt  man  auch  sie 
Zahlen.  Im  Besonderen  sei  der  Satz  erwähnt,  der  unmittelbar 
aus  der  Definition  Yon  i  folgt: 

Sat0.     Sind  a  und  h  reelle  Zahlen,  so  Tcann  die  Gleichung 

a  +  6i  —  0 

nur  dadurch  erfüllt  werden,  dafs  man 

a  =  0    und    6  «=  0 
set0t. 

Hieraus   geht   hervor,   dals   die   reellen   und   imaginären 

Zahlen  nur  eine  Zahl,  die  Null,  gemein  haben. 

857.  Gteometriaohe  Deutung  der  komplexen  ZahL  Erteilen 
wir  in  der  Gleichung 

(1)  0^x  +  yi 

den  Variabelen  x  und  y  alle  möglichen  reellen  Werte,  so  erhält  e 
alle  möglichen  komplexen  Werte  und  heifst  daher  die  komplexe 
Variabele  g.  Deuten  wir  x  und 
y  als  rechtwinklige  Koordinaten 
der  Punkte  einer  Ebene,  so  ent- 
spricht jeder  komplexen  Zabl  e 
ein  und  nur  ein  Funkt  dieser 
Ebene,  der  ebenfalls  durch  0  be- 
zeichnet werden  möge,  und  um- 
gekehrt entspricht  jedem  Punkte  

ß  der  Ebene  eine  und  nur  eine 
komplexe  Zahl  g,  InEofein  die 
Punkte  einer  Ebene  dieser  Deu- 
tung unterworfen  werden,  heifst 
die  Ebene  die  Ebene  der  kom- 
plexen Variabelen  0. 

Ersetzen  wir  y  durch  —  y,  so  wird  aus  0  eine  neue 
komplexe  Zahl: 

(2)  0:^x  —  yi, 

welche  die  zu  ß  konjugierte  Zahl  heilst.  Ihr  Bildpunkt  0  in 
der  Ebene  der  komplexen  Variabelen  0  ist  das  Spiegelbild 
des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  reelle  Axe. 


•r 
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Führen  wir   in  der  Ebene  der  komplexen  Variabelen  z 
Polarkoordinaten  ein^  so  wird: 

(3)  a;  =  pcoBCD,    y«=psincD; 
und  also: 

(4)  je?  =  p  •  (cos  Ol  +  i  sin  ©). 


Q  ist  die  positiv  genommene  Quadratwurzel  Yx^  -f-  y*  und  be- 
deutet geometrisch  die  Entfernung  des  Punktes  0  vom  Eoordi- 
natenanfange  0;  man  nennt  diese  Zahl  den  absoluten  Betrag 
(früher  auch  Modul)  der  komplexen  Zahl  0  und  bezeichnet  ihn 
wie  bei  den  reellen  Zahlen.     Man  schreibt  also: 

\e\  —  +  V^^TV*' 

Ist  z  reell,  also  y  «»  0,  so  wird 

1^1  =  +  V^*  "1^1? 

also  dasselbe,  was  wir  in  Nn  4  als  absoluten  Betrag  der  reellen 
Zahl  X  kennen  gelernt  haben.  Der  Winkel  m,  gemessen  zwischen 
0  und  2ny  heilst  das  Argument  der  komplexen  Zahl  0. 

Stellt  man  eine  komplexe  Zahl  in  der  Form  (1)  dar,  so 
sieht  man: 

Zwei  komplexe  Zahlen  sind  dann  und  nur  dann  einander 
gleiehy  wenn  der  reale  Teü  der  einen  gleich  ist  dem  redien  TeHe 
der  anderen  Zahlf  und  wenn  auch  der  imaginäre  Teü  der  einen 
gleich  ist  dem  imaginären  Teile  der  anderen  Zahl. 

Stellt  man  dagegen  eine  komplexe  Zahl  in  der  Form  (4) 
dar,  so  erkennt  man: 

Zwei  komplexe  Zahlen  sind  dann  tmd  nur  dann  einander 
gleich,  wenn  der  absolute  Betrag  der  einen  Zahl  gleich  dem  der 
anderen  ist,  und  wenn  auch  das  Argument  der  einen  Zahl  gkiA 
dem  der  anderen  ist. 

Geometrisch  entsprechen  zwei  gleichen  komplexen  Zahlen 
zwei  zusammenfallende  Punkte  und  umgekehrt. 

868.  (Jeometrisohe  Deutung  der  Addition  und  Sub- 
traktion. Addition  und  Subtraktion  komplexer  Zahlen  lassen 
sich  geometrisch  einfach  genug  deuten. 

Gesetzt,  man  habe  (Fig.  74)  die  Punkte  Ci  und  c,  markiert, 
welche  zwei  gegebenen  komplexen  Zahlen  o^  und  c^  entsprechen. 


^2.. 
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Wie  findet  man  durch  geometrische  Konstruktion  den  Punkt 
^  ~i~  ^>  welcher  der  Summe  der  beiden  Zahlen  c^  und  c,  ent- 
spricht? 

Wir  verbinden  einen  der  Punkte  e^  tmd  c^,  etwa  c^,  fnü  dem 
Koordinatenanfange  0  durch  die  Strecke  Oc^,  Ziehen  wir  nun 
durch  den  anderen  Punkt  c^  eine  Strecke  gleich  und  gleichgerichtet 
mit  Ocf,  so  ist  der  Endpunkt  c^  dieser  Strecke  der  gesuchte 
Punkt  Ci  +  Cj. 

Zum  Beweise  setzen  wir: 

dann  sind  {a^j  h^  und  (a^;  h^  die  rechtwinkligen  Koordinaten 
der  Punkte  c^  und  o^.  Fällen  wir  nun  yon  c^y  c^  und  c^  Lote 
auf  die   a;-Axe    und    ziehen  ^    ^^ 

durch  C|  eine    Parallele   zur  y 

x-Axe,  bis  sie  das  Lot^  wel- 
ches yon  c^  auf  die  x-Axe 
gefallt    war,    schneidet ,    so 

entsteht    ein    rechtwinkliges    

Dreieck,  dessen  Hypothenuse 
C|C^  die  Länge  Oc^  hat  und 
dessen  durch  q  gehende  Ka- 
thete mit  c^c^  denselben  Win- 
kel bildet,  wie  die  Strecke 
Oa^  mit  OC).  Das  Dreieck  ist  also  kongruent  dem  recht- 
winkligen Dreieck  Oa^c^]  folglich  haben  seine  Katheten  die 
Längen  o,  und  b^,  und  mithin  sind  o^  +  a^  und  bi  -|-  b^  die 
Koordinaten  des  Punktes  Cg.  Also  ist  die  durch  ihn  repräsen- 
tierte Zahl: 

c,  =  (a,  -f  ag)  4-  (6i  +  6g)  .  f  —  c^  +  c^, 

wie  behauptet  war. 

Aus  der  Gleichung 

(1)  Cj  «-  Ci  +  Cg 

folgt  umgekehrt: 

(2)  Ci  — Cs  — c,. 

Mithin  ergiebt  sich  folgende  geometrische  Konstruktion  der 
Differenz  zweier  komplexer  Zahlen: 


"h 


■a? 
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Sind  c^  und  Cg   zwei   gegebene   Zahlen    nnd    c,   und   c, 

(Fig.  74)  die  sie  repräsentierenden  Punkte^  so  ziehe  man  Oc^ 

und  durch  c^  eine  Strecke  c^c^  gleich  c^O  und  gleichgerichtet 
mit  c^O.  Der  Endpunkt  c^  dieser  Strecke  repräsentiert  dann 
die  Zahl  Cj  —  Cj. 

In  dem  Vierecke  OciC^c^  sind  |die  Strecken  Oc^  und  c^c^ 
gleich  und  parallel;  es  ist  also  ein  Parallelogramm.  Durch 
diese  Bemerkung  gewinnen  wir  eine  einfache  analytische  Dar- 
stellung der  Entfernung  zweier  Punkte  c^  und  c^.    Es  ist 


c,Cs  =  Oci, 


und  nach  Nr.  357  wird  die  Entfernung  Oe^  eines  Punktes  c^ 
Yom  Eoordinatenanfange  0  durch  den  absoluten  Betrag  der 
komplexen  Zahl  c^  gemessen.     Es  ist  also: 


Nach  (2)  ist  aber: 

CgCg 

= 

1 

q  i . 

Also  erhalten  wir: 

Ci  = 

^s 

~"~  Cg . 

^2^8 

^   Cz 

— 

«2    5 

d.  h.: 

Die  JEntfernung   gtveier  Punkte   ist  gleich   dem   absoluten 
Beirage  der  JDifferene  der  durch  die  Funkte  repräsentierten  kom- 
plexen Zahlen. 

Die  geometrische  Konstruktion  für  die  Summe  zweier 
Zahlen  läfst  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Summanden 
ausdehnen.     Sind 

eine  Anzahl  komplexer  Zahlen  und  sind  die  sie  repräsen- 
tierenden Punkte  ebenso  bezeichnet,  so  findet  man  den  Punkt 
Oj  +  Cj  +  •  •  •  c«  durch  wiederholte  Anwendung  [der  oben  f&r 
den  Fall  n^=^2  gegebenen  Begeh 

Man  yerbinde  (Fig.  75)  c^^  Cg; . . .  c«  mit  Oy  ziehe  durch  c^  eine 

Strecke  gleich  und  gleichgerichtet  Oc^,  Ihr  Endpunkt  istq-t-c^. 
Durch  ihn  ziehe  man  eine  Strecke  gleich  und  gleichgerichtet  mit 
'Oc^y  .  .  .;   schliefslich  ziehe  man  durch  Cj  +  c^  +  •  •  •  +  c,— i 

eine  Strecke  gleich  und  gleichgerichtet  mit  Ocn.  Ihr  End- 
punkt ist  der  gesuchte  Punkt  c^  +  Cg  +  •  •  •  +  c«- 
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In  Fig.  75  ist  diese  Konstruktion  f&r   den  Fall   n  »»  4 
durchgefülirt.     Man    wird    bemerken,    dafs    die    Summe    der 

Pig.  75. 


a 


X 


^4 


S 


Längen  der  Strecken^  die  wir  bei  unserer  Konstruktion  durch- 
laufen mufsten,  um  von  0  über  c^,  c^  +  ^jj  ^i  +  ^  +  ^sj  •  •  • 
nach  q  +  ci  -| ]-  Cn  zu  gelangen,  gleich  ist 

l^ll  +  |<^l  +  KH \-\Cn\. 

Dieser  Ausdruck  stellt  also  den  Weg  dar,  der  uns  von  0 
nach  Cj  +  c^i  +  •  •  •  +  ^it  geführt  hat  Der  kürzeste  Weg 
zwischen  0  und  c^  +  ^s  +  *  *  *  +  ^»  is^  natürlich  die  Gerade 
0,  Ci  +  Cj  +  •  •  •  +  c»,  deren  Länge  durch 

I  Ci  +  c,  H h  ^  I 

gegeben  wird.     Wir  haben  also: 

I ^1  +  ^ H h ^1. 1 ^ I <^i I  +  ^2 IH 1-  k« I • 

Also  gilt  auch  für  komplexe  Zahlen  der  überaus  wichtige 

8ai0.  Der  absolute  Betrag  einer  Summe  von  einer  end- 
lichen Beihe  von  Zahlen  ist  nicht  gröfser  als  die  Summe  ihrer 
absoluten  Beträge. 

Für  reelle  Zahlen  haben  wir  den  Satz  schon  in  Nr.  4 
kennen  gelernt. 
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359.  Endlicher  Grenswert  einer  iinendliolien  Beihe  von 
Zahlen«    An  die  Spitze  dieser  Nummer  stellen  wir  die  folgende 

Definition,  Es  sei  eine  unendliche  Beihe  komplexer  Zahlen 
gegeben: 

von  folgender  Eigenschaft: 

Ist  6  eine  (beliebig  Mein)  vorgeschriebene  reeUe  positive  Zahly 
so  kann  man  immer  eine  ganee' positive  Zahl  n  finden,  so  dafs 

\Cn C\<6 

wird  für  jede  ganze  positive  Zahl  n\  die  n  übersteigt 

Ist  diese  Forderung  erfüUt,  so  sagen  wir,  die  Reihe  der  Cn 
Ao^  für  n  »B  cx)  den  Grensswert  c  und  schreiben: 

lim  Cn  =•  c. 

Wir  wollen  nun  diese  Definition  einer  kurzen  Diskussion 
unterwerfen.  Zunächst  wollen  wir  den  besonderen  Fall  be- 
trachteU;  daüs  alle  c  reell  sind.  Cn  wird  dann  eine  Funktion 
von  n,  und  in  Nr.  17  haben  wir  definiert,  was  es  heilst^  die 
Funktion  f{x)  der  reellen  Veränderlichen  x  hat  für  x  ^  oo 
den  Grenzwert  Ä.  Schreibt  man  in  der  dortigen  Definition 
Cn  ftlr  f{x),  und  c  für  ^^  so  entsteht  genau  unsere  jetzige 
Definition;  es  besteht  nur  der  Unterschied,  dafs  unsere  Varia- 
bele  n  hier  auf  ganze  positive  Zahlen  beschränkt  ist,  während 
in  Nr.  17  die  Veränderliche  x  f&r  hinreichend  grolse  x  äUe 
reellen  Werte  wachsend  durchlaufen  sollte.  Abgesehen  hiervon 
können  wir  sagen: 

Die  hier  für  komplexe  Zahlen  gegebene  Definition  eines  Grenz- 
wertes  stimmt  formal  mit  der  in  Nr,  17  für  reelle  Zahlen  ge- 
gebenen vollständig  überein. 

Jetzt  wollen  wir  mit  unserer  Definition  auch  eine  bestimmte 
Anschauung  zu  verbinden  suchen.  Inj'der  Ebene  der  komplexen 
Variabelen  z  denken  wir  uns  die  Punkte  c,  c^,  ^^  •  • .  c«;  • . . 
alle  markiert  (Fig.  76).  Ist  z  irgend  ein  Punkt  der  Ebene, 
so  ist  nach  Nr.  358  sein  Abstand  vom  Punkte  c  durch  den 

Ausdruck  ,  , 

\z  —  c\ 

gegeben.    Die  Gleichung 

'  z  —  ( 
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Fig.  76. 


liefert  uns  also  alle  Punkte,  deren  Abstand  yon  c  gleich  6  ist; 
d.  h.  sie  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  c 
und  dessen  Radius  6  ist.  Die  Un- 
gleichheit 

\z  —  c\><J 

liefert  uns  alle  Punkte  im  Äufseren, 
die  Ungleichheit 

Sf  —  c\<ö 

alle  Punkte  im  Lmeren  dieses  Kreises. 
Soll  also  die  Reihe  der  Zahlen 


•  • . 


^if  .^1  •  •  •  ^> 

den  Grenzwert  c  für  n  «»  oo  besitzen^  so  heifst  dies,  dafs,  yon 
einem  bestimmten  n  an,  alle  Punkte 

im  Inneren  eines  Kreises  liegen,  der  um  c  mit  dem  Radius  6 
beschrieben  ist.  Da  dies  gelten  soll,  wie  klein  man  auch  den 
Radius  6  des  Kreises  wählt^  so  folgt,  dafs  in  noch  so  grofser 
Nähe  von  c  immer  noch  unendlich  viele  Punkte  unserer  Zahlen- 
reihe liegen  und  die  Stelle  c  heilst  deshalb  eine  Häufungsstelle 
für  die  Punkte  der  Zahlenreihe  Cy^  c^y  ... 

Im  Anschlüsse  an  diese  Betrachtung  können  wir  sofort 
einen  wichtigen  Satz  ableiten.     Er  lautet: 

SatB.    Damit  die  komplexen  Zahlen 

(1)  Cn-^an  +  bJ 
für  n  «=■  c»  den  Grenzwert 

(2)  c^a  +  bi 

besitzen,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  reelle  Teil  a« 
von  Cn  zum  Grenzwert  den  reellen  Teil  a  von  c,  und  dafs  der 
imaginäre  Teü  bni  von  c«  zum  Grenzwert  den  imaginären  Teil  bi 
von  c  hat;  in  Zeichen:    Wenn 

(3)  lim  (an  +  bj)  —  a  -f  6i 

ist,  so  ist  auch 

(4)  lim  an^=^  a    und    lim  6^  «—  6  ; 


n«>oo 


n 


00 


und  umgekehrt,  bestehen  die  Gleichungen  (4),  so  folgt  aus  ihnen  (3). 
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1.  Wir  beweisen  zunächst^   daCs   aus  der  Gleichung  (3) 

die  beiden  Gleichungen  (4)  folgen,  nachher  das  Umgekehrte. 

Es  sei  also: 

lim  Cn  =  c; 

dann  kann  man,  wenn  ö  eine  (beliebig  klein)  yorgeschriebene 
positive  Zahl  ist,  immer  ein  n  finden,  so  dafs  alle  Punkte 

Cn  +  i,   Cn^if   .  .  . 

im  Inneren  des  Kreises  um  c  mit  dem  Radius  ö  liegen.  Wir 
beschreiben  jetzt  um  diesen  Kreis  ein  Quadrat,  dessen  Seiten- 
strecken der  X'  und  der  y-Aze  parallel  sind  (Fig.  76);  sie 
haben  die  Länge  26.  Dann  liegen  e^«+i,  Cn+ty  •  •  •  aiich  im  In- 
neren dieses  Quadrates.  Sind  nun  (»»4.1,  ^n+i),  (^n+s;  ^»+0;  •  -  • 
die  Koordinaten  der  Punkte  Cn+i;  ^n+s;  ...  so  wird: 

Die  Projektionen  der  Strecke  ccn+i  auf  die  Koordinaten- 

azen  sind: 

a  —  a„+i,     b  —  6«+i. 

Sie  sind,  da  ^«4.1  in  dem  Quadrat  mit  der  Seite  26  liegt,  beide 
absolut  kleiner  als  6: 

|ai.+i  — a|  <6,     \bn+i  —  b\  <6. 

Diese  Ungleichheiten  bleiben  für  jedes  grofsere  n  eben- 
falls bestehen.    Es  ist  also,  wenn  6  irgend  eine  positive  Zahl, 

\an'—a\<6 

für  jedes  n'  >n  und  ebenso: 


bn' b'  <6, 

Also  folgt: 

(4) 

lim  ün  «==  a,    lim  6„ 

-6. 

2.  Ist  nun  zweitens  vorausgesetzt,  dafs  die  Gleichungen  (4) 
bestehen,  so  folgt  aus  ihnen  rückwärts  (3).  Wir  können,  unter  x 
eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  positive  Zahl  verstanden, 
die  Gleichungen  (4)  durch  die  Ungleichheiten  ersetzen: 

I  a„'  —  a  I  <  T,     1 6^.  —  6  ;  <  r, 

welche  für  jedes  n'>  n  bestehen  müssen.    Es  liegen  also  die 
Punkte  Cn^if  ^n+s»  •  •  •  t^U^  ^^^  Inneren  eines  Quadrates  (Fig.  76), 
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dessen  Mittelpunkt  c  ist  und  dessen  Seiten  den  Azen  parallel 
und  Yon  der  Lange  2r  sind.  Beschreiben  wir  um  dieses 
Quadrat  einen  Kreis,  so  ist  dessen  Radius 

In  seinem  Innern  liegen  alle  Punkte  Cn-^i,  ^ii+2;  •  -  •!  es  wird 
auch 

\Cn'—C\<Ö 


für  jedes  n\  das  gröfser  als  n  ist.  Da  aber  gleichzeitig  mit  r 
auch  6  beliebig  vorgeschrieben  werden  kann,  so  folgt: 

(3)  lim  Cn  =*  c, 

n=ao 
wie  behauptet  war. 

860.   Die  Stelle  j?  »a  oo*    Während  man  bei  den  reellen 
Zahlen  zwei  yerschiedene  Arten  des  Unendlichwerdens  unter- 

m 

scheidet,  nämlich  -f*  oo  nnd  —  oo,  führt  man  bei  den  kom- 
plexen Zahlen  nur  einen  unendlich  grofsen  Grenzwert  ein. 
Man  sagt: 

Definition,    Ist  eine  unendliche  Reihe  komplexer  Zahlen 
gegeben 

von  der  Eigenschaft j  dafs 

lim  —  —  0 
c 

isty  SO  sagt  man^  dafs  der  Grenzwert  von  Cn  für  n  «=  cxj  un- 
endlich grofs  ist  und  schreibt: 


lim  Cn  =  oo. 


n=oo 


Ist 
so  wird 

und  also 


Cn  =  rn{cos  CO«  +  i  sin  co«), 


1  1  .  •    •        \ 

^     =   -  (cos  CO»  —  l  Sm  COn), 


^n 


lim    *  =0. 


Mithin  wird: 


n=^co  '^Ä 


lim  r-  ==  oo. 


n 
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Denkt  man  sich  also  die  zu  c^y  c^,  ...  gehörigen  Bildpunkte 
konstruiert;  so  wachsen  deren  Abstände  vom  Koordinaten- 
anfange 


^it  Tij 


von  einer  bestimmten  Stelle  an  über  jedes  Mafs:  die  Punkte  c 
entfernen  sich  immer  weiter  von  0.  Aber  man  sagt,  dafs  sie 
immer  derselben  Steile  oo  zustreben,  in  welcher  Weise  sie  sich 
auch  von  0  entfernen  mögen. 

Die  letzte  Bemerkung  soll  noch  etwas  erläutert  werden. 


Setzen  wir  etwa 


und  nehmen  für 


Cn  =•  *\  (cos  (D  +  i  sin  cj) 


^It    ^2} 


n} 


irgend  eine  bis  ins  Unendliche  wachsende  Reihe  positiver 
Zahlen,  während  wir  o  einen  festen  Wert  erteilen,  so  werden 
die  Bildpunkte  auf  einer  Greraden  ins  Unendliche  rücken  (in 
Fig.  77  die  punktierte  Gerade,  die  mit  der  a;-Axe  den  Winkel  a> 
bildet,  und  die  wir  kurz  die  Gerade  o  nennen  wollen).  Welchen 
Wert  nun  auch  o  haben  mag;  deutet  man  die  Ebene  als  Ebene 
der   komplexen  Variabelen   jer,    so   werden   auf  jeder   solchen 
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Geraden  die  Punkte  c»  nach  demselben  Punkte  cx)  zustreben. 
In  der  Figur  ist  dies  ftir  die  Fälle: 

f\    ^        ^       39t  69ir       Oft       7it 

erläutert. 

Alle  Strahlen  durch  0  vereinigen  sich  nach  dieser  An- 
schauung in  demselben  Punkte  oo,  die  Ebene  erscheint  somit 
als  eine  Eugel  yon  unendlich  grolsem  Radius.  Ein  Pol  von 
ihr  ist  der  Nullpunkt;  die  durch  ihn  gehenden  Meridiane,  das 
sind  die  Strahlen  durch  0,  vereinigen  sich  schliefslich  in  dem 
Gegenpole  von  0,  dem  Punkte  cx>.  Es  ist  unnötig  hinzuzu- 
fOgen,  dais  die  Unterscheidung  snveier  Punkte  4"  ^^  ^^^  —  ^^ 
auf  der  reellen  a;-Axe,  welche  wir  bei  den  reellen  Veränder- 
lichen einführten y  hier  fortfällt;  beide  vereinen  sich  ebenfalls 
im  Punkte  oo  und  sie  sind  ebensowenig  verschieden  wie  -f-  ^ 
und  —  0. 

§  2.  Unendllehe  Beilien  mit  komplexen  Gliedern. 

861.   Beihen  mit  konstanten  Gliedern. 

Definition.    Eine  Beihe 

(1)  Wo  +  t«i  +  Wg  H , 

deren  Glieder  Uq,  u^,  . , .  Jcomplexe  Zahlen  sind,  keifst  konvergent^ 
wenn  die  Beihe  der  Zahlen 

Si  =  Wo;     ^«  =  Wo  +  Wi,     Äj  —  iio  +  nj  +  Mg,  .-., 

jSn  —  «0  +  Wi  H h  Wn-l,    •  •  * 

fUr  n  -B  oo  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat: 

lim  Sn  =  S. 


'n 


S  keifst  die  Summe  der  Beihe  (1)  und  man  schreibt: 

S  ~  «*o  +  «*i  +  «*«  H 

Eine  Beikcy  die  nickt  Jconvergiert,  keifst  divergent 

Man  sieht^  dafs  die  Definition  der  Konvergenz  formal 
genau  übereinstimmt  mit  der  in  Nr.  99  für  reelle  Reihen 
gegebenen  Definition.  Überhaupt  stimmen  die  im  1.  Kapitel 
benutzten  Definitionen  des  Limes  und  der  Satz  von  den  ab- 
soluten Beträgen  (Nr.  4),  endlich  auch  die  Rechnungsgesetze 
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für  die  reellen  Zahlen  mit  den  für  die  komplexen  geltenden 
formal  vollständig  überein. 

Auf  diesen  Thatsachen  allein  j^fufst  aber  der  §  1  des 
5.  Kapitels.     Wir  schliefsen  daraus: 

Die  allgemeinen  Sätze  des  ersten  Paragraphen  van  Kapitel  5 
gelten  auch  für  Beihen  mit  komplexen  Gliedern. 

Im  Besonderen  |wollen  wir  auch  hier  die  Definition  bei- 
behalten: 

Definition.  Eine  Beihe  heifst  unbedingt  konvergent,  wenn 
die  Heike  ihrer  absoluten  Beträge  konvergiert. 

Von  einer  unbedingt  konvergenten  Beihe  wissen  wir  dann 
nach  Nr.  109 ^  dafs  ihr  Wert  unabhängig  ist  von  der  Anord- 
nung ihrer  Glieder.  Wir  rekapitulieren  femer  aus  Nr.  103 
den  Satz: 

Satg,    Die  Beihe 

Wo  +  w,  H 

konvergiert  unbedingt^  wenn 


lim 


u 


einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  hat,  der  kleiner  cds  1  ist; 
dagegen  ist  sie  divergent,  wenn  jener  Grenzwert  >  1  ist. 

362.  Fotenzreihen.    Haben  wir  eine  Reihe,  fortschreitend 
nach  ganzen,  positiven  Potenzen  von  z  —  z^i 

^0  +  ^1  *  (^  —  ^o)  +  <^  •  (^  —  ^o)*  H ; 


bei  welcher  der  Limes  von 


'n  +  l 


einen  bestinunten  endlichen 


Grenzwert  hat,  dessen  Betrag  —  ist: 


lim 


^1.  +  ! 


so  folgt  aus  dem  letzten  Saize,  da 


u 


n±l 


^-  +  1 


(^  -  ^o) 


«  — If« 


wird,  dafs  die  Potenzreihe  unbedingt  konvergiert  für  alle  z^ 
die  der  Bedingung  genügen: 
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Sie  ist  dagegen  divergent  filr  alle  g^  die  der  Bedingung 

r.^  —  ^0 !  >  ^ 

genügen.  Unsere  Potenzreihe  konvergiert  daher  (vgl.  Nr.  361) 
unbedingt  für  alle  Werte  0,  die  im  Inneren  eines  um  jer^  mit 
dem  Radius  r  konstruierten  Kreises  «,^  „^ 

liegen;  sie  divergiert  dagegen  für  alle 
Werte  b  aufserhalb  dieses  Kreises. 
Der  fragliche  Kreis  heifst  daher  der 
Konvergenzkreis  unserer  Potenzreihe. 
Mit  diesem  Resultate  können 
wir  uns  aber  für  das  Folgende  nicht 
begnügen.  Da  die  Potenzreihen  die 
Grundlage  für  die  Betrachtungen 
dieses  Kapitels  abgeben  sollen^  so  ist 
es  vielmehr  notig  uns  noch  genauere 
Kenntnisse  über  das  Verhalten  unserer  Potenzreihe  innerhalb 
und  auiserhalb  ihres  Konvergenzkreises  zu  machen. 

868.  Gleiobmäfsige  Konvergenz.   Wir  wollen  von  unserer 
Potenzreihe  den  Rest  abtrennen  und  sie  schreiben: 

dann  bedeutet 

eine  unendliche  Reihe,  deren  Wert  von  dem  der  komplexen 
Variabelen  e^  sowie  dem  der  ganzen  positiven  Zahl  n  abhängt. 
Da  nun   unsere  Reihe   konvergiert,   sobald  { j9  —  jff^  |  <  r   ist, 

**»"*  limiJ.-0 

für  jedes  ss  im  Inneren  des  Konvergenzkreises.  Erteilen  wir 
also  0  einen  festen  Wert,  der  im  Inneren  des  Konvergenz- 
kreises sich  befindet,  und  schreiben  eine  beliebig  kleine  posi- 
tive Zahl  6  vor,  so  kann  man  immer  eine  Zahl  n  finden, 
so  dals  ,  ^    , 

Bn\<6 


wird  f&r  jedes  ganze  positive  n\  das  n  übersteigt  Man 
kann  n  immer  so  gewählt  denken,  dafis  für  n  ^^n  die  letzte 
Ungleichheit  noch  nicht  gilt,  sondern  erst  von  n' »»  n  -f-  1  an. 

Sorret,  mir.- Q.  Tntegral-Beohniuig.   I.    2.  Aufl.  82 
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Der  za  findende  Wert  n  wird  sich  im  Allgemeinen  ändern 
wenn  die  Stelle  ßj  die  man  betrachtet,  eine  andere  ist.  Läist 
man  also  6  immer  fest,  während  e  nach  und  nach  in  jede 
Stelle  des  Eonvergenzkreises  rückt,  so  wird  man  den  unend- 
lich vielen  Lagen  von  z  entsprechend  unendlich  viele  ganze 
positive  Zahlen  n  finden,  um  dies  recht  anschaulich  zu  haben, 
denke  man  sich  geradezu  in  jeder  Stelle  z  des  Kreisinneren 
ein  Lot  auf  der  j?- Ebene  von  der  Grofse  des  zugehörigen  n 
errichtet. 

Jetzt  sind  zwei  Möglichkeiten  denkbar: 

1)  Unter  den  unendlich  vielen  Werten  n  giebt  es  einen 
gröfsten  Wert.  In  diesem  Falle  kann  man  ein  n  finden,  so 
dals  für  alle  e  im  Lmeren  des  Kreises  gleichmäfsig 

I  -Bn'  I  <  <J 

wird,  sobald  n  >  n  ist 

2)  Wie  grofs  man  auch  eine  ganze  positive  Zahl  N 
wählen  mag,  es  giebt  immer  noch  Werte  n,  welche  sie  über- 
steigen. 

Die  Erfahrung  lehrt  nun,  dafs  bei  allgemeinen  konver- 
genten Reihen  mit  variabelen  Gliedern  thatsächlich  beide 
Möglichkeiten  vorkommen.  Man  hat  daher  zwei  Arten  der 
Konvergenz  zu  unterscheiden,  Reihen  der  ersten  Art  nennt 
man  gleichmäfsig  konvergent,  Reihen  der  zweiten  Art  ungleich- 
mäfsig  Jconvergent  Die  Reihen  der  ersten  Art  lassen  sich 
analytisch  sehr  bequem  behandehi,  während  die  der  zweiten 
Art  grofse  Vorsicht  bei  ihrer  Anwendung  erfordern.  Es  ist 
deshalb  eine  aufserordentlich  wichtige  Thatsache,  daJjs  in 
unserem  Falle,  wo  wir  es  mit  einer  Potenzreihe  zu  thun  haben, 
im  Lmeren  des  Kreises  immer  gleichmäCsige  Konvergenz  vor- 
handen ist.    Es  gilt  der 

Satg,    In  der  Beihe 

Co  +  Ci'(0  —  eo)  +  <^'{^  —  ^o)'  H 


habe 


für  n  "=="  oo  einen  bestimmten  endlichen  Gremtcert  — : 


lim 


r  ' 


und  es  sei  r^  irgend  eine  positive  ZcM  Meiner  als  r;  alsdann 
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Fig.  79. 


hmvergiert  die  Reihe  unbedingt  und  gleichmäfsig  für  alle  Werte  jg, 
die  der  Bedingung 

genügen. 

Es  sei  nämlicli  (Fig.  79)  0 
irgend  eine  Stelle,  für  welche 

^  —  ^0 


ist,  d.  h.  die  auf  der  Peripherie 
des  Sjreises  liegt,  der  um  e^ 
mit  dem  Radius  r,  beschrieben 
isty  und  es  sei  r,  <  r. 

Dann  konvergiert  unsere 
Potenzreihe  an  dieser  Stelle; 
mithin  ist  (Nr.  101)  dort: 

lim  I  Cn{e  —  jjp)»  I  —  lim  I  Cnr^ 


0. 


Ist  also  s  eine  (beliebig  klein)  yorgeschriebene  positive  Zahl, 
so  kann  man  immer  ein  jV  finden,  so  daCs 

wird  fär  jedes  positive  n,  das  N  übersteigt. 
Betrachten  wir  andrerseits  die  Terme: 


^\^2  I  ? 


e^r^ 


8 

'8  '  8    I ; 


C«  #0     ,  .  •  •  • 


CNr, 


Da  ihre  Zahl  begrenzt  ist,  können  wir  die  groüste  Zahl  miter 
ihnen  aussuchen;  sie  sei  17  und  schliefslich  sei  M  wieder  die 
gröfisere  der  beiden  Zahlen  £  und  ij.     Dann  ist  für  aUe  n: 


Cn  I  < 


M 


Unser  Rest  ü«  wird  nun: 

Rn-^Cnie  —  goY  +  ^  +  1  (^  —  O""*"^  H 

und  daher 

Ist  nun  0  irgend  ein  Punkt  im  Inneren  des  Kreises  mit  dem 
Radius  r,,  so  sei: 

32* 
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Dann  ist: 


und  für  jedes  z,  das  im  Innern  oder  auf  der  Peripherie  des 
Kreises  mit  dem  Radius  r^  liegt: 


Mithin  wird 


r,  r. 


»•f 


fiir  jedes   0^    das   auf  der   Peripherie   oder   im   Inneren   des 
Kreises  mit  dem  Radius  r^  liegt. 

Ist  nun  6  eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  positive 
Zahl,  so  bestimme  man  n  so,  dafs 

i ^  ^ 

wird.     Dies  geht,  da  —  ein  echter  Bruch  ist.     Alsdann  wird 

r, 

für  dieses  n  und  alle  folgenden  immer 

WO  auch  der  Punkt  e  in  oder  auf  dem  Kreise  mit  dem  Radius  r^ 
liegen  mag. 

r^  ist  nun  der  Bedingung  unterworfen,  dafs  es  kleiner  als 
r,  ist,  wo  r,  seinerseits  nur  dadurch  beschränkt  ist,  dais  es 
kleiner  als  r  ist.  Mithin  ist  r^  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen, daCs  es  kleiner  als  r  ist;  denn  zwischen  einer  solchen 
Zahl  r^  und   r  kann   man  immer   eine  Zahl   r^  einschieben, 

so  dafs 

ri<U<r 

wird.     Hierdurch  ist  unser  Satz  erwiesen. 

864.  Qlelohmftffrige  Konvergenz  für  Beihen  mit  reeUen 
Gliedern  und  für  Fotensreülen  von  melireren  Veribiderliolien. 
Man  wird  bemerken,  dafs  der  Begriff  der  gleichmäCsigen  Kon- 
vergenz sich  unmittelbar  auch  auf  Reihen  mit  reellen  Gliedern 
überträgt. 
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Definition.    Die  reelle  Potenssreihe 

«0  +  öl  (a?  —  a?o)  -I 1-  ö«-i  {p  —  a^o)""^  +  Ä. 

Jieifst  gleichmäfsig  konvergent  für  alle  reellen  x,  die  der  Bedingung 
\x  —  a?o  I  <  r  genügen,  wenn  eu  einer  (beliebig  klein)  vor- 
geschriebenen  positiven  Zahl  6  man  immer  ein  n  finden  kann, 
so  dafs 

I  -Rn'  I  <  <y 

wird  für  jedes  n'>n  und  für  alle  reellen  x,  die  der  Bedingung 
\x  —  ar^  I  <  r  genügen. 

Da  die  formale  Definition  nngeändert  bleibt^  so  gilt  auch 
der  in  der  vorigen  Nummer  gefolgerte  Satz  wörtlich  ebenso 
för  eine  reelle  Potenzreihe  und  eine  reelle  Yariabele  0. 

Natürlich  kann  man  den  Begriff  der  gleichmäCsigen  Kon- 
vergenz fQr  irgend  welche  Reihen  aufstellen ,  deren  Glieder 
variabel  sind,  im  Besonderen  wird  man  für  Potenzreihen  mit 
mehr  Veränderlichen  definieren: 

Definition.    Die  Foten^reihe 
Oöo  +  [«io(^  —  ^0)  +  «oi(y  —  yo)]  H — 

keifst  gleichmäfsig  konvergent  für  alle  x,  y  eines  bestimmten 
Variäbilitätsbereiches  fß,  wenn  m  einer  (beliebig  Mein)  vor- 
geschriebenen positiven  Zahl  0  immer  ein  n  gefunden  werden 
kann,  so  dafs 

I  -Bn'  I  <  <y 

wird  für  jedes  ganee  positive  n'>  n  und  für  edle  Werte  x,  y  des 
Variabilitätsbereiches  85. 

Zu  dieser  Definition  ist  zweierlei  zu  bemerken: 

1.  Lediglich  der  Übersichtlichkeit  halber  ist  nur  von 
zwei  Veränderlichen  x,  y  gesprochen;  es  ist  einleuchtend  wie 
die  Definition  für  eine  beliebige  Zahl  von  Variabelen  lautet. 

2.  Die  Definition  behalt  ihre  Gültigkeit,  mag  man  von 
reellen  Potenzreihen  der  reellen  Veränderlichen  x,  y  oder  von 
komplexen  Potenzreihen  der  komplexen  Veränderlichen  x,  y 
reden. 
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§  3.  Funktionen  einer  komplexen  Yeränderlichen. 
865.    Gkuuie  rationale  Funktionen.     Setzt  man 
0  —  x  +  yi,    ^0  —  ^0  +  %^ 
so  wird  die  m**  Potenz  von  0  —  jeTq, 
(1)  {0  —  0^^  —  {(a?  —  a?o)  +  (y  —  y^i)"^, 

wenn  m  eine  ganzejpositive  Zalil  ist^  ebenfalls  eine  komplexe 
Zahl,  d.  h.  von  der  Form: 

(2)  {0  0^^  =  U  +  V*  =  W'; 

WO  u  und  t;  reelle  Veränderliche  sind,  die  Funktionen  der 
reellen  Yeränderliclien  x  und  y  sind.  In  der  That  kann  man 
die  rechte  Seite  in  (1)  nach  dem  binomischen  Satze  in  eine 
endliche  Zahl  von  Summanden  zerlegen,  die  abwechselnd  reell 
und  rein  imaginär  sind. 

Ist  also  0  eine  komplexe  Veränderliche,  m  eine  ganze 
positive  Zahl  und  0^  irgend  eine  komplexe  Eonstante,  so 
wird  auch 

(3)  m;  —  (^  -  0>r 

eine  komplexe  Veränderliche,  und  jeder  Stelle  0  in  der  Ebene 
der  komplexen  Variabelen  0  entspricht  eine  und  nur  eine 
Stelle  Wj  die  man  als  Punkt  in  einer  neuen  Ebene,  der  Ebene 
der  komplexen  Variabelen  w^  deuten  kann.  Man  sagt  daher 
{0  —  0^^  ist  eine  Funktion  der  komplexen  Variabelen  0  und 
spricht  von  einer  Abbildung  der  0- Ebene  auf  die  w-Ebene^ 
welche  durch  die  Gleichung  (3)  hervorgerufen  wird. 

Multipliziert  man  {0  —  0^^  mit  irgend  einer  komplexen 
Eonstanten  (^,  so  wird  das  Produkt  wieder  eine  komplexe 
Variabele: 

Addiert  man  eine  endliche  Anzahl  solcher  Glieder  und  ver- 
mehrt die  Summe  um  irgend  eine  Eonstante  c^,  so  entsteht 
ein  Ausdruck  von  der  Form: 

(4)  w?  —  Co  +  Ci  (ä  —  jEfo)  H Cm{0  —  ^o)~- 

w  wird  wieder  eine  komplexe  Variabele;  d.  h.  von  der  Form 

fl?    «=    M    +     Viy 
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wo  u  und  i;  reelle  Funktionen  der  reellen  Yeranderlichen  x 
und  y  sind: 

(5)  w  — v(^,y),   v  =  t{^,y). 

Za  jedem  Werte  der  komplexen  Yariabelen  0  gehört  yermoge 
der  Gleichung  (4)  ein  bestimmter  Wert  u?;  man  nennt  daher 
auch  in  diesem  Falle  w  eine  FunkHan  der  komplexen  Variabden  0 
und  schreibt: 

und  man  sagt^  dals  durch  einen  Ausdruck  der  Form  (4)  eine 
gan0e  rationale  Funktion  von  0  definiert  wird. 

866.  Analytisohe  Funktionen.  Betrachten  wir  jetzt  eine 
Reihcy   fortschreitend   nach   ganzen,  positiven   Potenzen   von 

0  —  0q: 

(1)  ^0  +  ^1  (^  —  O  +  ^«(^  —  O*  H 7 

welche  im  Inneren  eines  Kreises  konyei^ert;  der  mit  dem 
Radius  r  um  den  Punkt  0q  beschrieben  ist.  Alsdann  wird 
jeder  komplexen  Zahl  0,  welche  der  Bedingung 

{0  —  0o\<r 

genügt,  eine  komplexe  Zahl 

(2)  fi?  —  (\j  +  Ci  •  («  —  0q)  -{ —  M  +  vi 

entsprechen,  die  durch  Summation  der  Reihe  (1)  mit  jeder 
beliebten  Annäherung  berechnet  werden  kann.  Wir  sagen 
daher: 

Durch  die  Gleichung  (2)  wird  uns  im  Inneren  unseres  Kon- 
vergensikreises  eine  analytische  Funktion  w  der  komplexen  Varia- 
helen  0  gegeben  und  wir  schreiben 

Man  hat  Mittel,  eine  solche  Funktion  noch  über  ihren 
Eonyergenzbereich  fortzusetzen.  Im  Gegensatze  zu  der  so 
entstehenden  gesamten  Funktion  sagt  man  auch  wohl,  die 
Gleichung  definiert  nur  ein  Element  einer  analytischen  Funk- 
tion. Wir  können  hier  in  der  Differentialrechnung  diese  Aus. 
drucksweise  entbehren,  da  sie  erst  in  der  Funktionentheorie 
ihre  eigentliche  Bedeutung  erlai^t,  und  da  wir  in  der  Regel 
ohnehin  nur  „Elemente^  von  Funktionen  betrachten. 
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'  867.    Grenzwerte    der    analytischen   Funktionen.     Ganz 
analog  wie  in  Nr.  15  definieren  wir: 

Definition.  Wenn  man  sagt,  die  anaUftische  Funktion  f(g) 
der  "komplexen  Variäbelen  z  hat  an  der  Stelle  je?  ■=»  c  den  Grene- 
wert  Cj  so  Tieifst  dies: 

Wird  eine  (beliebig  kleine)  positive  Zahl  6  vorgesckrid)en^ 
so  kann  man  immer  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

\f{c  +  h')-C\<6 

wird  für  jedes  komplexe  h\  dessen  Betrag  kleiner  als  h  ist. 

Es  ist  selbstverständlich,  dafs  wir  von  unserem  Stand- 
punkte aus  uns  vorstellen,  dafs  die  analytische  Funktion  f{0) 
im  Inneren  eines  gewissen  Kreises  durch  eine  Reihe  fort- 
schreitend nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  —  e^  gegeben 
ist  und,  wenn  wir  die  Funktion  an  einer  bestimmten  Stelle 
0  BS»  c  betrachten,  so  ist  es  selbstverständlich,  daüis  dieses  c 
im  Inneren  des  Eonvergenzkreises  der  Potenzreihe  liegt,  von 
welcher  wir  soeben  gesprochen  haben.  Dies  mag  hier  ein 
für  alle  Mal  bemerkt  werden. 

Wie  schon  hervorgehoben,  stimmt  unsere  Definition  des 
Grenzwertes  einer  analytischen  Funktion  einer  komplexen 
Veränderlichen  formal  vollständig  mit  der  bei  reellen  Funk- 
tionen einer  reellen  Veränderlichen  überein.  Es  gelten  also 
auch  hier  dieselben  Regeln  wie  früher  fQr  das  Rechnen  mit 
Grenzwerten. 

Man  wird  bemerken,  dafs  schon  in  Nr.  359  eine  analoge 

Übertragimg  vorgenommen  wurde,  und  wir  wollen   die   dort 

angestellten  Betrachtungen   auch  hier  verwerten,   indem  wir 

an  die  Figur  76  anknüpfen.    Die  Ebene   der  Zeichnung   sei 

aber  diesmal  die  Ebene  der  komplexen  Variäbelen  u;,  die  an  js 

durch  die  Gleichung 

u>  =  /•(*) 

geknüpft  ist.     Trennen  wir  w  in   seinen  reellen   und  imagi- 
nären Teil 

W7  =  u  +  viy 

so  daCg  u  und  v  reelle  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen 
X  und  y  werden: 
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und  setzen  wir  noch 

60  scUieisen  wir  ganz  wie  in  Nr.  359  aus  der  Fig.  76  auf  den 
Satg.    Damit  die  analytische  Funktion 

(1)  w  =  f(i)  -«  (p{x,  y)  +  ^(x,  y)  •  i 

an  der  Stelle  iE?  -=»  a  +  6i  den  Grenzwert  to  '^  Ä  -{-  Bi  habe^ 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  reelle  und  imaginäre  TeU 
von  w  hejsw.  A  und  B  zum  Grenzwerte  haben  an  der  Stelle 
a?  -»  a,  y  «=  6;  in  Zeichen:  Wenn 

(2)  lim  f{z)  —  A  +  B'i 

ist,  so  ist  auch 

(3)  lim     g){x,y)'^  A    und         lim     ^(a:,  y)  «=  B 

und  umgekehrt 

Wir  wollen  schlieüslich  noch  kurz  erläutern^  was  die 
Schreibweisen 

lim  f{0)  «=  cx>     und      lim  f{B)^=^C 

bedeuten. 

Definition.    Man  sagt,  f(e)  hat  an  der  Stelle  z  ^==  c  den 

Grenzwert  cx>,  wenn  dort  yr\  den  Grenzwert  null  hat.    Es  sind 

also  die  zwei  Gleichungen  äquivalent: 

lim  f(z^  —  cx>     und     lim  tt-t  «=  0. 

Man  sagt,  f(z)  habe  an  der  Stelle  je?  =  cx>  den  Grenzwert  C, 

wenn  f\j)  on  der  Stelle  j»  —  0  den  Grenzwert  C  hat    Es  sind 

also  die  zwei  Gleichungen  äquivalent: 

lim  f{z)'^G    und    lim /-(i)  —  (7. 

Demnach  hat  z,  B.  —  an  der  Stelle  z  ^^  0  den  Grenzwert  cx> 

z 

und  an  der  Stelle  jet  =  cx>  den  Grenzwert  0. 

868.  Stetigkeit  der  analytischen  Funktionen«  Ganz  wie 
bei  den  reellen  Funktionen  reeller  Veränderlicher  ist  die 
Stetigkeit  mit  Hülfe  des  Grenzbegrififes  auch  bei  den  Funktionen 
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komplexer  Veränderlicher  zu  definieren.  Wir  verweisen  ge- 
radezu hier  auf  die  Definitionen  in  Nr.  20  und  21.  Schreibt 
man  dort  z  für  Xj  c  für  a  und  lälst  die  Venmderlichen 
komplex  sein,  ebenso  wie  die  Zahl  Ky  während  h  und  6  reell 
und  positiv  bleiben,  so  bekommt  man  die  Definition  der  Stetig- 
keit für  Funktionen  komplexer  Veränderlicher.  Mit  den  Defi- 
nitionen bleiben  auch  die  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen 
bestehen.  Im  Besonderen  heben  wir  aus  Nr.  23  i  den  Satz 
hervor: 

Eine  ganze  rationale  Fmktion  f{z)   der  komplexen   Ver- 
änderlichen z  ist  an  jeder  Steile  z  ^^  c  stetig. 

Sodann  beweisen  wir  jetzt  den  wichtigen 
Satz.    Die  durch  die  Gleichung 

definierte  analytische  Funktion  ist  stetig  an  jeder  Stelle  z  ^^  e, 
die  im  Inneren  des  Kreises  liegt j  für  welchen  die  rechter  Hand 
stehende  Beihe  konvergiert. 

Setzen  wir  in  der  That 

fn(e)  =  Co  +  Ci  (£f  —  ^o)  H h  ^-i(^  —  ^o)"""S 

so  wird 

Da  aber  die  Beihe  fQr  f(z)  gleichmäfsig  konvergiert  im. 

Inneren  des  Eonvergenzkreises  (Nr.  363);  so  kann  man,  unter  y 

eine  (beliebig  klein)  vorgeschriebene  positive  Zahl  verstanden, 
eine  ganze  positive  Zahl  j^  finden,  so  dafs 

|B.WI<| 

wird  für  jede  ganze  Zahl  n,  die  N  übersteigt  Diese  Zahl  N 
ist  dieselbe  für  alle  z  im  Inneren  des  Eonvergenzkreises. 
Es  ist  daher  auch 

l-K.(e)l<y 
und  durch  Subtraktion  folgt: 
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Femer  ist  fn(js)  als  ganze  rationale  Funktion  jeden&Us  an  der 
Stelle  0-»^  stetig;  es  ist  also: 

Man  kann  folglich  eine  positive  Zahl  h  finden,  so  dafs 

\fn(.'>)-fn(.c)\<^ 

wird  für  alle  0,  die  der  Bedingung 

genügen.     Für  alle  diese  g  wird  mithin: 

\n')-f(c)\^  \fn{0)-fn(e)  +  R,(»)  -  B,ie)\ 

<!/;(*) -Mc)l  +  I-B,(*)-B,(c)|<ff. 
Mithin  ist: 

Km  fie)  -  fie) 

oder  f{g)  ist  stetig  an  der  Stelle  z  «=*  c. 

869.    Diiferentiierbarkeit   einer    analytisohen   Fanktion, 
Betrachten  wir  den  Grenzwert. 

Ä—0  * 

I 

wo  h  als  komplexe  Variabele  nach  null  konvergiert  Wenn 
er  existiert,  so  nennen  wir  ihn  die  Ableitung  oder  den  Diffe- 
rentialquotienien  von  f(js)  und  bezeichnen  ihn  durch 

»^        Ä— 0  '^ 

Es  gilt  nun  der 

Sat0.    Die  analytische  Funktion 

(1)  /•(,)_Co  +  c,(*-*,)  +  -.- 

hesUgt  an  jeder  Steile  0,  die  im  Inneren  des  Konvergengkreises 
der  Potengreihe  (1)  liegt,  die  Ableitung: 

(2)  rig)'^lc,  +  2c,'{g-g,)  +  Sc,'{g-goy  +  '" 

Die  Reihe  rechter  Hand  in  (2)  konvergiert  in  demselben  Kreise 
wie  (1). 

Zunächst  ist  die  Reihe  für  f'{g)  konvergent  für  alle  g, 
welche  der  Bedingung 
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lim 

»•  —  00 


nc^ 


<1 


genügen.     Nun  ist  aber 

lim 

(vgl.  Nr.  362)  und 


1^ 

r 


also  folgt,  dafs  die  Reihe  für  f'(0)  konvergiert  für  alle  g,  die 
der  Bedingung 

(3)  \^  —  ^o\<r 

genügen. 

Wendet  man  diese  Betrachtung  noch  einmal  an,  so  folgt^ 
dafs  auch  die  Reihe 

r{0)  _  2  . 1  c,  +  3  .  2^3 (i^  —  ;?o)  +  4  •  3c,(^  -  ^o)*  +  •  •  • 

in  demselben  Kreise  wie  die  für  f(js)  konvergiert.  Sie  kon- 
vergiert in  seinem  Inneren  unbedingt.  Also  hat  für  jedes  0^ 
das  der  Bedingung  (3)  genügt, 

(4.)  2'l\c^\  +  ^'2\c^\\z  —  0^\  +  4'3\c^\\e  —  go\^+'- 
emen  bestimmten  endlichen  Wert. 
Es  ist  nun  zu  zeigen,  dafs 

Ä-O  * 

wird.    Wir   finden  l~         gleich   einer  Reihe,   deren 

allgemeines  Glied  ist: 

wo  g  für  jBi  —  0Q  geschrieben  ist. 
Daher  wird  die  Differenz 

f±±Aiif(j)  _ ;.'(,) 

gleich  einer  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist: 
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Wählen  wir  jetzt  den  Betrag  von  h  so  klein,  dafs 

ISI  +  IAK*-! 
ist,  wo  r^  eine  positive  Zahl  kleiner  als  r  ist;  dann  wird  die 
Klammer  in  (5)  absolut  kleiner  als 

<  I  g—  I  +  ^  I  e—Ä  I  +  ('^-y;;-')  I  g»-*A«  I  + . . . 
<{Ui  +  |A|}— *<n— «. 

Folglich  wird 

kleiner  als  eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  nach  (5)  durch 

gegeben  wird.    Diese  Reihe  ist  aber  weiter  nichts,  als: 

||A|{2.1|ci|+3.2|c,|n  +  4.3|cJr,»  +  ...}. 

Nach   (4)   hat  aber  diese   Reihe   einen  endlichen  Wert,   da 
Tj  <  r  ist.    Ist  daher  M  der  Wert  der  Klammer,  so  wird 


f(»  +  h)-  f{z)  _  ^,  ^  . 


<^j.f 


und,  da  für  A  «»  0  die  rechte  Seite  null  wird,  erhalten  wir: 

Ä— 0  '^ 

wie  behauptet  war. 

870.  Eine  Folgerung  ans  der  Stetigkeit.  Den  folgenden 
Betrachtungen  möge  zur  Vorbereitung  ein  Satz  yorangeschickt 
werden,  den  wir  in  den  früheren  Kapiteln  bei  reellen  Funk- 
tionen reeller  Veränderlicher  direkt  der  Anschauung  entlehnt 
haben.     Er  lautet: 

SatB,  Es  sei  0  '^c  eine  Stelle  im  Innern  des  Konvergensh 
hreises  der  f{z)  definierenden  Potennreihe  und  f{c)  nicht  null. 
Alsdann  ist  auch  in  der  Umgebung  von  0  «=>  c  die  Funktion  f(e) 
nicht  nuU, 

Das  Wesentliche,  was  wir  von  der  analytischen  Funktion 
hier  brauchen,   ist,   dafs   sie   an   der  Stelle   0  «=^  c  stetig  ist. 
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Hieraus  und  aus  f{c)  «f»  0  folgt,  dalSs  auch  in  der  Umgebung 
der  Stelle  S'^e  die  Funktion  f{z)  nicht  null  ist.  Der  soeben 
ausgesprochene  Satz  gilt  wortlich  ebenso  fOr  reelle  Funktionen 
reeller  Veränderlicher:  Sind  sie  stetig  an  einer  Stelle  und 
dort  nicht  null,  so  sind  sie  auch  in  der  Umgebung  der  Stelle 
nicht  null.  Wir  haben  ihn  bisher  auch  oft  schon  benutzt, 
indem  wir  ihn  als  unmittelbar  eyident  der  Anschauung  ent- 
lehnten. Der  hier  gegebene  Beweis  wird  daher  gleichzeitig 
das  Frühere  ergänzen. 

Da  f{g)  in  «r  c=a  c  stetig  ist,  so  kann  man  zu  einer  vor- 
geschriebenen positiven  Zahl  6  immer   eine   positive  Zahl  h 

finden,  so  dafs 

\f{c  +  h')-f{e)\<c 

ist  fQr  alle  Zahlen  h'y  deren  Betrag  kleiner  als  h  ist  (Nr.  20). 
Wahlen  wir  im  Besonderen  <y  —  |/^(c)|>  »o  folgt: 

\nc+h')-m\<\ae)\, 

also  auch: 

I  m  \-\f{c-\-h')\<\  f{c)  -  fie  +  Ä')  |<  I  f(c)  \. 

Mithin  wird 

\fip  +  h')\>0 

fQr  alle  h\  deren  Betrag  kleiner  als  h  ist;  d.  h.  f{ß)  ist  in 
der  Umgebung  der  Stelle  z  =  c  nicht  null. 

871«  Die  PotenBTeihenentwiokelung  ist  nur  auf  eine 
Weise  mögUch.  Aus  unserem  vorigen  Satze  folgern  wir 
zunächst: 

SaU.     Wenn  die  Reihe 

^o  +  ^i(^  — OH 

für  jeden  Wert  e  verschunndet,  todcher  der  Bedingung 

genügt,  so  sind  alle  ihre  Koeffizienten  null. 

Zunächst  folgt  für  0  ^^  ZqI 

Co  =  0. 

Angenommen  nun,  unser  Satz  wäre  nicht  richtig,  dann  giebt 
es  einen  ersten  unter  den  Koeffizienten  c^ ,  (?i , . . . ,  der  nicht 
null  ist.    Es  sei  Cm  dieser  Koeffizient.    Dann  wird  unsere  Reihe : 

(Z  —  ZQ)'^{Cm  +  C„,^l(z  —  Zq)-] }• 
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Ist  nun  e  irgend  eine  von  g^  verschiedene  Stelle ,  die  in  der 
Umgebung  von  0^  liegt,  so  ist  der  erste  Faktor  {0  —  g^^  in 
unserer  letzten  Formel  nicht  null.  Der  zweite  Faktor  ist 
(Nr.  368)  eine  stetige  Funktion  von  0^  welche  ^  0  ^^  0^  den 
von  null  verschiedenen  Wert  Cm  annimmt;  folglich  ist  er  auch 
(Nr.  370)  in  der  Umgebung  von  0  ^=^  0q  nicht  null  gegen  die 
Voraussetzung.  Also  giebt  es  keinen  ersten  unter  den  Koeffi- 
zienten Cj  der  von  null  verschieden  ist;  d.  h.  alle  c  sind  null. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  sofort  der  neue 

Sat0,    Wenn  0we%  Beihen 

für  alle  Werte  0  übereinstimmen,  die  derlBedingung 

\0  —  0o\<r 
genügen^  $0  sind  die  Beihen  identisdi;  d.  h.  es  ist: 

Bildet  man  die  Differenz  beider  Beihen 

^0  —  ^0  +  (^1  —  O  (^  —  ^0)  H 7 

so  verschwindet  diese  fOr  alle  0,  welche  der  Bedingung 
\0  —  00 1  <  r  genügen.  Also  sind  nach  dem  vorigen  Satze 
ihre  sämtlichen  Koeffizienten  uuU;  d.  h.  es  ist 

wie  behauptet  war. 

872.  Die  Taylorsolle  Beihe.  Unsere  bisherigen  Betrach- 
tungen gestatten  uns^  die  Taylorsche  Beihe  auch  auf 
Funktionen  komplexer  Veränderlicher  auszudehnen.  Die  Ent- 
Wickelung 

/"W  —  ^0  +  <^i  (^  -  O  H — 
konvergiere  fiir  alle  0,  die  der  Bedingung 

\0  —  0o\<r 

genügen.  Dann  konvergieren  ^  wie  durch  wiederholte  An- 
wendung des  Satzes  der  Nr.  369  folgt,  in  demselben  Bereiche 
die  Beihen 

r{0)^u,  +  2c^{0-^0o)  +  '" 

f''(z)  =  2 .  Ir,  +  5'2c^{0  —  00)-] 


/"(«)(;?)  =  n .  (n  —  1) . . .  2 .  Icn  +  {n+l)n'"3  2cn-\.i(0  —  0o)  + 
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und  sie  definieren  uns  ebenfalls  nach  Nr.  369  die  successi^en 
Ableitungen  von  f{z).    Setzen  wir  nun  0  ^^  g^,  so  finden  wir: 

f(.\-c      C^^c      n^«c        '     ^^-c 
und  daher: 

Wir  sehen  also: 

Das  Bildungsgesetz  der  Koeffizienten  einer  Potenzreihe  wird 
immer  durch  die  Taylorsche  Beihe  gegeben. 

Die  Frage  freilich^  wann  der  TayJorsche  Satz  auf  eine 
Funktion  anwendbar  ist;  werden  wir  erst  in  der  Integral- 
rechnung beantworten  können  und  zwar  —  wollen  wir  gleich 
hinzufügen  —  in  sehr  viel  befriedigenderer  Weise,  als  dies  für 
reelle  Funktionen  reeller  Veränderlicher  möglich  ist.  Vor- 
läufig müssen  wir  uns  begnügen  xmsere  Ergebnisse  so  zu- 
sammenzufassen : 

Haben  wir  eine  unendliche  Beihe  komplexer  Zahlen 

^0  >  ^i  7  •  •  •  ^*»  >  •  •  • 
von  der  Eigenschaft,  dafs 

Um    ^^1==.^ 

einen  bestimmten  endlichen  Wert  hat,  so  kann  man  immer  eine 
analytische  Funktion  f{z)  bilden,  deren  n^  Ableitung  an  einer 
wilWürlich  vorgeschriebenen  Stelle  z  ^  Zq  den  Wert 

annimmt,  und  die  für  jeden  Punkt  im  Innern  des  um  z^  mü 
dem  Badius  r  beschriebenen  Kreises  durch  die  Beihe 

definiert  ist. 

§  4.  Spezielle  analytische  Funktioneiu 

878.  Die  Funktionen  e*,  Bmz,  gosz.  Die  Funktion  e* 
haben  wir  für  reelles  z  bereits  kennen  gelernt  und  sie  in  Nr.  1 17 
nach  dem  TayloTBchen  Satze  entwickelt.     Wir  £ELnden: 

(1)  e'  =  l  +  -',+S  +  --- 
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In  Nr.  105  haben  wir  auf  eine  auch  f&r  komplexes  is  gültige 
Weise  erkannt^  dafs  die  Reihe  fiir  jedweden  endlichen  Wert 
von  e  konvergiert.  Wir  definieren  deshalb  durch  die  Glei- 
chung (1)  die  Funktion  e*  f&r  jeden  komplexen  Wert  von  0. 
Der  Radius  des  Eonvergenzkreises,  dessen  Mittelpunkt  die 
Stelle  ;e;  BS  0  wäre,  ist  durch  keine  Ungleichheit  beschrankt, 
oder  —  wie  man  auch  sagt  —  die  Reihe  ist  beständig  konver- 
gent Es  fallt  also  hier  das  ^^Funktionselement^'  zusammen  mit 
der  ganzen  analytischen  Funktion  und^  da  somit  zu  jedem 
Werte  des  Argumentes  0  auch  nur  ein  Wert  der  Funktion  6* 
gehört,  nennen  wir  sie  eine  eindeutige  analytische  Funktion. 
Ganz  Analoges  läist  sich  von  den  Funktionen  sinie^  und 
cosjg^  aussagen.  Wir  definieren  sie  nach  Nr.  119  durch  die 
nach  Nr.  105  beständig  konvergenten  Reihen 

(2)  8in^  =  ^-3y  +  ^ 

(3)  COS£f=  1  — |y  +  ?^ 

für  jeden  komplexen  Wert  von  0  als  eindeutige  analytische 
Funktionen  der  komplexen  Variabelen  0. 

Alle  Gleichungen,  welche  für  reelles  0  für  die  Funktionen 
6*,  sin  0y  cos  0  als  richtig  erkannt  wurden,  lassen  sich  direkt 
aus  den  Reihenentwickelungen  ableiten  und  bleiben  daher 
auch  für  komplexe  Werte  0  richtig. 

Wir  heben  z.  B.  hervor  die  Relationen 

(4)  &'+v  =  g«  .  e» , 

(5)  sin  (o;  +  y)  ■=»  sin  a:  cos  y  +  cos  ä:  sin  y , 

(6)  cos (a?  -f-  y)  ■==  cos ic  cos  y  —  sin x  siny , 

welche  für  alle  Paare  komplexer  Zahlen  x,  y  gelten.  Zum 
Beweise  der  Gleichung  (4)  z.  B.  beachte  man,  dafs  ef'  und  ev 
durch  Reihen  gegeben  werden,  deren  allgemeine  Glieder  sind 

-7     und     —• 
n!  nl 

Multipliziert  man  beide  Reihen  nach  der  Regel  der  Nr.  110, 
so  entsteht  wieder  eine  bestandig  konvergente  Reihe,  deren 
allgemeines  Glied  ist: 
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^.1+  ^'"'  .-y +  ...  +  i.y!„(gjii,yV'. 

w!  »     (n  — 1)!    I!     '  »^       nl  nl 

Das  ist  aber  genau  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  för  e'+y. 
Hierdurch  ist  (4)  erwiesen,  und  auf  dieselbe  Weise  thut  man 
die  Richtigkeit  von  (5)  und  (6)  dar.  Setzt  man  in  letzteren 
Gleichungen  im  Besonderen  x  '^  0,  y  =^27e,  so  findet  man 

(7)  sin  (j?  +  2ar)  =  sin  jBi,     cos  (z  +  2«)  —  cos  a. 

Also  auch  für  komplexes  0  sind  sin  0  und  cos  0  periodisdke 
Funktionen  mit  der  reellen  Periode  2n, 

Zu  den  bekannten  Formeln  fügen  wir  eine  neue  hinzu. 
Addieren  wir  zur  Gleichung  (3)  die  mit  i  multiplizierte  Glei- 
chung (2),  so  erhalten  wir  die  Reihe  für  e*';  d.  h.  es  wird: 

(8)  cos  ^  +  i  sin  jef  ■=  c*'. 

Diese  von  EuUr  gefundene  Gleichung  ist  eine  der  wichtigsten 
in  der  ganzen  Mathematik.  Vertauscht  man  in  ihr  ;e;  mit  —  0 
80  findet  man  durch  Addition  und  Subtraktion: 

(9)  cos^  =  — ^ ,     8mj»  =  — --^ 

Aus  (8)  folgt  ferner: 

(cos  0  '\-  imi  dy^  «=  c™**  =  (cos  mz  +  i  sin  m0). 
So  entsteht  der 

(10)  8(xt0  von  Moivre.    (cos  0-\'iBiD.  0)^  =  (cos  m0-^-i  einm;er), 

welcher  ebenso  wie  (8)  für  jeden  komplexen  Wert  0  er- 
wiesen ist. 

Setzen  wir  in  (8)  i?  +  2«  an  Stelle  von  0^  so  erhalten  wir; 

ß(*  +  ««)•■  SS  cos  0  -^-  i  am  0  ^  €** 

oder;  wenn  man  0  für  01  schreibt: 

(10)  6*+«'^'  — <?•, 

das  heifst: 

Die  analytische  Funktion  ^  hat  die  rein  imaginäre  Periode2%i. 

874.  Die  rationalen  Funktionen.  Eine  ganze  rationale 
Funktion  ({0)  ist  eine  eindeutige  analytische  Funktion;  denn 
an  jeder  Stelle  0  '^  0q  lälst  sie  sich  in  eine  Reihe  entwickeln, 
fortschreitend  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  0  —  0^. 
Da  diese  Reihe  überhaupt  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern  hat^  ist  sie  gewifs  beständig  konvergent.    Es  wird: 
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(1)  f(a)  —  c^  +  c^'{0  —  0o)  +  <^'(jf  —  ^oy-i 1-^-(^  — ^o)*". 

Die  Koeffizienten  berechnen  sich  nach  dem  Taylorschen  Satz; 

z-  B.  ist:  j.,    . 

Co  =  fi^o)' 

Ist  z.  B.  f(0Q)  ««  0,  so  wird  die  rechte  Seite  von  (1)  durch 

0  —  0Q  teilbar.     Wir  haben  den  Satz: 

Ist  0  '^  0Q  Wur0d  einer  algebraischen  Gleichung  y 

so  ist  ihre  linke  Seite  durch  0  —  0^  teilbar. 

Der  Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Funktionen  defi- 
niert uns  die  gebrochene  rationale  Funktion: 

m 


(2) 


w 


9i^) 


Wir  können  immer  annehmen,  dab  f(0)  und  g(0)  an  keiner 
Stelle  der  Ebene  gleichzeitig  verschwinden.  Ist  n  der  Grad 
der  ganzen  rationalen  Funktion  g(0\  so  lärst  sich  bekamitlich 
g(0)  in  n  lineare  Faktoren  zerlegen: 

g(0)  ^c-isf--  61)  (i?  —  &,)•••  (j?  —  t»). 
Betrachten  wir  nun  einen  der  Faktoren 

1 

an  irgend  einer  von  b  verschiedenen  Stelle  0*^0^  der  Ebene. 
Dann  wird: 


^— ft 


*+i 


Ä. 


Die  rechte  Seite  lälst 
sich  in  eine  geometri- 
sche Reihe  entwickeln^ 
die  konvergiert,  so  lange 

^  —  ^0    ^  1 

ist;  d.  h.  solange 

I  ^  —  ^0 1  <  I  ^  —  ^0 
ist.  Beschreibt  man  also  um  0q  einen  Kreis,  der  durch  den 
Punkt  b  geht,  so  konvergiert  unsereReihe  im  Inneren  dieses 
Kreises.  Markieren  wir  daher  in  der  Ebene  die  Punkte  &i,&s7  -••^1» 
und  suchen  unter  den  Abständen 

88* 


516  Elftes  Kapitel. 


den  kürzesten  r  aus,  so  wird  sich  die  Funktion 


in  eine  Reihe  entwickeln  lassen  ^  fortschreitend  nach  ganzen, 
positiven  Potenzen  von  0  —  0^,  die  in  dem  um  0q  mit  dem 
Radios  r  beschriebenen  Kreise  konvergiert.  Multipliziert  man 
diese  Reihe  mit  der  Entwickelung  für  f(e),  so  entsteht  fBr 
die  rationale  Funktion 

eine  Entwickelung  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  e  —  0q^ 
welche  in  dem  nämlichen  Kreise  konvergiert.  Mithin  ist  auch 
die  rationale  Funktion  eine  analytische  Funktion  und,  da  zu 
jedem  Werte  z  nur  ein  Wert  w  gehört^  eine  eindeutige 
analytische  Funktion;  aber  anders  als  früher  wird  uns  durch 
eine  Reihenentwickelung  (3)  nur  ein  Element  der  analytischen 
Funktion  gegeben  und  nur  durch  den  Ausdruck  (2)  die  ganze 
analytische  Funktion. 

875.  Die  Funktion  I0.  In  Nr.  120  haben  wir  für  die 
Funktion  2  (1  -|-  ^)  hei  reellem  x  eine  Reihenentwickelung 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  abgeleitet ,  von  der 
wir  in  Nr.  106  auf  eine  auch  für  komplexe  Yariabele  gültige 
Weise  zeigten,  dafs  sie  für  alle  x  konvergiere,  deren  Betrag 
kleiner  als  1  ist. 

Setzen  wir  daher  1  +  a?  =  je?,  mithin  rc  =  £?  —  1 ,  so 
definiert  uns  die  Gleichung 

eine  analytische  Funktion  von  0  für  jedes  komplexe  0y  welches 
der  Bedingung 

^e^-l|<l 


genügt,  das  also  im  Inneren  eines  um  0  ^^  1  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kreises  liegt. 

876.  Die  Funktion  (1  +  0)"^.  In  Nr.  125  haben  wir 
(1  4"  ^)"'  K^^ydk  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  f&r  alle 
reellen  rr,  deren  Betrag  kleiner  ab  1  ist  entwickelt. 
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Setzen  wir  x  ^=^  e  —  1,  so  finden  wir: 

(1)       ;r-l  +  f(*-i)  +  !?^<^^(^_i)»+... 

Der  Qaotient  zweier  auf  einander  folgenden  Gliedelr  wird 

Da  nun  fQr  jedes  komplexe  m 

hm        ,   ^  =  hm =  1 

n— 00**   •"         n— ooi-fi 

n 

ist,  so  folgt;  dafs  der  Eonyergenzbereich  unserer  Reihe  durch 

.       ^  \z-l\<\ 

gegeben  ist  oder: 

je^  ist  eine  analytische  Funktion  der  komplexen  Variäbelen  js, 

welche  für  jedes  b  im  Inneren  eines  «m  jef  -»  1  mit  dem  Badius  1 

'beschri^)enen  Kreises  und  für  jedes  komplexe  m  durch  die  nach 

ganssen  positiven  Potenzen  von  0  —  1  fortschreitende  Beihe  (1) 

definiert  ist 

§  6*   Partielle  Differentialgleiehungeii.  —  Konforme 

Abbildung. 

877.  Bigenscliaften  der  Funktion  u  und  v.  Wir  fahren 
jetzt  in  unseren  allgemeinen  Betrachtungen  fort.  Nehmen  wir 
eine  analytische  Funktion,  welche  im  Inneren  eines  um  B'^Bq 
mit  dem  Badius  r  beschriebenen  Kreises  St  durch  die  Beihen- 
entwickelung  definiert  ist: 

(1)  M7  =  f(js)  =  Co  +  Cj  -(^  —  ^0)  H 

Wir  zerlegen  jetzt  wie  in  Nr.  366  w  in  seinen  reellen  und 
imaginären  Teil, 

(2)  t(;  =  M  +  vi} 

und  suchen  uns  zunächst  genauere  Bechenschaft  von  der  Defi- 
nition der  Funktionen 

(3)  u=-(p(x,y),    V'=^if{x,y) 

zu  geben.    Setzen  wir  unter  Beibehaltung  der  alten  Bezeich- 
nongsweise 

(4)  A W  ^  9>ni^f  y)  +  ^n{x,  y) . », 
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so  werden  q>n{^9  y)  und  ^«(a;,  y)  reelle  ganze  rationale  Funk- 
tionen n  —  1*^  Grades  der  reellen  Veränderlichen  Xj  y;  d.  h.  es 
werden  q>n{po^  y)  bezw.  ^»(X;  y)  gleich  einer  Summe  von  Termen 
der  Gestalt: 


(5) 


+  ao,i(y  — y«)* 


wo  alles  reell  ist.  Summiert  man  diese  für  A  «>  0, 1,  •  •  •  n  —  1, 
so  entstellt  tpni.^)!/)  ^ezw.  ^^{x,y).    Da  aber 

(6)  lim  ^(«)  =  lim  { 9>,(a;,y)+*,(a;,y)-t}  —/•(«)  '=ifix,y)-{-Mx,y) 

fimmCKi  f|aa  OD 

ist,  so  folgt  nach  dem  Satz  der  Nr.  359,  dafs 

(7)  lim  q>n{x^  y)  =  ip{x,  y)    und     lim  rpn (x,  y)  =  ^(a;,  y) 

ist,  und  dies  gilt  gleichmälsig  f&r  alle  Punkte  0  im  Inneren 
unseres  Kreises  5t.  Umgekehrt  folgt  aus  (7)  auch  (6).  Es 
werden  somit  ^(x^y)  und  ^(x,y)  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  —  Xq  und  y  —  y^  fortschreitende  Reihen, 
welche  für  alle  Punkte  {x^y)  im  Inneren  von  A  gleichmälsig 
konvergieren. 

Ist  e  —  c~a  +  bi  irgend  eine  Stelle  im  Inneren  von  St, 
so  ist  f(z)  dort  stetig  (Nr.  368),  also  (Nr.  367): 

(8)  lim  f(0)  =  f(c)  -=  9>(a,  b)  +  ^{a,  6)  •  i , 

folglich  ist  auch  (Nr.  367): 

(9)  lim     (p  {Xj  y)  =»  9>  (a,  V)    und       lim      ^  (3:,  y)  ™  ^  (a,  6). 

Umgekehrt  folgt  aus  (9)  auch  (8).  Aus  der  gleichmäfsigen 
Konvergenz  der  Reihen  fiLr  u  ^  vip^j  y)  ^^^  v  "=*  ^(^7  y) 
schliefst  man  analog  wie  in  Nr.  369,  dafs  die  Funktionen  u 

und  V  innerhalb  A  auch  die  ersten  Ableitungen  ^~  >  ^  9  9^^  9  ^ 
und  daher  auch  alle  Ableitungen  von  beliebig  hoher  Ordnung 
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besitzen,  und  daCs  diese  durch  gliedweise  Differentiation  der 
Reihen  gewonnen  werden.    Wir  erkennen: 

Satsf.    Ist  die  analytische  Funktion 

W^f{B) 

der  komplexen  Variahelen  js  ^^  x  •\'  yi  durch  eine  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  g  —  »^  entwickelbare ,  in  einem  Kreise  ft 
gleichmäfsig  konvergente  Beihe  gegeben  ^  so  sind  der  reelle  und 
imaginäre  Teil  der  Funktion  m?  =  w  +  vi, 

w  =  9>(a;,y),    v  —  ^(ic,  y) 

durch  nacJt  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  Xq  und  y  —  y^ 
entwickeCbare  Beihen  gegeben,  welche  in  ft  stetig  sind  und  nebst 
den  Beihen  für  ihre  Ableitungen  in  St  gleichmäfsig  und  unbedingt 
konvergieren, 

878.    Die  partiellen  DifTerentialgleiohtingen   erster  Ord- 
nung.   In  Nr.  369  erkannten  wir,  dals  für  jedes  z  innerhalb  ft 

Ä  — 0  '^ 

war,  auf  welchem  Wege  auch 
die  komplexe  Yariabele 

h  ^=»k  -{-•  li 

in  die  Stelle  Ä  «=  0  hinein- 
rückt.    Trennen    wir    wieder 

reell  und  imaginär,  so  wird     

W'  =  f'(0)  =  u'+  v'i 

wo  sich  über  q>  und  tl/  das- 
selbe aussagen  läfst  wie  in 
Nr.  377  von  g)  und  t-  Mit- 
hin folgt  aus  (1): 

lim       y(g  +  ^>y  +  Q  +  tt}(x  +  ky  y_+  5^  f  —  qp(a?,y)-  -»(a?,y)-f 
fc— o,Z=0  *  +  ^* 

=  g)\x,  y)  +  ^'(^7  y)  •  *  -=  <*'+  ^'i> 

wie  auch  die  reellen  Variabelen  k  und  l  in  die  Null  hinein- 
rücken mögen.     Setzen  wir  im  Besonderen  2 «—  0  und  lassen 


^-{•li 


i> 
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dann  ft  in  die  Null  rücken  ^  d.  h.  bewegt  sich  h  auf  der  Ge- 
raden Yon  ß  -^^  Je  nach  0y  so  wird 

(2)  u'  +  t;'i  -  lim  y(^+*»y)-y(^>y) 

dx       *        dx      '    ' 

Setzen  wir  umgekehrt  erst  A;  =»  0  und  lassen  sodann  l  nnli 
werden^  so  bewegt  sich  h  auf  der  Geraden  von  g  4~  ^i  nach  jer 
und  es  wird 

«'+  v'i lim ??(?JHl? -_9(5J()  ^. ^  jijjj  ^(^,y+D--»(^>y) 

Wir  schlieJüsen  aus  dem  Vergleiche  von  (2)  und  (3),  indem 
wir  wieder  u  für  g>  und  v  für  ^  schreiben: 

du       dt7       dtf  dv 


(4) 


d«       dy^     dy  dx 


Der  reelle  und  imaginäre  Teil  einer  Funktion  einer  komplexen 
Yariabelen  sind  also  nicht  willkürlich^  sondern  durch  die 
Gleichungen  (4)  mit  einander  verknüpft. 

Bestehen  umgekehrt  för  t*  «=»  (p(x,  y)  und  v  «=«  ^(a?,  y) 
die  Gleichungen  (4),  so  wird  u  -j-  vi  eine  Funktion  von  x-^-yi. 
Zum  Beweise  nehmen  wir  für  die  Funktionen  g>  und  ^  Reihen 
an;  fortschreitend  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^ 
und  y  —  y^f  welche  innerhalb  ß  gleichmäfsig  konvergieren. 
Wir  haben: 


(5) 


«  -=  Ooo  +  «10 (ä  —  «o)  +  Ooi(y  —  yo)  +  ««o(«  —  ai,)* 
+  a,i(x  —  Xo)(if  —  yo)  +  a<«(y  —  yo)*  4 

« ■=  &00  +  &io(«  —  «o)  +  *oi(y  —  yo)  +  &*o(*  —  «o)* 
+  6ii(a'  —  *o)  (y  —  y»)  +  &<»(y  —  y©)*  H — 

und  daher  wird: 
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gl  —  0,0  +  2a^(x  —  Xo)  +  o„(y  — yo)  H 

Ij  —  o«  +  OiiC«  — »0)  +  SöMCy  — yo)  H — 

IJ  =  6,0  +  26,o(«-«,)  +  6..(y-yo)  +  •  •  • 


^01  +  6ii(«— *o)  +  26„,(y— y«)  + 


•    • 


•    •    • 


Die  Relationen  (4)  ergeben  daher: 

,g.  «10  —  K  f         2a,o  =  &11 ;  «11  —  2602;  • 

«Ol  =  —  ^o;     «n  -='  —  26ao?    2ao2  =  —  ^u  , 
Setzt  man  demnach  zur  Abkürzung 

®00  =  ^0>     &00"^0>     «10  =  ^l>     ^10  =  &l>      örj<>  =  «2>      &20  =  ^2V 

80  findet  man  aus  (6): 

aoi  =  — 61,  6oi~«i;    «11  =  — 2&a,  »02  =  — Ö2> 
^11  "^  ^«2  >  ^02  ^      Oj  , . . . 
Tragt  man  diese  Werte  in  (5)  ein,  so  wird 

w  —  «0  +  «1(^—^0)  —  ^(y — yo)  +  «2(^  —  ^0)* 

—  26,(a;  — a:o)(y  — yo)  — Ö2(y  — yo)'+••• 
v  —  60  +  h(^—^o)  +  «i(y  —  yo)  +  ^ii^—^oT 

+20,(0;  — a:o)(y—yo) —  *2(y  -  yo)^+ ••  •> 
und  daher: 

w  —  w  +  vi  —  (ao  +  fcoO  +  («1  +  &1O  {(^  -  ^0)  +  (y — yo)*) 

+  («2  +  &20[(^— ^0)  +  (y  -  yo)*T  H — 

=  (?o  +  <^{^  —  ffo)  +  ^2(^  —  ^0)*  H — 

Es  wird  also  tc;  =»  /"(^e:)  eine  Funktion  von  o;  +  y»  allein,  wie 
behauptet.    Wir  erkennen: 

Satz.    Ist 

eine  analytische  Funktion  w^u-^-  vi  der  komplexen  Variabelen 
g^BX-j-yi,  so  genügen  ihr  reeller  und  imaginärer  Teü  u  und 
vi  den  partiellen  Differentialgleichungen  V^  Ordnung 

r.x  du dv       du £v 

w  ^x       cy'     dy  Bx' 
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Genügen  umgekehrt  u  und  v  diesen  Gleichungen,  so  ist  u  -^  vi 
eine  Funktion  der  komplexen  Varidbelen  x  -^  yu.  Sämtliche 
Funktionen  denken  wir  uns  dabei  durch  Potenzreihen  deßniert. 

879.  Die  partielled  DiffarentialgleiolLaugda  swaiter  Ord- 
nnng.  Eben  haben  wir  erkannt^  dafs  u  und  v  nicht  beide 
beliebige  Funktionen  sind,  sondern,  dafs  sie  durch  die  Glei- 
chungen (4)  der  vorigen  Nummer  verknüpft  sind.  Wir  werden 
jetzt  zeigen,  dafs  weder  die  eine  noch  die  andere  Funktion 
willkürlich  gewählt  werden  kann. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  folgt  durch  Differentiation: 


dxdy       dx*'  ^  '  dy^  dxdy 

Addiert  man  (1)  und  (4)  einerseits,  sowie  (2)  und  (3)  andrer- 
seits, so  folgt: 

dx^^  dy^^    '      dx^'^    dy*    ~  "• 
In  der  Physik  definiert  man: 

Definition.  Jede  Funktion  m  der  reellen  Veränderlichen 
X  und  y,  u?elche  der  Gleichung 

(5)  £^+|?-o 

genügt,  heifst  ein  Potential. 

Also  sehen  wir: 

Der  reelle  und  der  imaginäre  Teil  einer  analytischen  Funk- 
tion einer  kompleosen  Variabden  sind  Potentiale. 

Umgekehrt  wird  in  der  Integralrechnung  gezeigt  werden, 
dafs  zu  irgend  einem  Potentiale  u  eine  Funktion  v  gefunden 
werden  kann,  welche  den  Gleichungen  (4)  der  vorigen  Nummer 
genügt;  dann  genügt  v  auch  der  Gleichung  (5)  dieser  Nummer 
und  ist  mithin  ebenfalls  ein  Potential;  denken  wir  uns  u, 
wie  wir  es  thun  müssen,  durch  eine  Potenzreihe  definiert,  so 
wird  V  und  mit  ihm  w  «^  u  -\-  vi  durch  eine  in  demselben 
Kreise  konvergierende  Potenzreihe  gegeben.  Die  Gleichung  (5) 
definiert  alsodie  Gesamtheit  aUer  analytischen  Funktionen. 

880.  Konforme  Abbildung.  Wir  knüpfen  wieder  an  die 
Thatsache  an,  da(s  bei  einer  analytischen  Funktion 
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(1)    .  «;-/•(£*) 

die  Ableitung 

unabhängig  von  dem  Wege  ist,  auf  welchem  £i0  nach  null 
konvergiert.  Unsere  Betrachtungen  gelten  zunächst  nur  für 
das  Innere  des  Kreises  in  der  jff^Ebene^  fCLr  welches  die  f(ji) 
definierende  Potenzreihe  konvergiert,  und  dasjenige  Gebiet  in 
der  to-Woene,  welches  das  Bild  des  Eonvergenzkreises  in  der 
U7- Ebene  ist.  Wir  werden  im  Folgenden  auf  diesen  Umstand 
nicht  wieder  besonders  aufmerksam  machen.  Wir  definieren 
weiterhin  wie  früher  das  Differential  von  f^is),  Is  d0  eine 
willkürlich  gewählte  komplexe  Zahl,  so  ordnen  wir  eine  kom- 
plexe Zahl  dw  zu,  die  wir  aus 

~  xs^f{js)     oder    dw  ^=f  {z)  dz 

bestimmen.  Dann  hei&t  dw  das  jeru  dz  gehörige  Differential 
der  Funktion  f{z)  an  der  Stelle  z.  Endlich  benutzen  wir 
wieder  die  in  Nr.  365  erläuterte  Anschauungsweise,  nach  wel- 
cher die  Gleichung  (1)  die  ier-Ebene  auf  eine  U7- Ebene  ab- 
bildet. Trennen  wir  reell  und  imaginär,  so  vermitteln  die 
zwei  Gleichungen 

dieselbe  Abbildung;  dabei  sind  x  und  y  die  rechtwinkligen 
Koordinaten  der  je; -Ebene,  u  und  v  die  der  tc;- Ebene. 

Fixieren  wir  nun  einen  Punkt  z  in  der  jei- Ebene  nebst 
dem  Bildpunkte  w  in  der  u?- Ebene  und  erteilen  (Fig.  82)  dem 
Differentiale  dz  die  zwei  willkürlichen  Werte  d^z  und  d^Zj  ^o 
werden  die  zugehörigen  Werte  yon  dvoi 

d^VD  —  f  {z)  d^z^    d^w  =  f  (z)  d^z. 

Setzen  wir 

d^z  =  r^c^** ,    d^z  —  r,c^* , 


so  wird 


Substituieren  wir  also  analog 
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80  wird 


diW  =  Pi«^*',     d^tc  =>  PjC^S 


_t?A  jy^  —  V^f ü  JVi— 9i)< 


und  mithin  (Nr.  357): 
(3) 


7-  —  -,    *»  — *i  =  9»  — Vi- 

Fig.  82. 


+  ^2* 


X'^Ehene 


w  BS  Ebene 


w^d  w 


ü 


In  Fig.  82  bestimmen  nun  die  drei  Punkte  (je?,j?  +  ^i  ^,  ißf + <4ä) 
ein  Dreieck  in  der  ier-Ebene  und  die  drei  Punkte  {yo^iJO'^^ä^  «;,«;+(?,  w) 

das  entsprechende  in  der  M7- Ebene.    Die  Seiten  Zy$'\'  Ay^z  und 

ZjZ  '\'  d^z  haben  die  Lange  r^  und  r^^  sie  schliefsen  mitein- 
ander den  Winkel  ^i^  —  q>^  ein.    In  der  tc;- Ebene  haben  die 

Seiten  w^w  +  d^tv  und  w^tv  +  d^w  die  Längen  q^  und  q^ 
und  schliefsen  den  Winkel  V'a  —  ^i  ein.  Die  Gleichungen  (3) 
besagen  daher: 

Die  Dreiecke  (js^  0+d^z,  g+d^e)  und  («;,M?+diM?,  to+d^to) 
sind  einander  ähnlich, 

sie  stimmen  ja  im  Verhältnis  zweier  Seiten  und  dem  einge- 
schlossenen Winkel  überein. 

Um  Misverständnisse  zu  vermeiden,  möge  noch  ausdrück- 
lich betont  werden:  w  ist  zwar  der  Bildpunkt  yon  z^  aber 
w  -|-  dw  im  Allgemeinen  nicht  mehr  der  Bildpunkt  yon  z  -{•  dB\ 
denn  w  -{-  dw  bestimmt  sich  nicht  aus  der  Gleichung 
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sondeni  aus 

df€  =  f  (j0f)  de. 
Setzt  man  aber 

to  +  Aw  -=  f{e  +  Air), 

80  wird  für  Ajet  »»  0 

i.     Ate       dto 

Ae         de 
Unser  Satz  sagt  also: 

Ist  (0,Z'\-£ii  0y0'\'A^z)  ein  Dreieck  und  (w,U7+^i «?,«?+ A^w;) 
sein  Bildy  so  wird  an  der  Grenze  für  A^^e: "»  ^z  "»  0  auch: 

A,«7  A,«7 

Die  Dreiecke  konvergieren  also  nach  der  Ähnlichkeit.  Man 
sagt: 

Die  durch  eine  analytische  Funktion  w  <=  f{z)  der  kom- 
plexen Variabelen  $  bewirkte  Abbildung  der  $- Ebene  auf  die 
W'Ebene  ist  dem  Original  ähnlich  in  den  kleinsten  Teilen;  sie 
ist  unnkeltreu  oder  konform. 

881.  Winkel  Bweier  Kurven.  Um  noch  etwas  genauer 
in  das  Wesen  der  konformen  Abbildung  einzudringen,  wollen 


Fig.  89. 


*  \  I 


w  +^^w 


w  +J^W 


Z' Ebene. 


w- Ebene, 


wir  (Fig.  83)  den  Winkel  betrachten^  unter  dem  sich  zwei 
Kurven  (7|  und  C^  in  der  0-Ebene  schneiden;  die  Bildkurven 
0/  und  C^'  in  der  u;- Ebene  schneiden  sich  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  unter  demselben  Winkel.  Dies  wollen 
wir  jetzt  zeigen. 
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Wir  können  uns  die  Kurven  Ci  und  Cg  dadurch  analy- 
tisch gegeben  denken,  dafs  wir  x  und  y  als  Funktionen  eines 
reellen  Parameters  t  dargestellt  haben.  Indem  wir  in  die  Glei- 
chungen u^g){x,y) 

v  =  t{x,y) 

die  der  Kurve  C,  oder  Cg  entsprechenden  Werte  von  x  und  y 
als  Funktionen  von  t  einsetzen,  werden  u  und  v  als  Funk- 
tionen von  t  dargestellt  und  definieren  somit  wieder  eine  Kurve 
in  der  «;- Ebene  —  die  Bildkurve  von  C^  bezw.  C,. 

Setzen  wir  im  Besonderen  t  »=  t^,  so  erhalten  wir  einen 
bestimmten  Punkt  (x^y)  auf  der  Kurve  6\  und  einen  solchen 
auf  der  Kurve  (7,.  Wir  nehmen  an,  daJs  dasselbe  Wertepaar 
(rc,  y)  geliefert  wird,  wenn  wir  ^  =  f^^  in  die  Gleichungen  der 
Kurve  C^  oder  wenn  wir  t^^t^  in  die  Gleichungen  der  Kurve 
Cg  einsetzen.     Setzen  wir  dann 

z  =  x  +  yi, 

so  schneiden  sich  C^  und  C^  in  dem  Punkte  e,  der  dem  Para^ 
meterwerte  t  ^^t^  entspricht  Demselben  Parameterwerte  ent- 
spricht ein  bestimmtes  Wertepaar  (UyV),  welches  den  Bild- 
punkt 

des  Punktes  0  in  der  u;- Ebene  liefert,  indem  sich  die  Bild- 
kurven Ci  und  C^'  schneiden. 

Wir  nehmen  an,  dafs  alle  vorkommenden  Funktionen  in 
der  Umgebung  der  Stelle  t  '^  t^  und  der  entsprechenden 
Stellen  (rc,  y)  und  (u^v)  der  Forderung  93  genügen.  Erteilen 
wir  t  den  Wert  t^^  At,  der  in  der  Umgebung  von  t^  liegt^ 
so  entspricht  ihm  ein  bestimmter  Punkt 

z  +  AjiBf  =  (a:  +  yi)  -f  (Ajic  +  A^y  •  t) 

der  Kurve  C^,  ein  bestimmter  Punkt 

0  +  AjiBf  =  (a;  +  yi)  +  (A^x  +  A,y  •  i) 

der  Kurve  C^,  ein  bestimmter  Punkt 

w  +  Aj«;  =  (u  +  vi)  -|-  (Aji«  +  A^v  -  i) 

der  Kurve  C/  und  ein  bestimmter  Punkt 

«;  +  A,  m;  =  (tt  +  vi)  -|-  (A,  u  +  A,  v  •  i) 
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der  Kurve  C,';  w  ist  der  Bildpunkt  von  gy  w?  +  A^m;  der  von 
0  +  Aj^er,  to  +  ti^w  der  von  z  -\-  Aj^ei;  d,  h.  es  ist 

t€'^f{e),  «;  + Aiti?=»/*(jEf4-^i^);  w'  + A2ti?  =  /'(jef  + Ajjef). 
Dementsprechend  erhalten  wir  das  Dreieck  (z,z-^£ii0y0+£i^0) 
und  dessen  Bild  (w,  w  +  A^w^  tc  -^  A^fv),  die  Dreiecke  sind 
in  Figur  83  gezeichnet^  sie  sind  im  Allgemeinen  nicht  ähnlich. 
Lassen  wir  nun  aber  A^^^O  werden,  und  nehmen  an^ 
dalB  an  der  Stelle  t  =  tQ  weder  f&r  die  Kurve  C^  noch  f&r  C^ 

die  Differentialquotienten  -^  und  -^  gleichzeitig  null  sind,  so 

bestimmen  diese  die  Tangente  im  Punkte  js  an  die  KurveC^, 

in  die  die  Sehne  z,  e  '\-  A^sf  übergeht  und   die  Tangente  im 

Punkte  0  an  die  Kurve  C^,  in  welche  die  Sehne  z,  0  -{-  A^z 
übergeht.     Es  werde  an  der  Stelle  t  ^=  t^  för  die  Kurve  C^x 

—  —  lim  ^-  =  2: '     ''y  =  lim  ^  —  !/ ' 

dt  At    —     1  '     dt  —  A*    —  "1 

"*        Ae-«0  ^'  "^        A<«0^^ 

imd  fOr  die  Kurve  Q: 

dx        |.       A^x  ',     dy        ,.       A,y  , 

"*       A*— 0  At«-0     ' 

Ebenso  wird  aber  fClr  A^  >»  0  die  Tangente  an  die  Karve 

Ci    bestimmt  durch 

du        y,       A.u  ,     dv         |.       A,t;  , 

-T^r  =  hm  -^.  «»  Ml ,    :,  -  =  hm  -^r  •=*  «^1 

^*       A«-0^*  ^*       A«-0^* 

und  die  Tangente  an  (72  bestimmt  durch 

du        |.      A,i«  ,        ,     dv         1.      A.«  / 

:Tr  —»  lim  -xr  =  w« ,    tt  =*   hm  -^-  ««  v«  . 

^*      A«-0^*  ^*       Ae-0^* 

Nach  bekannten  Regeln  wird  dabei: 

**i         ax    ^1  "1 dy    y^'  ^1      "~ä5~"^i  "T — w  '^' 

und: 

Dabei  sind  u/  und  v/  nicht  beide  null  und  auch  u^  und  t;}' 
nicht  beide  null.  Denn  wäre  z.  B.  tt/"Bi;/=BOy  so  hätte 
man: 

F^^i +ä"yyi  ~^>  a:s^i +Fyyi~^- 
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Also  würde  die  Determinante 

dx  dy        dy  dx  ~  \dxf  "*"  \dy)  '^\dx)  "^  \dy)  ~  " 

sein  oder  man  hätte: 

dtp       dqt       dip       d'ip       r^ 
dx       dy        dx       dy 

Dies  schliefsen  wir  aber  aus. 

Nach  dem  in  der  vorigen  Nummer  Bewiesenen  ist  nun, 
da  für  A^  s»  0  auch  A^jer  und  A^g  verschwinden: 

lim  -^  s«  lim  >^-_ . 
A<-0^i^       A«-0^»*^ 

Rechts  und  links  stehen  zwei  komplexe  Zahlen.  Sollen  diese 
gleich  sein,  so  müssen  ihre  Argumente  übereinstimmen.    Das 

Argument  der  komplexen  Zahl  ~-  ist  aber  gleich  dem  Winkel, 

den  die  Sehnen  0,  0  -{-  A^z  und  js,  js  -{•  A^0  mit  einander  bil- 
den; an  der  Grenze  A^  =  0  geht  aber  der  Winkel  in  den  der 
beiden  Tangenten  in  je?  an  die  Kurven  C^  und  Q  über.  Ana- 
loge Betrachtungen  gelten  für  die  u; -Ebene.  Wir  sehen  also, 
dafs  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  der  Winkel  der 
Tangenten  in  0  der  Grofse  und  dem  Sinne  nach  mit  dem 
Winkel  der  Tangenten  in  tv  übereinstimmt.  Hierdurch  ist 
unsere  Behauptung  erwiesen. 

Wählt  man  auf  der  Tangente  an  C^  willkürlich  einen 
Punkt  0  -\-  d^0  und  auf  der  Tangente  an  C^  willkürlich  den 
Punkt  0  '•\'  d^g  und  berechnet  d^to  und  d^to  aus 

dj^w  B»  /*  (je?)  .  di0y    d^w  =  T  (ier)  •  d^0, 

so  liegen  die  Punkte  d^^w  und  d^w  auf  den  Tangenten  an 
Ci  bezw.  C^'y  und  es  sind  die  Dreiecke 

{0,  0  -|-  djjEr,  0  -f-  d^0)  und  («?,  w  -|-  d^w^  w  -f-  d^w) 

ähnlich  nach  den  Betrachtungen  der  vorigen  Nummer. 

882.  Die  konforme  Abbildnng  definiert  die  Funktionen 
einer  komplexen  Variabelen.  Wir  setzen  jetzt  umgekehrt 
voraus,  dafs  die  Gleichungen 

(2)  w  =  9(^,y),     v  — V'C^jy) 
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die   {Xj  y)-£b6ne   winkeltreu   auf  die   (u^  t;)-Ebene   abbilden. 
Alsdann  behaupten  wir: 

Uf  m^u  -{-vi 

ist  eine  Funktion  von  x  -^  yi. 

Um  dies  einzusehen  fixieren  wir  einen  bestimmten  Punkt 
P{Xy  y)  in  der  {x^  y)- Ebene  und  seinen  zugehörigen  Bildpunkt 

Flg.  84. 


li^P,{a:+dcc,y) 


sc 


(sc^y)  "Eben^ 


4)- 


u 


(«,<;)  "Ebene 


^(w, v)  in  der  (m,  t;)-Ebene.  Wir  gehen  jetzt  in  der  {x^y)- 
Ebene  längs  einer  Parallelen  zur  rr-Aze  (Fig.  84)  zu  dem 
Punkte  Pi(a:  +  8a:,  y)  über. 

Dem  Zuwachs  dx  von  x  entsprechen,  da  y  ungeändert 
bleibt,  die  partiellen  Differentiale  von  ti  und  v  in  Beziehung 
auf  x\ 

dgU  =  ^-  dx,  dxV  =  ^—  dx. 
*  dx      '  dx 

Wir  markieren  jetzt  in  der  (u,t;) -Ebene  auch  den  Punkt 

Qi  (w  +  a^M,  V  +  a,v). 

Lassen  wir  andrerseits  x  ungeändert,  vermehren  aber  y 
tun  dy,  so  schreiten  wir  in  der  (fl;y)- Ebene  längs  einer  Pa- 
rallelen zur  y-Axe  vom  Punkte  {x,  y)  zum  Punkte  P^{Xy  y-^-dy) 
fort.  Dem  Differentiale  dy  entsprechen  die  Differentiale  von 
u  und  v\ 


dyU 


du  ^       ^  dv  ^ 

ä^ay,   a,t;-^ay, 


dy 


Berrot,  Diff.-  u.  Integral-Beobnaog.    L    9.  Aufl. 
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und  wir  markieren  in  der  (u,  t;)- Ebene  den  Punkt  Q^iu  -f  d^y^ 
V  +  dyv). 

Nach  der  Definition  der  konformen  Abbildung  mufs  jetzt 
das  Dreieck 

ähnlich  sein  dem  Dreiecke  / 

Der  Winkel  bei  P  ist  aber  ein  rechter  ^   folglich  steht 
auch  QQi  senkrecht  auf  QQ^]  d.  h.  es  ist: 

(4)  ^*:^  .  V  _  _  1 

^  ^  Ku     d^u  ™* 

Sodann  müssen  die  Verhältnisse 

PP.  „  dy 
PP^        dx 
und 


QQi      yd^u*+dy 

< 

übereinstimmen.     Also  folgt: 

(b)  l/W+W  _  dy 

^  ^  ^  d^u*+d^v^  ~  dx' 

Wir  schreiben  jetzt  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  so  um^  dals 
an  Stelle  der  Differentiale  die  Differentialquotienten  treten. 
Aus  (4)  folgt  durch  Multiplikation  mit  dgUd^u 

dsUdyU  +  dxVdyV  -=  0, 
also^  wenn  man  durch  dxdy  diyidiert: 


(6) 

du  du    , 
dx  dy    ' 

dv  dv        r. 
dx  dy^^    ' 

und 

(5)  erhält  durch  Quadrieren  die  Form: 

a,«>  +  d,v' 

'   ^^' + ^^' 

dx* 

^        dy*       ' 

oder 

> 
• 

(7) 

D'+  O' 

-  ©'+  ^)"- 

Aus 

(6)  folgt 

nxm,  dafs  wir  i 

setzen  können: 

du          dv 
dx^^  dy^ 

8©  _       .du 
dx               dy' 

Substituieren  wir  dies  in  (7),   so  folgt  fiir  A  die  Bedingung: 
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A  — +  1. 
Soll,  wie  vir  voranasetzen,  anch   der  Sinn  der  Winkel  er- 
halten bleiben,  so  isb  A  — >  -|-  1 ,  und  wir  finden: 

g«      a«      31- dM 

dx~  dy'    äse  dy' 

ÄIbo  iat  nach  Nr.  378  u -\-  vi  eine  Pnnktion  von  x  +  yi. 

888.  Beiapl«!.  Als  Anwendung  des  Vorhei^eheoden  be- 
trachten wir  die  in  Fig.  85  Teranscliauliclite  konforme  Abbil- 
dung, welcbe  dnrcli  die  Funktion  w  ^  e*  herrorgemfen  wird. 


j-Bbtne 


Trennen  wir  reell  und  imaginär,  ao  wird: 

(1)  tt  ■=  e'  coay,     11  =  6*  siny. 
Hieraus  folgt: 

(2)  „»+t;*-=e'',     «=tgi,. 

Den  Geraden  a:  —  Sonst,  welche  in  der  0-Ebeue  parallel  zur 
tf-Aze  verlaufen,  entspricht  in  der  tr-Ebene  die  Schar  aller 
Kreise: 

w*  +  «j*  1=  Eonst, 

deren  Centrum  der  Punkt  0  ist.  Die  imaginäre  Axe,  d.  b. 
die  Gerade  j:  ■—  0  sondert  die  Schar  der  Parallelen  links  von 
ihr  von  der  Schar  der  Parallelen  zn  ihrer  Rechten,  ebenso 
sondert  der  Kreis  t4*  -|-  v'  —  1  mit  dem  Radius  1  alle  Kreise 
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um  0  in  solche^  deren  Badius  kleiner  als  1  ist  und  solche,  deren 
Radius  grofser  als  1  ist.  Allen  Punkten  z  links  von  der  late- 
ralen Axe  entspricht  das  Innere  des  Kreises  u^  H~  ^^  =  l?  allen 
rechts  von  ihr  das  Auüsere.  Dies  ist  in  der  Figur  85  durch 
Schraffierung  angedeutet. 

Den  Geraden  ya^Eonst,  die  in  der  je?-Ebene  parallel  zur 
^-Axe  yerlaufeuy  entspricht  in  der  u;- Ebene  der  Strahlbüschel 

—  =  Eonst., 

dessen  Centrum  der  Punkt  0  ist.  Geht  y  von  0  bis  2%^  so 
durchläuft  der  entsprechende  Strahl  —  in  der  u;-Ebene  be- 
reits alle  Strahlen  des  Büschels.  Also  schon  dem  Streifen  in 
der  jer-Ebene,  welcher  von  der  a;-Axe  und  der  zu  ihr  paral- 
lelen Geraden  im  Abstände  27C  eingeschlossen  ist,  entspricht 
die  ganze  u;-Ebene.  Jeder  Punkt  in  diesem  Streifen  hat 
zum  Bildpunkt  einen  und  nur  einen  Punkt  der  ti;-Ebene  und 
umgekehrt.  Geht  y  von  2%  bis  49r,  so  entspricht  wieder 
jedem  Punkte  a  in  diesem  Streifen  ein  und  nur  ein  Bildpunkt 
w  der  tc;- Ebene.  Auf  diese  Weise  zerlegt  sich  die  ganze 
jer-Ebene  in  Streifen  Yon  der  Höhe  27Cj  und  das  Bild  eines 
jeden  von  ihnen  ist  immer  die  ganze  t<;-Ebene.  Diese  That- 
sache  veranschaulicht  recht  deutlich  den  Umstand^  daUs  ^ 
die  Periode  2%i  besitzt;  indem  zwei  Werte  e^  die  um  2ni 
differieren,  d.  h.  die  im  Abstände  2%  senkrecht  übereinander 
stehen^  immer  denselben  Bildpunkt  w  haben. 

Jede  Geradea?«=Eonst  schneidet  jede  Gerade  j/»»  Eonst  unter 
einem  rechten  Winkel.  Der  Eonformität  unserer  Abbildung 
entsprechend  schneidet  auch  jeder  Ereis  u^ -\' v^ ^^^TLonBi  jeden 

Strahl   ""  =  Eonst  unter  einem  rechten  Winkel. 
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Zerlegniig  der  rationalen  Funktionen  in  PartialbrUclie. 


§  1.  Existenz  der  Partialbraclizerlegaiig. 

884.  Einleitende  Bemerkungen.  Die  Zerlegung  der  ra* 
tionalen  Funktionen  ist  ftir  die  Analysis  von  grofser  Bedeu- 
tung, und  wir  werden  besonders  in  der  Integralrechnung 
Gelegenheit  haben,  sie  anzuwenden.  Auch  halte  ich  es  für 
notwendig,  hier  alle  auf  diese  Theorie  bezüglichen  Entwicke- 
lungen  anzugeben,  welche  ich  in  meinem  ,,Lehrbuch  der  höheren 
Algebra'^  dargestellt  habe. 

Wir  werden   zuerst   beweisen,   dafs    sich   eine   rationale 

Funktion  y^w  deren  Zahler  und  Nenner  beliebige,  aber  rela- 
tiv prime  Polynome  sind,  d.  h.  keinen  gemeinsamen  Teiler 
besitzen,  zerlegen  läfst  in  eine  ganze  Funktion  (welche  auch 
null  sein  kann)  und  in  Fartialbrüche,  deren  Zähler  konstant, 
xmd  deren  Nenner  die  verschiedenen  Potenzen  der  linearen 
Faktoren  sind,  in  welche  das  Polynom  f{x)  geteilt  werden 
kann.  Wir  werden  dann  weiter  zeigen,  dafs  die  rationale 
Funktion  sich  so  nur  auf  eine  einzige  Weise  zerlegen  lafst, 
und  werden  endlich  den  Weg  angeben,  diese  Zerlegung  aus- 
zuführen. 

885.  Bzistenz  einer  PartialbxiiehBerlegiing.  Wir  be- 
weisen zunächst  den 

Satn.  Es  sei  a  eine  a- fache  Wurzel  der  Gleichung  f{x)'^0, 
d.  h  es  sei  identisch 

/'(a;)«(a:-a)«./;(^), 

UH)  f  und  fi  Polynome  sind,  von  denen  das  zweite  für  x  «^  a 
nicht  verschwindet  Es  sei  femer  F(x)  ein  Polynom  von  z, 
welches  ebenfalls  für  x  ^=  a  nicht  verschwindet.    Alsdann  Jcann 


534  Zwölftes  Kapitel. 

die  rationale  Funktion  -j^  in  zwei  Teile  der  folgenden  Art  zer- 


legt  werden: 


F(x)  A        ,  Fi(x) 


+ 


fix)        {x-aT         («~ar-Vi(«) 

A  bedeutet  dabei  eine  von  null  verschiedene  Konstante^  -^i(^) 
ein  Polynom, 

Denn  es  ist  identisch,  was  auch  der  Wert  Yon  A  sein  mag: 

F{x)  _         F{x) A  F{x)^AfAx) 

fix)  ~(a;-ar^i(aj)"(a!-a)«"''   (aj-arA(«)  ' 

und  damit  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  in  seinem 
Nenner  nur  die  «  —  1*"  Potenz  von  x  —  a  enthalt,  muDs  der 
Zähler  F{x)  —  Af^ix)  durch  a;  —  a  teilbar  sein,  d.  h.  (Nr.  374) 
für  X  '^  a  verschwinden.     Setzen  wir  also 

so  wird 

^        /i(a) 
Dieser  Wert  von  A  ist  endlich  und  von  null  verschieden, 
weil  fi(a)  und  F(a)  nicht  null  sind.    Wählt  man  also  f&r  A 
diesen  Wert  und  setzt  man 

F(x)-Af,(,x)^ix-a)F,(x), 


80  ist 


Fix)  A         .  Fl  ix) 


+ 


fix)        (iT-a)«        («-a)«-Vi(«) 
Folgesatz,    Es  sei 
fix)  ^{x  —  aY  {x  --hy  {X'-cy  ...{x  —  lfy 

wobei  a,  6,  c  . . .  {  verschiedene  Gröfsen,  und  a,  ß  . . .  k  positive 
ganze  Zahlen  sind,  und  es  sei  F(x)  ein  zweites  Polynom^  welches 

a,  bj  c,. .  ,1  nicht  zu  Ntdlstellen  hat    Alsdann  kann  die  ratio- 

t*  (x) 
naie  Funktion  -——  in  folgender  Weise  zerlegt  werden: 

Fjx)  _        4  ,  A,  . ^g-l 

fix)         (a;-o)"        («— of~^    '  x  —  a^ 

^Lm     _— _— —         ^Lm  -~     a^^B      •      •      ■       L__-— , 


+  <iri?  +  i;;:^  +  --fei  +  ^W- 
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DiAei  heäeuten  Ay  A^y . . .  B,  B^ . . .  L^  Li . . .  Konstanten^  unter 
denen  A,  B . . .  L  nicht  verschwinden,  und  E(x)  eine  ganße 
Funktion. 

Denn  setzt  man  wie  yorhin 

so  ist  nach  dem  obigen  Satze: 

F(x) A         ,  F,{x) 


(x-a)Vi(«)        {x^af        («-ar-Vi(«)' 
FAX) A,  , F,(x) 

:— 1  "T 


(a;-a)«-Vi(»)        (aJ-a)«"^        (x^af-^ f,{x)  ' 


Aj  Ai  ...  ^a^i  sind  endliche  und  bestimmte  Konstanten, 
Fi(x)f  F^(x)  . . .  Fa(x)  ganze  Funktionen.  Zu  bemerken  ist 
nur,  dafs,  während  die  Eonstante  A  niemals  gleich  null  ist, 
die  Oröfsen  A^,  A^  ...  Aa—i  auch  null  werden  können,  denn 
die  Polynome  ^,(ä),  F^ix)  . . .  können  durch  x  —  a  teilbar 
sein.     Addiert  man  die  Gleichungen,  so  folgt 

Fix)        _       A  A,  .  ^g-i         F^(x) 

i«     '      />-       ^\a  — 1  "T    *  * '    an  —  a      *" 


(«  — a)''A(a?)        («  — a)«        (a;  — a)«-^  x-a     '     f^{x) 

Setzt  man 

f,{x)~ix-hyf,(x) 

F^{x) 
und  verfahrt  mit  dem  Quotienten  —n~T-  in  derselben  Weise, 

SO  erhält  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

Fgix)^      F,(x) ^   .  _^i B^^,       F^^^(x) 

f^{x)'^{x-h)^~f,{x)^{x-'b)P      (a;-6/-*  "^"'aj-ft"*"     f,(x) 
Folglich  ist 

F(x)  ^       A         .  Ai  . ^g-l 

/•(aj)  "(«  — a)*         (ä  — a)"-^  '    x  —  a 

+       ^       + ?l +  ...  ^^+  5J:/»^. 

(x  — 6/         (aj  — 6)^-1  a;-6    '       /i(aj) 

B,  B^  . . ,  sind  bestimmte  Eonstante,  deren  erste  von  null  ver- 
schieden ist,  Fa+fi(x)  ein  Polynom.  Fährt  man  so  fort,  so 
erhält  man  die  zu  beweisende  Gleichung. 
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886.  Die  Fartialbxxiohseirlesung  ist  nur  auf  eine  Weise 
möglich. 

Die  Eindeutigkeit  der  Zerlegung  folgt  aus  der  eindeutigen 
Bestimmung  eines  jeden  Wertes  A,  Äi  , .  .y  B,  B^^. . .,  läfst 
sich  aber  auch  in  noch  allgemeinerer  Weise  durch  folgende 

Überlegung  direkt  bestätigen: 

Fix) 
Nimmt  man  an,  dafs  für  den  Quotienten  -tt-t  zwei  ver- 

t{X) 

schiedene  Zerlegungen  gefunden  sind: 
und 


(x  —  af        (Ä  —  a)«-*  (x  —  bf        (x-h)f^ 

SO  ist  also 

-^  +  -'  +  E(x)^  — ^„-,  +  ...E\x). 

{x  —  a)"  (x  —  a) 

a  und  a  sollen  die  höchsten  Potenzen  von  x  —  a  auf  beiden 
Seiten  angeben;  dann  ist  zu  beweisen,  da&  a  ^^  a  und  Ä^^A' 
ist.     Wenn  nämlich   a  und  a    verschieden  sind^   und   a>  d 

ist,   so    entnehmen  wir  aus  dieser  Gleichung  den  Wert  von 

A 

und   bringen   alle  übrigen  Glieder  auf  den  gleichen 

{x  —  ay 

Nenner.     Alsdann  wird 

A  (p{x) 


(07— a)"        (x  —  af-^^ipix)  ^ 
oder 

j  (x  —  a)(p(x) 

9)(ä?)  und  ^(o;)  sind  Polynome,  von  denen  das  zweite  nicht 
durch  X  —  a  teilbar  ist.  Andererseits  ist  A  eine  Eonstante; 
es  folgt  also,  dafs  der  Wert  null  sein  mufs,  denn  fQr  ^  «»  a 
ergiebt  die  Gleichung  den  Wert  ^  «»  0.  Ist  also  A  nicht  gleich 
null,  so  kann  man  nicht  annehmen,  dafs  a  >  a''  ist;  es  ist  also 
a  =  a\  Daraus  aber  geht  weiter  hervor,  dafs  A^=  Ä  ist. 
Denn  die  Gleichung  zwischen  den  -beiden  Zerlegungen  ergiebt 
nun,  wenn  a  ^^  a  ist: 

A  —  A'  Kp{x) 

(x-^ay  ~  (ä  —  a)**-  ^^ («) ' 
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oder 

.  .,        (g  — a)y(a?) 

^-^ ^) 

Auch  hier  sind  q>(x)  und  ilf{x)  zwei  Polynome^  von  denen 
das  zweite  durch  x  —  a  nicht  teilbar  ist.  Die  Differenz  Ä  —  Ä' 
ist  also  gleich  null  fQr  x^^  a. 

Da  sonach  die  Glieder,  welche  die  höchste  Potenz  von 
X  —  a  im  Nenner  enthalten,  nach  beiden  Seiten  einander 
gleich  sind,  so  kann  man  sie  fortlassen,  und  die  Reste  sind 
einander  gleich.  Indem  man  nun  diese  Reste  ebenso  behandelt, 
erkennt  man,  dafs  auch  die  Glieder,  welche  im  Nenner  die 
höchste  Potenz  desselben  Binomes  x  —  a  oder  irgend  eines 
anderen  enthalten,  gleich  sein  müssen,  und  fahrt  man  so  fort, 
so  erkennt  man  weiter,  dafs  überhaupt  die  Partialbrüche  in 

den  beiden  Ausdrücken  für  den  Quotienten  -7—  einzeln  unter 

einander  gleich  sind.    Daraus  folgt  auch  schliefslich  die  Gleich- 
heit von  E(x)  und  E\x), 

Folgerung,  Die  ganze  Funktion j  welche  hei  der  Zerlegufig 
eines  rationalen  Bruches  -—y   auftritt,   ist  gleich    dem   ganzen 

Quotienten,  der  hei  der  Division  von  F(x)  durch  f(x)  erhalten  wird. 

Denn  bezeichnet  man  mit  F(x)  diesen  Quotienten  und 
mit  q>{x)  den  Rest  dieser  Division,  so  ist 

Da  der  Zähler  des  Bruches  ^r^  von  niederem  Grade  ist 

als  der  Nenner,  so  wird  diese  Funktion  für  2:  «»  00  gleich  null, 
folglich  kann  sie  keine  ganze  Funktion  mehr  erhalten. 

§  2.  Ausführung  der  Partialbmehzerlegung. 

887.  Spesialfally  dafs  der  Nenner  ana  lauter  einfaohen 
Faktoren  besteht.  Es  sei  f(x)  «»  (o?  —  a)  (o?  —  6)  . . .  {x — I), 
und  a,  h,  , , ,  l  seien  lauter  verschiedene  Werte.  Bezeichnet 
F(x)  ein  beliebiges  Polynom,  so  wird  nach  den  vorigen  Sätzen: 
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Ay  B, , . .  L  sind  von  null  yerschiedene  Konstante^  •^(^)  ^uie 
ganze  Funktion. 

Wie  wir  schon  sagten^  kann  man  das  Polynom  E(x)  da- 
durch erhalten ;  dafs  man  die  Division  von  F{x)  durch  f(x) 
ausführt^  fidls  die  Ordnung  des  Zählers  gleich  oder  grofiser 
ist  als  die  des  Nenners.  Sonach  hat  man  nur  die  Grofsen 
A,  Bf .,,  L  zu.  bestimmen.  Multipliziert  man  die  Gleichung  (1) 
mit  f(x),  so  folgt: 

m  -  #^t  +  IS  +  •  •  -f^  +  ^(-) /•(-). 

und  diese  Gleichung  ist  eine  identische^  d.  h.  sie  gilt  bei  allen 
Werten  von  x.  Setzt  man  x  gleich  a,  so  werden  alle  Glieder 
auf  der  rechten  Seite  null,  mit  Ausnahme  des  ersten.  Dieses 
wird  gleich  Af{a),  wenn  man  mit  f  (p^)  die  Ableitung  der 
Funktion  f{x)  bezeichnet.     Folglich  ist 

Fia)  =  Äf'(a),  also  ^  =  f|- 

Da  nun  a  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(x)  «=  0 
ist;  so  hat  man 

w  ^     f^^ay   ^     r{b)     ^      f{iy 

und  die  Gleichung  (1)  wird : 

Ist  der  Grad  von  F(x)  kleiner  als  der  Grad  m  von  f(x), 
so  wird  die  ganze  Funktion  null^  und  es  ist: 

fA\       EM  i^W         ,         F{b) F(T) 

Es  sei 

F{X)  =  P^X^-^  +  P.X^-^  H Pm^<,X  +  Pm-l. 

Multipliziert  man  die  Gleichung  (4)  mit  f{x)  und  ordnet 
die  rechte  Seite  nach  abnehmenden  Potenzen  von  x,  so  wird 
der  Koeffizient  von  x^""^  gleich 

F(a)    ,    F{bl  F(fl 

f{a)  "^  r{h)  ■*      rw ' 

diese  Summe  ist  gleich  dem  Koeffizienten  von  x^^^  auf  der 
linken  Seite  ^  also  gleich  P^;  es  ist  also 
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wobei  das  Summenzeichen  2  die  Bedeutung  hat^  dafs  man  x 
durch  jede  der  m  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  «=  0  ersetzen 
und  die  Summe  der  erhaltenen  Werte  bilden  soll.  Ist  die 
Funktion  F(x)  höchstens  vom  Grade  m  —  2,  so  ist  die 
Oroüae  Pq  gleich  null;  und  man  erhält  in  diesem  Falle: 

eine  Gleichung^  welche  bei  vielen  algebraischen  Untersuchungen 
nützlich  ist. 

888.  Srste  Methode  zur  Bereohnung  der  Fartialbrüohe. 
Der  erste  Lehrsatz  der  Nr.  385,  durch  welchen  die  Möglich- 
keit der  Zerlegung  nachgewiesen  ist,  enthält  zugleich  die 
Methode,  sie  auszuführen.     Denn  setzt  man 


so  erhalt  man 


F(x)  A         ,  Fi(x) 


+ 


.  nx)      (x-a)'  ■  (*-ar-V.(*) 

indem  man 

A  =  ^,     und    F^{x) ^^^^- 

setzt.  Man  hat  auf  diese  Weise  einen  Partialbruch,  und  man 
findet  die  übrigen,  wenn  man  den  nämlichen  Satz  auf  den 
Quotienten  ^  .. 


anwendet.  Hat  die  Gleichung  f{x)  >=  0  lauter  einfache  Wurzeln, 
so  gelangt  man  auf  diese  Weise  auch  wieder  zu  der  vorhin 
aufgestellten  Formel.  Aber  abgesehen  von  diesem  Falle,  er- 
fordert die  Ausführung  dieses  Prozesses  ziemlich  umständliche 
Rechnungen. 

889.  Zweite  Methode  zur  Bereohnung  der  Fartialbrüche. 

Man  kann  auch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten 
anwenden,  die  wir  schon  in  Nr.  387  benutzt  haben.  Unter 
den  alten  Voraussetzungen,  dafs  f(x)  und  F(x)  keinen  ge- 
meinsamen Teiler  haben,  und  a  eine  a -fache  Wurzel  von  der 
Gleichung  f(x)  «»  0  ist,  setze  man: 
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A«)         {x  —  af       {x  —  af-'^  x-a  f(x) 

nach  Nr.  385.    Multipliziert  man  dann  die  Gleichung  mit  f{x)y 
und  ersetzt  man  zugleich  x  durch  a  -f-  A;  so  folgt: 

Nun  ist  nach  der  TayZorschen  Entwickelung: 
und  trägt  man  diese  Werte  ein^  so  wird: 

+ 

+  Aa-i  l^f^'Ka)  +  ■■]+  h'Faia  +  A). 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Wert  von  A;  setzt  man 
also  die  Koeffizienten  der  gleichen  Potenzen  von  h  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich^  bis  zur  Potenz  a  —  1^  so  erhält  man: 


-A — flo+tifa)  4 ^i—fi^+Dfa)  +  :dif(fl)(a)  =   -F''(a) 


( 


Ä  Ä  Ä 

(2a  — 1)!'  ^"^^(2a  — 2)!'  v">' ^        («+l)l'  ^^ 


+  -«7L^.)(,)  =  ___2.(<«-t)(a). 
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Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  nach  einander  die 
Werte  A^A^,Ä^.,.  berechnen,  und  diese  Werte  sind  endlich 
und  bestimmt,  weil  f^(a)  der  Annahme  nach  von  null  ver- 
schieden ist.  So  ergeben  sich  alle  Partialbrüche,  welche  den 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung  f(x)  =  0  entsprechen, 
und  die  ganze  Funktion  kann  von  vornherein  durch  Division 
von  F(x)  durch  f(x)  ermittelt  werden. 

Man  kann  die  Rechnung  auch  in  folgender  Weise  aus- 
führen: Nachdem  man  durch  Division  die  ganze  Funktion  be- 
stimmt hat,  setzt  man  den  übrigen  echt  gebrochenen  Teil  gleich 
der  Summe  von  Partialbrüchen,  in  welche  sich  derselbe  zer- 
legen lassen  muls,  wobei  die  Zähler  dieser  Brüche  noch  un- 
bestimmt sind.  £ntfemt  man  nun  durch  Multiplikation  alle 
Nenner  und  setzt  man  die  Koeffizienten  gleicher  Potenzen  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich,  so  erhält  man  die  zur  Bestim- 
mung dieser  Koeffizienten  notwendigen  linearen  Gleichungen. 

890.  Dritte  Methode  snr  Bereohnnng  der  FartialbrüolLe. 
Endlich  kann  man  auch  die  Zerlegung  durch  ein  Verfahren 
gewinnen,  welches  nur  algebraische  Divisionen  erfordert.  Denn 
setzt  man  wie  vorhin 

fix)  -  (a;  -  ayf^ix), 

und  schreibt  man  a-\'  h  an  Stelle  von  x^  so  wird  die  Glei- 
chung (1)  der  vorigen  Nummer,  multipliziert  mit  h^: 

Ordnet  man  F(a  -+-  h)  und  /i(a  -f-  h)  nach  steigenden 
Potenzen  von  h  und  dividiert  dann  F(a  -f-  h)  durch  /^(a  +  ä), 
bis  ein  Rest  von  mindestens  a^°^  Grade  bleibt,  so  wird  der 
bis  dahin  erhaltene  Quotient  gerade  das  Polynom 

A  +  A,h  +  A^h*  + h  ^a^iÄ«-! 

sein.    Durch  diese  Division  findet  man  also  die  Partialbrüche, 
welche  zur  Wurzel  a  gehören. 

In  gleicher  Weise  kann  man,  unabhängig  von  einander, 
die  Partialbrüche,  welche  zu  den  verschiedenen  Wurzeln  ge- 
hören, bestimmen,  noch  einfacher  aber  wird  es  sein,  die  näm- 
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liehe  Methode  auf  den  Bruch    -^-, — r-rr-  anzuwenden,  welcher 

/i  (ö  +  Ä)  ' 

aus  dem  soeben   erhaltenen  Beste  — 7-7 — r^^ —  durch  Abson- 

fi  («  +  Ä) 

derung  des  Faktors  h^  entsteht.  Alsdann  erhält  man  die 
Glieder,  welche  sich  auf  eine  zweite  Wurzel  beziehen^  nebst 
einem  dritten  Quotienten,  mit  dem  das  Verfahren  fortzu- 
setzen ist. 

891.  FortsetEiing  der  vorigen  Methode.  Die  vorige  Me- 
thode hat  überdies  den  Vorteil^  dafs  man  für  die  Zähler  der 
Partialbrüche  zugleich  ihren  allgemeinen  algebraischen  Aus- 
druck kennen  lernt.  Denn  die  Division  der  Polynome  jF(a-j-A) 
^^d  /*i(a-|'  ^)}  welche  wir  zur  Bestimmung  der  Koeffizienten 
A,  Äi^  A^  , . .  ausführen,   ist  dieselbe   wie  die  Entwickelung^ 

der   Funktion    ^  ^  T  J    in    eine    nach    wachsenden   Potenzen 

fi  (a  +  Ä) 

von  h  geordnete  Reihe,  und  da  sich  eine  Funktion  nur  auf 
eine  einzige  Weise  in  solch  eine  Reihe  entwickeln  lä&t,  so 
erhält  man  dasselbe  Resultat  auch  nach  der  Mtic-LaurinBchen 

Formel.     Setzt  man  also 

Fix)  f  V 

80  Wird. 

=  g.(a)  +  Ä9,'(«)  +  |-i9'"(«)+-(^^9'<«-«(a)  +  A«i^.^ 
wobei  h'^'R^  den  Rest  der  Reihe  bedeutet.     Man  erhält  also 

und  folglich  den  allgemeinen  Satz: 

f{x)  —  (x  —  aY{x  ^by  ...(x-iy 

und  F(x)  eine  ganze  Funktion,  welche  durch  f(x)  dividiert  den 
gangen  Quotienten  E{x)  und  eine  echt  gelrochene  Funktion  lirfert, 
so  unrd,  wenn  man 

^(.;)-(z-a)«^>,*(x)=(x-6>»^...ö(x)-(x-0^^> 
setzt: 
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fix)  ^  ^      (a?— «r      {x  —  af-^       2!(ä— a)**-*  (a—l)l(x  —  a) 


892.  Neue  Darstellnng  der  FartialbraoliserlegTing.    Dem 

gewonnenen  Resultate  kann  man  noch  eine  andere  sehr  ein- 
fache und  elegante  Form  geben^  welche  wir  noch  aufstellen 
wollen.    Man  bezeichne  mit  F(x)  eine  rationale  Funktion^  mit 

die  verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung 

1 


F(x) 
und  mit 


0, 


w^y  m^  . .  .  w^ 

die  Ordnungen  der  Yielfachheit  dieser  Wurzeln.    Femer  werde 

der  Kürze  halber 

fp(x)  -s  (a;  —  x^Y^F{x) 

gesetzt,  wobei  q>{x)  eine  Funktion  bezeichnet;  die  für  x  «=»  Xi 
einen  endlichen  von  null  verschiedenen  Wert  hat. 

Denkt  man  sich  die  rationale  Funtion  F(x)  in  ihre 
Partialbrüche  zerlegt,  so  ist  die  Summe  der  zu  der  Wurzel  x^ 
gehörigen  Brüche 

Nun  ergiebt  sich  diese  Summe,  wenn  man  in  dem  Ausdruck 

{x^x,--tr^'^  (x-x,-tr--^'^       («^-.i_l)l(a.-a;^-fy-f-i 

■^      (m,^l)\(x-x,-'S) 

die  Grofse  g  gleich  null  setzt.  Die  Funktionen  9)'(^i  +  0^ 
9"(^i  +  0  •  •  •  können  aber  als  die  Ableitungen  von  9(0:1  +  t) 
nach  der  Yariabelen  g  betrachtet  werden,  und  man  erkennt 
leicht,  daJs  der  vorige  Ausdruck  sich  auf 
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(mj  — 1)!      C         X — «j— f 

reduziert.     D?*""^  bezeichnet  die  Wj  —  !*•  Ableitung  nach  %. 
Da 

ist,   80   ist   die  Summe   der   auf  die  Wurzel   x^  bezüglichen 
Partialbrüche  gleich  dem  Werte,  den  der  Ausdruck 


D 


,„,_!  r^F(-r,  +t) 


(•»4  —  1)  I      f  X  —  x^  —  J 

für  S  «>  0  annimmt.  Wenn  also  die  rationale  Funktion  F{x) 
keinen  ganzen  Bestandteil  enthält^  so  ist 

^^       ^(w^  — 1)!      C  aj  — a:„— f 

In  dieser  Formel  ist  nach  den  Differentiationen  g  »=»  0  zu 
setzen,  und  das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  alle  Indices  a 
von  1  bis  ft. 

Enthält  die  Funktion  F{x)  eine  ganze  Funktion  E{x)y 
so  hat  man 

F(.)  -  E{x)  +2" öÄTiriyT  i>c       -^-.::zy ' 

und  der  Wert  von  E{x)  laist  sich  foIgendermaCsen  bestimmen. 
Bezeichnet  n  den  Überschufs  des  Grades  des  Zählers  Yon  F(x) 
über  den  Grad  des  Nenners,  so  wird  n  der  Grad  der  Funk- 
tion E{pc).    Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  an  SteUe  yon  x 

den  Wert     -  und  multipliziert  beide  Seiten  mit  ;?",  so  folgt: 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  wenn  j9"jP(— j  in  eine  Reihe 

entwickelt  wird,  welche  nach  wachsenden  Potenzen  von  z 
fortschreitet,  die  Summe  aller  Glieder,  deren  Ordnung  nicht 

gröfser  ist  als  n,  gleich  f^E\--)  ist. 
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Nun  hat  man  nach  der  Mctc-Laurinachen  Formel 

also  ist 
oder 

^W  -  «■[£-i'(i)].+«-'grF(i)X+  !^  ^.[£"F(|)]. 

Die  Nullen  bedeuten,  dafs  nach  der  Differentiation  t  "^^  0 
zu  setzen  ist. 

Man  kann  auch  einen  anderen  noch  einfacheren  Ausdruck 
fftr  das  Polynom  E{x)  finden.     Der  Koeffizient  von  f»~'  in 

der  Entwickelung  von  S^-^ly)  T^^ch  ganzen  positiven  Potenzen 
von  S  ist  nämlich  gleich  dem  Koeffizienten  von  £"  in  der  Ent- 
wickelung von  Ü^'^^Fij-)»  Andererseits  sind  diese  Koeffizienten 
die  Werte,  welche  die  beiden  Ausdrücke 

_-5_     lind ?— 

für  S  "»  0  annehmen.    Also  ist  fClr  g  «i  0 

(n  — t)!         dt""'         ~n^  5? 

Demnach  wird  der  Wert  von  E{x): 

E(x)  -  ^  ^  [f  ^(|)  (1  +  S»  +  g»«'  +  •  •  •  £-^)]  • 
Da  für  ♦  >  n 

ist,  so  kann  man  aach  schreiben: 

S.rr.t,  DUt-  a.  Int«gr«l-Bwibnaiig.    I.  S.  Aufl.  35 
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Demnach  hat  man  die  folgende  Formel,  welche  die  Zer- 
legung einer  beliebigen  rationalen  Funktion  in  eine  ganze 
Funktion  und  in  Partialbrüche  darstellt: 

^  ^        n!     ^     1  — t«     ^-ÄJ  (m^— 1)! 


«  — a;„— t 


—  • 


Die  Grofse  g  mufs  nach  den  Differentiationen  gleich  null 
gesetzt  werden. 

§  3.  Anwendungen. 

808.  Anwendung  des  Vorigen  auf  den  Fall  eines  reeUeu 
Quotienten.     Die  entwickelte  Theorie  gilt  für  alle  rationalen 
gebrochenen  Funktionen ,  die  Koeffizienten  mögen  reell  oder 
komplex  sein.     Wenn  aber  die  Koeffizienten  reell  sind,  und. 
unter  den  Wurzeln  des  Nenners  f{x)  —  0  befinden  sich  kom- 

plexe  Werte,  so  enthält  auch  die  Zerlegung  des  Bruches  y^ 

komplexe  Konstanten.  In  diesem  Falle  sucht  man  die  Zer- 
legung so  abzuändern,  dafs  auch  die  einzelnen  Brüche  eine 
reelle  Form  bekommen. 

894.  Vorbereitender  Sats.  Die  Möglichkeit  solch  einer 
Zerlegungsform  ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  Satze: 

Satg,  Ist  ic*  +  P^  +  2  ^^  Produkt  der  beiden  hmjugiert 
komplexen  Faktoren  des  reeUen  Polynomes  f(x),  und  n  die 
höchste  Potenz  dieses  TrinameSy  wdches  einen  Faktor  von  f(x) 
bildet,  so  dafs 

f(x)  —  (a^  +px  +  qYf,  (x) 

ist,  so  kann  der  reelle  rationale  Quotient  y~  in  folgender  Weise 
zerlegt  werden: 

F{x)  __       Px-hQ         I F,(x) 

I      /  '.    .  .      xn  — 1 


fix)         {x*+px  +  g)''        (x^ +px  +  qr- Viix) 
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wobei  P  und  Q  reelle  Konstanten  und  F^{x)  ein  reeUes  Pohf- 
nom  ist. 

Denn  es  ist  identisch: 

und  man  kann  P  und  Q  so  bestimmen^  dafs  der  Zahler  des 
zweiten  Teiles  auf  der  rechten  Seite  durch  x^  -{-px  -f-  q  teilbar 
wird;  d.  h.  dafis  er  verschwindet;  wenn  man  fQr  x  jede  der 
beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

Ä*  +  pa?  +  2  —  0 

einsetzt.  Bezeichnen  wir  diese  Wxurzeln  mit  h-\'ih  und  h  —  ihy 
und  setzen  wir 

Fi),  +  iTc)  -  [P(Ä  +  ih)  +  q\f^{h  ±  ik)  —  0, 
so  wird 

P(h±ih)  +  Q^^^^^M±iN. 

Die  GröJjsen  M  und  N  sind  reell  und  haben  bestimmte 
endliche  Werte,  weil  der  Annahme  nach  fi(x)  nicht  mehr  teil- 
bar ist  durch  z^  +  px  +  q.    Die  Gleichung  zerlegt  sich  dann 

in  die  beiden 

Ph+  Q^M,    Pk  —  N, 

welche  für  P  und  Q  die  reellen  und  endlichen  Werte  ergeben: 

T.       N       ^        Mk-^Nh 

P-y^    Q ^— • 

Nachdem  die  Werte  yon  P  und  Q  auf  diese  Weise  be- 
stimmt sind;  setzt  man 

F{x)-{Px^Q)f,{x)  ^  p  ,  . 

und  Fi{pc)  wird  ein  reelles  Polynom,  und  man  erhält 

F(^) Px+Q        _| F^  {x) 

was  zu  beweisen  war. 

Folgerung.   Die  rationale  gdn'ochene  Funktion  j^  läfst 
sich  in  folgender  Weise  zerlegen: 

36* 
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r(aj)"'(Ä*+paj+2)«"*'(Ä'*+i)a:+2)'— ^"^'**   (x^+px-^-q)    "*"  /i(x/ 

fffdbei  P,  Q,  Pi,  Qi  . . .  reelle  Konstanten  und  F^{x)  ein  reeUes 
Pelffnam  heeekhnen. 

896.  Beeile  Fartialbraohserlegimg  eines  reellen  Quo- 
tienten. Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  analogen  der 
Nr.  385;  80  erhält  man  den  folgenden 

Satz,  Zerlegt  man  das  reelle  Polynom  f(x)  in  seine  redien 
Faktaren  ersten  und  Mweiten  Orades  derartj  dafs 

f(x)  —  (x—ay{x---ßy...{x—iy(x*+px+qy,..(a^+rx+s)'' 

F(x) 
istj  so  kann  man  die  rationale  Funktion  -^  in  folgender  Weise 

darstdlen: 

f(x)         "^W  -I-  (^_^^,  -^  (a,_„).-i  -^         a;-« 

+ 


(a?  — 2)^        (ä  — 2)^-^    '  x  —  l 

Px  +  Q  ^i^  +  Qi  P^ix+Q^i 

■•■  (a5»+px+9)-"*'(x»+paj+3)— i"*"'   x*+px+q  ' 


E(x)  heseidmet  eine  ganze  Funktion  y  die  auch  null  san  tauft, 
die  Gröfsen  Ä,  A^.. .  L,  L^. . ,  Pj  Q,  P^,  öi  . . .  sind  reelle 
Kon^anten. 

896.  Die  vorige  Zerlegung  iet  nur  auf  eine  Weise  m5glioh. 

Angenommen,  es  seien  zwei  Werte  f&r  die  nämliche  rationale 

F(x\  

Funktion    .,  /  gefunden.    Wie  in  Nr.  386  kann  man  alsdann 

t{x)    ° 

die  Gleichheit  der  Partialbrüche  beweisen,  welche  zu  linearen 
Faktoren  des  Nenners  gehören.     In  gleicher  Weise  läCst  sich 

diese  aber  auch   fiir  die  Faktoren  zweiten  Grades  beweisen. 

Px+Q  />, 

Ist  nämlich  — = -L-jl.  „  j^s  Glied,  dessen  Nenner  die  höchste 

{x^+px  +  qr 
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Poteoz  von  rc*  +  pa;  +  ff  üi  der  ersten  fttr  y^  gefundenen 
Zerlegung  enthalt^  und  — g -^--^ — r  das  analoge  Glied  in  der 

zweiten^  so  mufs  ti'^n'  sein.    Denn  nimmt  man  an,  dafs  n>n' 

wäre,  so  würde  aus  der  Gleichheit  der  beiden  Formeln  für 

F(x)     .  Px  4-  O 

—^   eine  Gleichuns  für  den  Wert  von  — = -^—^ — -  folgen. 

Dieser  Wert  würde  durch  eine  Summe  von  Gr'öjjsen  dargestellt 
sein,  von  denen  keine  in  ihrem  Nenner  eine  Potenz  von 
a^  -j-  px  ^  q  enthält,  deren  Exponent  grofser  ist  als  n  —  1. 
Bringt  man  diese  Glieder  alle  auf  gleichen  Nenner,  so  erhält 
man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

Px+Q  9(05) 


.8     I     ^^1     ^Ml  /Ji     I     ^^     I     ^\«— 1 


(aj'  +  paj  +  a)''        (x^'+px  +  qr-^fpix) 
oder 

g>(x)  und  ilf(x)  bezeichnen  Polynome,,  von  denen  das  zweit« 
if(x),  durch  a^  +  |)a;  +  2  nicht  teilbar  ist.  Diese  Gleichung 
ist  aber  unmöglich;  denn  die  Gleichung  Px  +  ö  =  0  müfste 
die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  a^  -\-  px  -j-  q  ^^  0  zulassen, 
was  nicht  eintreten  kann,  da  P  und  Q  der  Voraussetzung  nach 
nicht  beide  gleichzeitig  null  sind.  Man  kann  daher  weder 
n  >  w'  noch  «'  >  n  annehmen,  folglich  ist  n  '^  n. 

Weiter  ist  zu  zeigen,  dafs  auch  P  ^^  P'  und  Q  ^^  Q'  ist. 
Denn  betrachtet  man  wiederum  die  Gleichung,  welche  zwischen 

den  beiden  Formen  von  -?r-/  besteht,  und  vereinigt  man  auf 
einer  Seite  die  beiden  Tenne  -^; ^^^ — -  und 


auf  der  anderen  die  übrigen,  deren  Nenner  keine  höhere 
Potenz  von  x*  -j-  px  -j-  q  als  die  n  —  !*•  enthält,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung 


ix*+px  +  q)""  (X*  +px  +  fl)"""*V'(a;) 

oder 

(P  -  F)x  +  (Q-  Q')  «  («*  +px  +  q)^y 
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Auch  hier  bezeichnen  (p{pc)  und  ip{x)  Polynome,  von  denen 
if{x)  jedenfalls  nicht  teilbar  ist  durch  a?*+l>^  +  2>  ^^d  es 
folgt  also  wie  oben 

In  den  beiden  Formen  von  -jrr-  sind   also  die  Glieder, 

fix)  ' 

welche  im  Nenner  die  höchste  Potenz  eines  Faktors  zweiten 
Grades  enthalten,  einander  gleich.  Lälst  man  diese  Glieder 
fort;  so  sind  die  Beste  einander  gleich,  und  wendet  man  die- 
selbe Betrachtung  auf  diese  Funktionen  an,  so  sieht  man,  daCs 
die  beiden  Formen  der  betrachteten  Quotienten  aus  Partial- 
brüchen zusammengesetzt  sind,  welche  paarweise  überein- 
stimmen; zugleich  ergiebt  sich  auch  die  Gleichheit  der  ganzen 
Funktionen,  falls  solche  vorhanden  sind. 

897.  Methode  der  Berechniing.  Um  die  Zerlegung  aus- 
zuführen, wird  man  die  ganze  Funktion  und  die  Partialbrüche, 
welche  zu  reellen  Faktoren  ersten  Grades  gehören,  so  be- 
stimmen, wie  es  in  Nr.  388  und  in  den  folgenden  Nummern 
gezeigt  wurde.  Die  Brüche,  welche  zu  rellen  Faktoren  zweiten 
Grades  gehören,  kann  man  nach  einander  mittelst  desselben 
Verfahrens  berechnen,  welches  zum  Beweise  des  ersten  Lehr- 
satzes diente.  Auch  die  Methode  der  unbestimmten  Koeffi- 
zienten läfst  sich  anwenden. 

In  dem  Falle,  wo  die  komplexen  Wurzeln  der  Gleichung 
f(x)  :=»  0  alle  verschieden  sind,  kann  man  den  neuen  Ausdruck 

für  die  rationale  Funktion  -j^  auch  ableiten  aus  demjenigen, 

der  in  Nr.  387  aufgestellt  wurde.    Denn  sind  h  -f-  ik  und  h  —  ik 

zwei  einfache  komplexe  Wurzeln,  so  enthält  der  Bruch  -^^^ 
die  beiden  Partialbrüche 

FQi  +  ik)  1  ,     F(h-ik)  1 

f(fi  +  ik)'  x  —  h  —  ik     ^^^     rih-ik)'V-^h  +  ik' 

deren  Summe  die  Form  hat: 

Ä  +  iB      .      A  —  xB 


Ä  —  Ä  —  ik    *    X  —  h'\-ik 

Diese  reduziert  sich  demnach  auf 

Px+Q 
(x^hy  +  k^' 
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Hieraus  folgt,  dafs  der  Partialbrucli  /-^^r^-ri,  in  welchem 

P  und   Q   reelle   Konstante    sind,    die    beiden   Partialbrüche 
ersetzt,  welche  zu  den  Wurzeln  h  +  ik  gehören. 

808.  Lagranges  InterpolationBfonnel.  Eine  ganze  Funk- 
tion der  Yariabelen  x  vom  Grade  m  ist  yoUständig  bestimmt 
wenn  man  die  Werte  dieser  Funktion  kennt,  welche  zu  m  -f- 1 
gegebenen  yon  einander  verschiedenen  Werten  von  x  gehören. 
Die  Gleichung,  durch  welche  die  Funktion  bestimmt  wird,  ist, 
wie  man  sehen  wird,  genau  die  nämliche,  welche  in  Nr.  387 
aufgestellt  wurde,  und  die  den  Wert  einer  rationalen  Funktion, 
zerlegt  in  ihre  Partialbrüche,  ausdrückt. 

Es  seien  Uq,  ti^,  u,  . . .  14^  die  Werte  einer  rationalen  Funk- 
tion F(x)  Yom  Grade  m,  welche  zu  den  gegebenen  Werten 
Xq^x^  . . .  OTm  der  Yariabelen  x  gehören.     Wir  setzen 

f(x)  =  {X  —  Xq){x  —  Xi)...(x  —  Xn)y 

so  ist 

fU,)^J^+J^) M_, 

'  ^  ^        X  —  a:     '    X  —  X  X  —  x^ 

und  folglich 

Da  der  Grad  yon  f{pc)  um  eine  Einheit  den  Grad  yon 
F{x)  übertrifit,  so  ist  nach  Nr.  387,  Gleichung  (4): 

fix)  ~  fix^  '  x  —  x^  +  n^Oj)  '  x-x\  ■■  f{xj    x-x^  ' 

und  multipliziert  man  mit  f{x)y  so  folgt: 

^  ^         \\—x~)lx^-'X^-'{x-xj'^  H^i-'^^Ca^i— a?,)-(«i-«J 
+ 

(x   —  X  Mx    —  x")  •  -  .(x    —  X       *) 

Diese  Gleichung,  welche  die  Lagrange^^e  Interpolations- 
formel heifst,  giebt  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe,  und 
diese  kann  keine  andere  Lösung  besitzen.  Denn  würde  noch 
eine  andere  Funktion  F^{x)  vom  Grade  m  existieren,  die  yon 
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F{x)  Terschieden  ist  und  doch  denselben  Bedingungen  genügt, 
so  hätte  die  Gleichung 

deren  Grad  nicht  hoher  ist  als  m,  die  ftt  -j'  1  yerschiedenen 
Wurzeln  x^^  x^  , , .  x^,  was  nur  so  möglich  ist,  dafs  die  Koeffi- 
zienten identisch  verschwinden. 


Bemerkungen. 


Znnftchst  mögen  einige  Lehrbücher  über  Differential-  und 
Integralrechnung  aufgefOhrt  werden,  welche  der  Leser  nach  yoll- 
endetem  Studium  des  Serretschen  Werkes  zur  Hand  nehmen  kann. 
Wer  eine  allen  Anforderungen  an  Strenge  genügende  Behand- 
lung der  Grundlagen  kennen  lernen  will,  findet  eine  solche  in  ebenso 
knapper  als  klarer  Form  in: 

Genocchi-Peano,  Calcolo  differenziale  e  principii  di  calcolo  in- 
tegrale, Torino  1884. 
Dieses  Buch  wird  demnächst  auch  in  deutscher  Sprache  veröffent- 
licht und  in  den  Litteratumachweisen  vervollständigt  werden.  Mit 
mehr  Ausführlichkeit  geht  das  ebenfalls  sehr  lesbare  Werk  vor: 
J.  Tannerj,  Introduction  a  la  theorie  des  fonctions,  Paris  1886. 
Will  der  Leser  lieber  ein  deutsches  Buch  zur  Hand  nehmen,  so 
seien  ihm  die  Werke  genannt: 

0.  Stolz,  Vorlesungen  Über  Arithmetik.    Leipzig  1885. 

0.  Stolz,    Grundzüge    der   Differential-    und    Integralrechnung. 

2  Bände.  Leipzig  1893—96. 
A.  Harnack,  Die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Leipzig  1881. 
Diese  drei  Werke  sind  sehr  gründlich,  aber  nicht  inuner  leicht 
zu  lesen.  Alle  bisher  genannten  Bücher  legen  wenig  oder  gar  keinen 
Wert  auf  die  anschaulich -geometrischen  Kapitel  der  Differential- 
rechnung. Eine  ausgezeichnete  Ergänzung  in  dieser  Hinsicht  bildet 
das  umfangreiche,  aber  sehr  angenehm  zu  lesende  Werk: 

J.  Boussinesq,  Cours  d'analyse.    2  Bände.    Paris  1887 — 90. 
Das  vollständigste  Buch  über  Differential-  und  Integralrechnung 
ist  wohl  augenblicklich: 

J.Jordan,  Cours  d'analyse.    3  Bände.    Paris  1893  —  96. 
Es  vereinigt  eine   sorgWtige  Behandlung  der  grundlegenden  Be- 
griffe mit  groijser  Reichhaltigkeit  des  Inhaltes  und  steht  auf  einem 
ganz    modernen   Standpunkte.     Es   ist   als   Nachschlagewerk   dem 
reiferen  Leser  zu  empfehlen. 

Wer  rasch  in  die  Fragen  eingeführt  sein  will,  welche  in  der 
letzten  Zeit  im  Yordergmnde  des  mathematischen  Interesses  standen, 
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sei  namentlich  hinsichtlich  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
angelegentlichst  auf: 

E.  Picard,  Traite  d'analyse.    Paris  1891—96.    3  Bde. 
aufmerksam  gemacht. 

Einen  ausführlicheren  Bericht  üher  die  einschlägige  Litteratur 
wird  man  in  einem  demnächst  in  den  Göttinger  Anzeigen  er- 
scheinenden Referate  von  mir  üher  Lehrhücher  der  Differential- 
und  Integralrechnung  finden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Einzelheiten. 


Erstes  Kapitel. 

1. — 5.  Eine  ausführliche  Begründung  des  Zahlhegriffes  findet 
man  hei 

0.  Stolz,  Vorlesungen  üher  Arithmetik. 
Unser  Text  hier  heschränkt  sich  darauf  die  Einteilung  der  Zahlen 
zu  gehen,  um  die  Analogien  mit  der  in  §  2  gegehenen  Einteilung 
der  Funktionen  hervortreten  zu  lassen.  Üher  die  Beziehung  des 
Eontinuums  der  reellen  Zahlen  und  des  Kontinuums  aller  Punkte 
einer  Geraden  findet  man  Ausführlicheres  hei: 

M.  Pasch,  Vorlesungen  üher  neuere  Geometrie.    Leipzig  1882. 

Fundamental  für  unsere  jetzige  Auffassung  sind  für  den  Zahl- 
hegriff die  Entwickelungen  der  Cantorschen  Mengenlehre,  sowie 
der  Dedekindsche  Begriff  des  Schnittes.    Man  lese  hei: 

H.  Weher,  Lehrhuch  der  Algehra.  2  Bände.  Braunschweig  1895 
—1896. 
die  Einleitung  zum  ersten  Bande,  sowie  den  25.  Ahschnitt  des 
zweiten  Bandes.  Im  letzteren  Ahschnitte  findet  man  auch  einfache 
Darstellungen  der  Beweise  für  die  Transcendenz  von  e  und  n  nehst 
Litteraturangahen. 

6  ff.  Mit  der  Nummer  6  heginnt  das  Studium  der  reellen 
Funktionen  von  reellen  Veränderlichen.  Wer  dies  gründlich  be- 
treihen will,  dem  sei  neben  dem  oben  genanten  Buche  von  Tanneiy 
noch  das  Werkchen  empfohlen: 

E.  Pascal,  Esercizii  di  calcolo  infinitesimale.    Milano  1895. 
Dieses  enthält  Studien  des  Verfassers  über  die  Eigenschaften  reeller 
Funktionen,  angestellt  an  speciellen  Beispielen. 

23.  Auf  pag.  28  Zeile  5  v.  o.  lies  „die  i/- Koordinate^'  stAtt: 
„das  Modell^S 

Eine  Fundamentaleigenschaft  der  stetigen  Funktionen  ist  diese : 

Wmn  f(x)  stetig  ist  für  alle  Werte  x  in  dem  Intervalle  a<^x<Zh, 
so  nimmt  in  diesem  Intervalle  f(x)  alle  Werts  zwischen  f{a)  und 
f(b)  an. 
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Der  Beweis  erfordert  eine  Kenntnis  des  Zahlbegriffes  und  ist 
daher  im  Texte  übergangen.  Gleichwohl  wird,  wenn  man  genau 
zusieht,  der  Satz  im  Folgenden  fortwährend  benutzt.  Es  sei  auf 
Genocchi-Peano  Nr.  19  verwiesen. 

26.  Es  fehlt  das  folgende  Kriterium  fQr  die  Existenz  eines 
Grenzwertes: 

Damit  f(x)  für  x  =  oo  einen  hesümmten  endUchen  Grenzwert 
besitet,  ist  notwendig  tmd  hinreichend,  dafs  mcm  zu  einer  (beliebig 
Idein)  vorgeschriebenen  positiven  Zahl  c  immer  eine  positive  Zähl  N 
finden  kann,  so  dafs 

\f(x)-f{x')\<a 

wird  für  aüe  Wertepaare  (ic,  x'),  welche  die  Bedingungen 

x>N,     x>N 
erfüllen. 

Den  Beweis,  der  wieder  auf  dem  Begriff  der  Zahl  fuTst,  findet 
man  z.  B.  bei  GiBnocchi-Peano  Nr.  15. 

Setzt  man  z.  B.  f{pc)  ^^  Sn ,  indem  man  x  =  n  als  ganzzahlige 
Variable  ansieht,  so  wird  aus  dem  vorigen  Satze  dieser: 

Soll   lim  Sn    einen   bestimmten   endlichen   Wert  haben,   so   ist 

dafür  notwendig  und  hinreichend,  dafs  man  zu  einer  beliebig  (klein) 
vorgeschriebenen  positiven  Zahl  c  immer  eine  ganze  positive  Zähl  N 
finden  kann,  so  dass  für  alle  gatize  positive  Zahlen  p 

I  Sn  ^n+p  I  <  <J 

wird,  sobald  nur  die  ganze  Zahl  n  die  Zahl  N  übersteigt. 

Hiermit  sind  die  Sätze  der  Nr.  101  und  102  gewonnen;  man 
vergleiche  auch  die  Bemerkungen  zu  diesen  Nummern. 

28.    Hier  ist  folgender  Satz  als  evident  angenonoimen: 

Ist  f(x)  stetig  in  dem  Intervalle  a  '^  x  "^b,  so  hat  es  in  ilim 
sowohl  ein  Maximum  als  ein  Minimum  —  vorausgesetzt,  dafs  es 
ni^  konstant  bl^t  in  dem  ganzen  Intervalle. 

Beweis  siehe  Genocchi-Peano,  Nr.  21. 

88  ff.  Übungsbeispiele  zur  Differential-  und  Integralrechnung 
findet  man  z.  B.  bei: 

0.  SchlOmilch,  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung.   2  Bde.    Leipzig  1878—1882. 

86.  Man  vergegenwärtige  sich  an  der  in  dieser  Nummer  aus- 
gefOhrten  Differentiation  eines  Quotienten,  wie  nötig  die  bisher 
abgeleiteten  Sätze  sind.    Man  findet: 

Ay  1         Au  u  Av 

Ax        v-\-Av    Ax        v{v  +  Av)    Ax' 

Die   rechte  Seite  ist  eine  Funktion  von  x  und  Arr.    x  wird  fest- 
gehalten, die  Variabele  ^x  läfst  man  null  werden.    Welches  wird 
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der  Grenzwert  (Nr.  15)  der  rechten  Seite?  Existiert  er?  Nach  der 
vor  Nr.  33  gemachten  Annahme  haben  u  und  v  an  der  fixierten 
Stelle  X  bestimmte  endliche  Ableitungen  (Nr.  27);  diese  sind  aber 
die   Grenzwerte  der  Differenzenqnotienten  für  Ax  =  0   (Nr.  32), 

also  ist  zunächst: 

V       Au  ,        ..      Av  , 

Imi  -j--  =  u  ,       lim  -jT-  =  V  . 

Nicht  nur  u  und  v'  auch  u  und  v  haben  an  der  fixierten  Stelle  x 
bestimmte  endliche  Werte  (Nr.  33),  also  sind  dort  u  und  v  auch 
stetig  (Bemerkung  zu  Nr.  27).  Also  ist  nach  der  Definition  der 
Stetigkeit  (Nr.  20): 

lim  (u  -f-  ^w)  =  lüJfi  u(x  +  Aa;)  «=  t«(jr)  =  u , 

und  ebenso:  ,.       /      ,     a    \ 

lim   (v  +  Av)  =  V . 

Es  ist  weiter  angenonunen  (Nr.  36),  dafs  v  an  der  fixierten 
Stelle  X  nicht  null  ist;  nach  Nr.  23b  ist  jede  Eonstante,  also  auch 
1  eine  stetige  Funktion  von  x^  also  ist  auch  nach  der  Regel  24  d: 

..       __1 liml        ^^  1 

AX«0  ^  "1"  ^^         ^"^  (^  +  ^^^         ^ 

Da  auch  —  einen  endlichen,  zudem  von  ^x  unabhängigen  Wert 

hat,   so  zählt  es  für  den   Grenzübergang  als  Eonstante;   also    ist 
nach  denselben  Regeln: 

lim  —             — 
-.  u         V        V  u 

v{v  -\-  Av)        lim  {v  +  Av)         v         v* 
Nach  Regel  24c  wird  mithin: 

,.  1  Att        ..  1  _.     Au         1     f 

v-\-Av     Ax  v-\-Av  Ax         v      ' 


und  ebenso: 


..  u  Av        u       , 

lim  —. — , — T—T  •  -T —  =  —s  •  V  , 

t>(t?  +  Ai?)    Ax       t?' 


Nach  Regel  24  b   darf  ein  konstanter  Faktor  vor  das  Zeichen  lim 
gesetzt  werden;  z.  B.  der  Faktor  —  1,  also  folgt: 

,.     / u   Av\        u^      f 

\      v{v-fAv)    Ax)  t?* 

Wenden  wir  endlich  die  Regel  24a  an,   so  folgt  durch  Addition: 

y      (_}__    Au  _         u Av\  _^   .      /      1        Au\ 

\v -^  Äv    Ax        v{v-{-Av)    Ax)  VtJ  +  ArAa:/ 

^_  y      / f*  Av\  w_'        uv' 

'  \       viV'\-Ai>)'  Ax)         V  r*  ' 
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oder 


u 


^  Ax  "*  V 


UV 


54.  Wegen  der  Existenz  einer  Funktion  y  von  x,  welche 
implicite  durcli  eine  Gleichung  f(x^  ^)  "=  0  definiert  ist,  vergl.  187  ff. 
Einen  von  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  unabhängigen 

Existenzbeweis  findet  man  bei  Genocchi-Peano,  Nr.  110. 

dy 
56. — 58.    Aus  den  Gleichungen  der  Nr.  58  lassen  sich  -r^ , 

o  X 

'  •  •  berechnen,  wenn  die   sogenannte  Funktionaldeterminante 

dl       d£ 

dy'      dz'  '" 

dF      d£ 
dy'     da'  " 


dB 

dx' 


an  der  betrachteten  Stelle  nicht  null  ist.  Die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen liefert  unter  diesen  Umständen  analoge  Existenz- 
theoretaie  für  die  Funktionen  y,  ^, . .  .  Man  vergleiche  auch  den 
Yon  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  unabhängigen  Existenz- 
beweis fOr  ein  noch  allgemeineres  System  bei  Genocchi-Peano 
Nr.  116.  Im  Besonderen  fordert  die  Gültigkeit  der  Beweise  in 
Nr.  56  auTser  den  Bedingungen  der  Nr.  41,  d.  h.  auTser  der  Stetig- 
keit yon  /*,  F  und  ihren  ersten  Ableitungen,  dals  die  Determinante 

df       df 
dy      de 

dF     dF^ 
dy       dg 

nicht  null  ist.    Eine  klare  Einsicht  über  die  Art  dieser  Bedingungen 
liefert  das  Studium  der  Funktionaldeterminanten.    Man  lese  bei 
B.  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten.  Leipzig 
1881. 
den  §  12. 

50 — 6L  Mit  dem  Worte  Elimination  kann  man  nur  dann 
eine  klare  Vorstellung  yerbinden,  wenn  man  in  jedem  gegebenen 
Falle  einen  Prozess  angiebt,  durch  welchen  die  Elimination  yoll- 
zogen  werden  kann  oder  soll.  Die  Resultate  erscheinen  so  abhängig 
yon  der  mehr  oder  minder  willkürlichen  Wahl  dieses  Processes. 
Wir  schreiben  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  Nr.  61  so: 

/i  =  o,   /i  =  o,  ... /;  =  0;   /•/=o,  ... /;'=o 

und  definieren  die  Elimination  dadurch,  dafs  wir  diese  2n  Gleichungen 
nach  den  2n  Grölsen  y\  g\  u',  . . .  a,  2>,  c,  .  . .  auflösen,  indem 
wir  uns  die  f  durch  Potenzreihen  definiert  denken.  Nach  den  Be- 
merkungen zu  Nr.  56 — 58  geht  dies,  sobald  die  Determinante 


Ö58 
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a/; 

ä«-'  ■■■' 

a/; 

oa  ' 

a/; 
a» '  '■■ 

a/; 

a/i 

a/; 

aa ' 

a/; 
a6'" 

ay'' 

dz''          ' 

a/-.' 
a« ' 

a/;' 

gy'' 

•                     ■ 

a/;' 

- — i-      .  .  .  • 

•            •            •            • 

da  ' 

•                     •                      • 

a/i' 
a6 ' 

•               •               • 

nicht  null  ist.    Nun  wird  aber: 


dz' 


ay' 


a^er 


also  wird  die  Determinante  das  Produkt: 


£4'_a4 

dz'~  CM  ' 


a/l 

a/l 

a/; 

a/; 

ay 

a«  ••■ 

da 

a5 

ar. 

a/; 

a/; 

a/; 

ay 

•            • 

a«  ■'■ 

aa 

•      • 

a6 

■       •       • 

+ 


Ist  keiner  der  2  Faktoren  null,  so  ist  die  fragliche  Auflösung 
möglich  und  liefert  im  Besondem  y\  e\  -  -  -  als  Funktionen  von 
rc,  y,  ;gr,  •  •  •,  das  heifst  ein  System  yon  n  verschiedenen  Differential- 
gleichungen. Hierdurch  ist  auch  der  Sinn  der  im  Text  gebrauchten 
Wendung:  „im  Allgemeinen^^  festgelegt. 

Im  Besondem  können  wir  die  in  Nr.  59  yerlangte  Elimination 
von  C  und  die  Aufstellung  der  Differentialgleichung  auf  die  an- 

gegebene  Weise  leisten,  sobald  ^  und  ö^  beide  von  null  ver- 
schieden sind. 

Drittes  Kapitel. 

66 ff.    Über  Differenzenrechnung  veigleiche  man: 
G.  Boole,  Finite  Differences.    London  1872. 
und: 

A.  Markoff,  Differenzenrechnung,  deutsch  von  Friesendorff  und 
Prümm.    Leipzig  1896. 
68.    Ein  Beispiel,  wo  fxy^fy'x  wird,  findet  man   auch  bei 
Genocchi-Peano  Nr.  123. 

76.  Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  Textes  lassen  sich 
die  gesuchten  Differentiale  berechnen,  sobald  die  Funktional- 
determinante 
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dfx 

dyi 

8/; 

^/« 

»/•„ 

nicht  null  ist. 

77.    Die  Gleichnngen  (l)  and  (2)  des  Textes  sind: 

/•=o,    /•'  =  o,. ...    /t»-i)  — 0,  ... 

Aus    den  n  ersten  Gleichungen  lassen  sich  a^  h^  c^  ...   als 

Funktionen  von  x.  y,  -~.  •  •  •  ?  berechnen,   sobald  die  De- 

terminante 


da 


dl 


^fin-1)         ^fin-l) 


Oa 


ob 


nicht  null  ist.  Der  determinantenkundige  Leser  schliefst  hieraus 
nach  Baltzer  §  9,  Nr.  1  und  2,  dafs  f  einer  linearen  homogenen 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügt: 

(^a    '    ^ cb    '  ' 

deren  Koeffizienten  nicht  yon  rr,  y  abhangen.  Die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  lehrt,  dafs  dann  f  die  Eonstanten 
a,  &,  6',  ...  nur  in  weniger  als  n  Verbindungen  enthält.  Ist  aber 
jene  Determinante  nicht  null,  so  setze  man  die  Werte  yon  a,  6,  c,  • . . 

als   Funktionen  von  x^  y,  ...  ^^   in  die   Gleichung  f^^^  =  0 

dx 

ein.  Diese  hat  zum  Koeffizienten  von  — -  den  Ausdruck  ^—  •  Wird 
dieser  nicht  null,  so  entsteht  eine  Differentialgleichung  n^^  Ordnung. 


Yiertes  Kapitel. 

Ol — 98.  Für  die  Möglichkeit  der  fraglichen  Eliminationen 
ergeben  sich  bestimmte  Determinantenbedingungen ;  im  dritten  Bande 
wird  ohnehin  auf  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichxmgen 
ausführlich  eingegangen.  Dabei  kommen  dann  auch  diese  Dinge 
zur  Sprache. 

94.  Es  ist  angenommen,  dafs  die  Gleichungen,  welche  die  x 
als  Funktionen  der  £  geben,  nach  den  §  auflösbar  sind;  nur  dann 
spricht  man  von  einer  Transformation  der  x  in  die  |. 
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Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Auflds- 
barkeit  besteht  darin,  dafs  die  Funktionaldeterminante 

^'  ■  ■  ■  n;. 


^«m  ^«m 


*m 


nicht  identisch  verschwindet.    Siehe  Baltzer  a.  a.  0.  §  12. 

Fflnftes  Kapitel. 

lOL  und  102.  Die  Sätze  dieser  beiden  Nummern  sind  bereits 
in  den  Bemerkungen  zu  Nr.  26  in  einen  zusammengefaüst  und 
durch  den  dort  gegebenen  Litteratumachweis  erledigt. 

Die  im  Text  gegebene  Darstellung  bedarf  einer  Berichtigung. 
Der  Satz  der  Nr.  101  muTs  heilsen: 

Satz.    Ist  die  Reihe 

^0  +  ^1  H 

konvergent,   so   sei   <s  eine   (beliebig  Mein)   vorgeschriebene  positive 
Zahl;  dann  kann  man  immer  eine  gange  positive  Zahl  Nfinden,  so  dafs 

I  Un  +  W«+i  H h  «n+p-l  I  <  O 

wird  für  jedes  n,  das  N  übersteigt  und  für  alle  Werte  von  p. 

Der  Beweis  hierfür  wird  genau  wie  im  Text  geführt.    Bei  den 

dort  benutzten  Bezeichnungsweisen  kann  man  zu  ^  inuner  ein  N 

finden,  so  daijs 

wird  für  jedes  n,  das  N  übersteigt    Also  wird  auch: 

|S-S,+,|<|, 
und  mithin: 

|5.  -S«+,Hi(S-  5«+,)  +  (Ä.  -  S)  |<  l  +  I  =  ff, 

wie  behauptet. 

Der  Satz  der  Nummer  102  wird  jetzt: 

Satz,  Kann  man  zu  einer  (beliebig  Mein)  vorgeschriebenen 
positiven  Zahl  a  immer  eine  ganze  positive  Zahl  N  finden,  so  dafs 
für  aUe  p 

I  Un  +  «*n+l  H h  «M+P-l  I  <  ^ 

toird  für  jedes  n,  das  N  Übersteigt,  so  ist  die  Eeihe 
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%  +  Wj  H 

konvergent. 

Der  Beweis  bleibt  der  im  Text  gegebene;  man  wird  bemerken, 
daijB  er  den  Begriff  des  Schnittes  benutzt. 

Die  Abweichung  der  Fassung  der  Sätze  101  und  102  yon 
der  im  Text  gegebenen  beruht  darauf,  dafs  m»  +  •  •  •  +  Un+p—i 
gleichmäfsig  fOr  alle  p  nach  null  konvergieren  muTs,  damit  der 
Satz  102  richtig  bleibt. 

Nehmen  wir  beispielsweise  die  Beihe,  deren  allgemeines  Glied 

un  =  ?  J^  =  Z(«  +  1)  -  l(n  +  2) 

ist,  so  ist: 

Sn  =  (ll-'l2)  +  {l2  —  lS)'i \-(ln  —  l{n+l))  =  —  l(n+l) 

—  ^iTfl* 
Die  Beihe   divergiert  mithin,  da  lim  Sn  =  10  =  —  oo  ist. 

HS»  OD 

Bilden  wir  aber  die  Differenz 

SO  wird  fOr  jedes  p  trotzdem: 

aber  es  ist  nicht  möglich  ein  N  zu  finden,  so  dafs  für  alle  p 

wird,  sobald  nur  n  >  ^  ist.  Yielmehr  kann  man  zu  jedem  n  noch 
Werte  p  finden,  so  dals  die  linke  Seite  jeden  gegebenen  Wert 
übersteigt. 

108.  Dafs  man  bei  einer  bedingt  konvergenten  Beihe  durch 
passende  Anordnung  der  Glieder  jeden  beliebigen  Wert  für  die 
Summe  herausbekonunen  kann,  beweist  z.  B.  Jordan,  a.  a.  0. 1  Nr.  291» 

llO.  Im  Texte  ist  nicht  erwähnt,  dafs  die  Beihe  der  w  auch 
unbedingt  konvergiert.    In  der  That  wird: 

I  W,n  I  ^  I  «0  I    I  ^m  IH +  I  «m  I    |  ^o  |  • 

Nun  konvergieren  die  Beihen 

also  konvergiert  auch  nach  dem  Satze  des  Textes  die  Beihe,  deren 
allgemeines  Glied 

I  «*0  I    km  H h  I  Wm  I    \Vq\ 

ist,  also  auch  die  Beihe  der  \tDm\' 

Serret,  Diff.- TL  Integral-Bedmung.   I.    8.  Aufl.  36 


/ 


562  Bemerkungen. 

115.  Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für 
die  Gültigkeit  des  Taylorschen  Lehrsatzes  sind  neuerdings  yon 
Pringsheim  aufgefunden  und  von  Stolz  (Differentialrechnung)  am 
Schlüsse  des  zweiten  Bandes  reproduziert  worden.  Im  Übrigen  sei 
f&r  weitere  Eigentümlichkeiten  der  Potenzreihen  der  Leser  auf  die 
Nummern  362 — 372  des  elften  Kapitels  verwiesen.  Die  dort  an- 
gestellten Betrachtungen  gelten  immittelbar  auch  für  reelle  Ver- 
änderliche. Ausführliche  Belehrung  über  diesen  Gegenstand  findet 
man  in  der  Differentialrechnung  yon  Stolz. 

126«  Der  erste  Satz  dieser  Nummer  ist  eine  Behauptung. 
Diese  fufst  auf  dem  Satze  yon  Abel: 

Wenn  die  Beihe 

f(x)  =  «0  +  a^x  +  0,0?*  H 

fftr  05  =  a?i  konvergiert,  so  wird  lim  f(x)  «=  /*(^i),  wenn  x  vom 

Lmeren  des  Eonvergenzbereiches  in  die  Stelle  iv^  hineinrückt  (Abel, 
Oeuvres  compl^tes,  Edition  par  Sjlow  et  Lie  I  pag.  223).  Hieraus 
geht  dann  hervor,  dafs  die  Gleichung  (4)  des  Textes  auch  für 
35=  —  1  und  05  =s  +  1  gilt ,  wenn  nur  für  diese  Werte  die 
Reihe  rechter  Hand  konvergiert. 

129.  Man  lese  die  kritischen  Bemerkungen  von  Peano  zu 
Nr.  124 — 126  des  Genocchi-Peano. 

187.  Eine  der  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Potenzreihen 
einer  Yariabelen  ist  die,  dafs  das  Verhältnis  des  Bestes  ^ji  zu  dem 
vorhergehenden  Term  n  —  1*^^  Grades  für  » «=  c»  die  Grenze  null 
hat  (vergl.  Nr.  115,  3).  Diese  Eigenschaft  besteht  im  Allgemeinen 
nicht  mehr  für  Potenzreihen  mit  mehr  Yariabelen.  Dies  ist  ein 
fundamentaler  unterschied. 

Sechstes  Kapitel. 

154  fr.  Weiter  gehende  Untersuchungen  über  die  Extremwerte 
von  Funktionen  mehrerer  Yeränderlicher  ündet  man  bei  Jordan 
a.  a.  0.  I  Nr.  396  ff. 

162.  Ob  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  stattfinden  kann, 
wenn  der  Punkt  Mq  mit  einem  Punkte  IT  oder  K^'  zusammen- 
fällt, ist  mittelst  der  höheren  Ableitungen  zu  entscheiden,  und 
von  Herrn  Mayer  (Berichte  der  K  Sachs.  Gesellsch.  der  Wissensch. 
1881)  näher  untersucht  worden. 

Siebentes  Kapitel. 

178 — 180.  Die  Betrachtungen  dieser  Nummern  gehören  dem 
Gebiete  der  abzählenden  Geometrie  an.    Eine  strenge  Begründung 
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dieser  Disciplin  steht  zur  Zeit  noch  aus.    Als  umfassendes  Nach- 
schlagewerk sei  genannt: 

Glebsch-Lindemann,Yorlesungen  über  Geometrie.  Leipzig  1876. 


Neuntes  Kapitel. 

251.  In  dem  Yerzeichnisse  der  Darstellung  einer  Fl&che  fehlt 
die,  bei  welcher  die  rechtwinkligen  Koordinaten  als  Funktionen 
zweier  Parameter  u  und  v  gegeben  sind.  Diese  Darstellung  wird 
im  Yorliegenden  Buche  gar  nicht  benutzt,  aber  gerade  sie  spielt 
in  der  eigentlichen  Flächentheorie  eine  gro&e  Bolle.  Wer  genauer 
in  die  moderne  Flächentheorie  eindringen  will,  dem  seien  die  Werke 
genannt: 

Bianchi,  Yorlesungen  über  Differentialgeometrie.   Leipzig  1896. 
sowie: 

Knoblauch,  Einleitung  in  die  Theorie  der  krummen  Flächen. 
Leipzig  1888. 

Das  YoUständigste  Werk,  das  auch  sehr  lesbar  ist,  ist: 

Darboux,  Theorie  des  surfaces.    4  Bde.    Paris  1887 — 1896. 

Man  mache  sich  überhaupt  die  Thatsachen  der  Kapitel  7 — 10 
so  viel  wie  möglich  anschaulich  und  durch  Modelle  klar  und 
glaube  nicht,  dafs  man  einen  geometrischen  Satz  schon  dann  ver- 
stehe, wenn  man  nur  die  Formeln  nachgerechnet  hat,  deren  sich 
der  Autor,  den  man  gerade  yor  sich  hat,  zufälliger  Weise  bedient. 


Zehntes  Kapitel. 

Über  die  Eigenschaften  einer  Fläche  orientiert  man  sich  am 
besten,  wenn  man  die  Kurven  betrachtet,  die  sich  auf  ihr  ziehen 
lassen.  Diese  Aufgabe  behandelt  das  zehnte  Kapitel.  Li  der  modernen 
Flächentheorie  spielt  seit  Gaufs  die  Form  des  Linienelementes  ds 
einer  beliebigen  solchen  Kurve  eine  charakteristische  Bolle.  Man 
vergleiche  die  angeführte  Litteratur. 

818.  Bei  allen  Biegungen  einer  Fläche,  die  ohne  Dehnung 
oder  Zusammenziehung  vollzogen  werden,  bleibt  die  Gaulssche  Krüm- 
mung in  jedem  Punkte  ungeändert.  Diesen  Satz  sowie  die  weiteren 
analytischen  Darstellungen  findet  man  aufser  in  den  genannten 
Quellen  im  Original  bei: 

Gaufs,  Flächentheorie  (Ostwalds  Klassiker  Nr.  5). 

in  kurzer  Übersicht  auch  bei: 

Baltzer,  Theorie  der  Determinanten. 

36* 
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Elftes  Kapitel. 

866.  Den  Begriff  der  komplexen  Zahl  hat  man  heutzutage 
erweitert,  indem  man  mehr  als  2  Einheiten  nahm  und  das  kom- 
mutative  Gesetz  bei  der  Multiplikation  aufgab.  Wer  sich  für  die 
Natur  dieser  Zahlensysteme  und  ihre  Geschichte  interessiert,  mOge 
das  21.  Kapitel  lesen  in  dem  Werke: 

Lie- Scheffers,    Vorlesungen    über    kontinuierliche    Gruppen. 
Leipzig  1893. 
868.    Einfache  Beispiele  für  nicht  gleichmäfsig  konvergente 
Beihen  findet  man  bei  Jordan,  a.  a.  0. 1  332. 

888.  Zur  Einfuhrung  in  die  moderne  Funktionentheorie  sei 
empfohlen: 

Burkhardt,  Vorlesungen  über  Funktionentheorie.  Leipzig  1897. 
sowie  die  ausfOhrliche  Darstellung  yon: 

C.  Neumann,  Vorlesungen  über  Eiemanns  Theorie  der  Abelschen 
Integrale.    Leipzig  1884. 
Vollständigere  Untersuchungen  über  Potenzreihen  findet  man 
in  der  Differentialrechnung  von  Stolz. 

Zwölftes  Kapitel. 

898.  Auch  die  Partialbruchzerlegung  mit  mehrfachen  Wurzeln 
führt  zu  einem  Interpolationsprobleme,  welches  das  von  Lagrange 
als  Spezialfall  enthält.  Man  yergleiche  das  erste  Kapitel  der 
Differenzenrechnung  von  Markoff. 


Berichtigungen. 
Siehe  die  Bemerkungen  zu  Nr.  23,  101  und  102. 
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(Die  Zahlen  bedeuten  die  Nummern  der  efnselnen  Artikel.) 


Abbildunff,  konforme,  siehe  Eon- 
forme AbDÜduDg. 

Ableitung,  erste  —  von  Funk- 
tionen Emer  Veränderlichen  27, 
Greometrische  Deutung  27,  —  einer 
Eonstanten  29,  —  als  Differen- 
tialquotient 32,  —  als  Grenzwert 
des  Differenzenquotienten  32,  — 
einer  zusammengesetzten  Funk- 
tion 33,  40 ff.,  83,  85,  —  einer 
Summe  34,  —  eines  Produktes  35, 
logarithmische  —  36,  —  eines 
Quotienten  36,  —  einer  Potenz 
37,  —  einer  in^ersen  Funktion 
44,    —   des    Logarithmus   47  f., 

—  der  Exponentialfunktion  48, 

—  der  goniometrischen  Funk- 
tionen 51,  —  der  cyclometri- 
schen  Funktionen  53 ff.,  —  der 
impliciten  Funktionen  54,  Höhere 
— en  von  Funktionen  Einer  Ver- 
änderlichen 62  ff.,  Partielle  — en 
einer  Funktion  von  mehreren  Ver- 
änderlichen 67  ff. ,  Partielle  — 
als  partieller  Differentialquotient 
70,  Partielle  —  als  Grenzwert  des 
Differenzenquotienten  70,  Höhere 
— en  von  Funktionen  von  Funk- 
tionen 71  ff. ,  Höhere  — en  eines 
Produktes  73,  74,  Höhere  — en 
von  impliciten  Funktionen  75,  76, 

—  einer  analytischen  Funktion 
369. 

Abwickelbare  Flächen  284  ff., 
Die  Charakteristiken  sind  gerade 
Linien  284,  Die  Rückkehrkurve 
ist  eine  beliebige  Raumkurve  284, 
Abwickelung  einer  Polyederfläche 
286,  Die  Charakteristiken  sind 
ErOmmungskurven  325,  353,  Dif- 
ferentialgleichung 352. 

Abzählende  Geometrie,  Be- 
merkung zu  178 — 180. 


Analytische  Funktionen,  De- 
finition durch  die  Potenzreihe  366, 
Grenzwerte  von  —  367,  Stetig- 
keit der  —  368,  Eindeutige  — 
373,  Definition  durch  Differential- 
gleichungen 1.  Ordnung  378,  De- 
finition durch  Differentialglei- 
chungen 2.  Ordnung  379,  Definition 
durch  konforme  Abbildung  380. 
Vergleiche  auch  die  speziellen 
analytischen  Funktionen. 

Associatives  Gesetz  bei  der 
Addition  1,  bei  der  Multipli- 
kation 1. 

Asymptoten,  Defijntion  171,  — 
der  Hyperbel  221,  —  der  Indi- 
katrix  311,  314. 

B. 

Bertrandsches  Problem  163. 

Berührung,  Ordnung  der  —  von 
Tangente  und  Eurve  172,  — 
zweier  Eurven  214  f.,  299,  —  von 
Eurve  und  Fläche  266,  —  zweier 
Flächen  302. 

Betrag,  absoluter,  einer  rellen 
Zahl  3,  einer  komplexen  Zahl 
857,  Satz  von  der  Summe  der 
absoluten  Beträge  4,  358. 

Binomialreihe  125 f.,  376. 

Binormale,  Definition  263,  Rich- 
tung 264. 

Bojjenlänge,  Differential  der  — 
emer  ebenen  Eurve  bei  recht- 
winkligen Eoordinaten  193,  bei 
Polarkoordinaten  205.  Differen- 
tial der  —  einer  Ellipse  222, 
Differential  der  —  einer  Hyper- 
bel 223,  —  der  Parabel  224,  225, 
—  der  Cykloide  234,  der  Epi- 
cykloide  240,  —  der  logarithmi- 
schen Spirale  247,  —  einer 
Raumkurve  257  f. 
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C. 

Charakteristiken  einer  einhül- 
lenden Flache  280 ff.,  —  einer 
abwickelbaren  Fläche  284. 

Ojclometrische  Funktionen, 
Definition  X2,  Stetigkeit  23,  Ab- 
leitung 53. 

Cykloide,  Definition  231.  Tan- 
gente und  Normale  232,  Flächen- 
inhalt 238,  Rektifikation  234, 
Erflmmungsradius  235,  Evolute 
236. 

Gylinderflächen  345. 

D. 

Developpabele  Flächen  ^ehe 
Abwickelbare  Flächen. 

D  i  f  f  e  r  e  n  t  i  a  1  einer  Funktion  einer 
Veränderlichen  32,  Totales  — 
erster  Ordnung  82,  Totales  — 
höherer  Ordnung  84,  Differenz 
ausgedrückt  durch  — e  114,  137^ 
Bedingung  dafür,  dafs  d}f  be- 
stöndig  positiv  bleibt  158. 

Differentialgleichung,  Totale 
— en  erster  Ordnung  59  If.,  Totale 
— en  höherer  Ordnung  77,  Par- 
tielle  —   erster   Ordnung  88  ff., 

—  der  Haupttangentenkurven  314, 

—  der   Erümmungskurven  320, 

—  der  Gylinderflächen  345,  —  der 
Eegelflächen  346,  —  der  Eonoid- 
flädien  347,  —  der  Rotations- 
flächen 348,  —  der  abwickelbaren 
Flächen  352,  —  der  Eanalflächen 
354,  —  der  Linienflächen  355. 

Differentialquotient  siehe  Ab- 
leitung. 

Differentiation  siehe  Ableitung. 

D  i  f  f  e  r  e  n  z  e  n  höherer  Ordnung  65. 

Distributives  Gesetz  bei  der 
Multiplikation  1. 

Divergenz  siehe  Reihe. 

Division  nicht  erlaubt  durch 
null  2. 

Doppelpunkt  einer  ebenen  Eurve 
183. 

Dupinsche  Indikatrix  siehe  Indi- 
katriz,  — scher  Satz  über  ortho- 
gonale Flächenscharen  332. 

E. 

e,  Transscendenz  2  Bemerkungen 
zu  1 — 5,   numerischer  Wert  45, 

e  =.  lim  ( 1  +  — )"*  45,  46,  Reihe 


für  e  45,  e  genügt  keiner  qua- 
dratischen Gleichung  mit  ratio- 
nalen Eoeffizienten  118,  e*  siehe 
Exponentialfunktion. 

Eckpunkt  einer  ebenen  Eurve 
182,  186. 

Einhüllende,  —  Eurven  210 ff., 

—  Flächen  280  ff.,  Charakteristik 
der  Einhüllenden  Flächen  280  ff., 
Rückkehrkurve  der  Einhüllenden 
Flächen  282  f.,  289. 

Elimination  willkürlicher  Eon- 
stanten 59  ff.,  77,  Begriff  der  — 
Bemerkungen  zu  59^-61. 

Ellipse,  Flächeninhalt  220,  Bogen- 
element  der — 222,  Evolute  der  — 
228,  Elliptische  Erümmung  einer 
Fläche  311,  Hülfsellipse  337. 

EUipsoid,  Erümmungskurven  336, 
Eonstruktion  der  Krümmungs- 
kurven 337,  Differentialgleichung 
der  Erümmungskurven  839. 

Endpunkt  einer  ebenen  Eurve 
182,  185. 

Epicykloide,  Definition  237,  Glei- 
chung 238,  Tangente  und  Nor- 
male 239,  Bogenlänge  240, 
Flächeninhalt  241,  Erümmungs- 
radius  242,  Evolute  243. 

Euler,  — scher  Satz  über  Formen 
90,  189,  — sehe  Gleichung  zwi- 
schen den  Erümmungsradien  der 
Normalschnitte  308,  — sehe  Glei- 
chung: e**~co8jEr-J-«8in£f  373. 

Evolute  einer  ebenen  Eurve  200, 
201,  —  der  Ellipse  228,  —  der 
Hyperbel  229,  —  der  Parabel 
230,  —  der  Cykloide  236;  —  der 
Epicykloide  243,  —  einer  Raum- 
kurve 291  ff. 

Evolvente  einer  ebenen  Eurve 
200,  201,  202,  Differentialglei- 
chung 203,  —  des  Ereises  244, 

—  einer  Raumkurve  291,  296. 
Exponentialfunktion,     Defini- 
tion 8,  Stetigkeit  23,  Ableitung 
48,  Reihe  105,  117,  Ordnung  des 
Null-  und  Ünendlichwerdens  131, 

lim   (l  +  — )"*  186,  Definition 

für  komplexe  Yariabele  373, 
Periodicität  878. 
Extremwerte,  Definition  der  — 
bei  Funktionen  Einer  Veränder- 
lichen 140,  Eriterien  142, 150, 152, 
Nebenbedingungen  149,  163,  De- 
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finition  der  —  bei  Funktionen 
mehrerer  Veränderlicher  164,  Kri- 
terien 156,  166,  167,  Neben- 
bedingnngen  166  f. 

F ermatsches  Problem  146. 

Fläche  siehe  die  einzelnen  Artikel 
wie  Koordinaten,  Tangential- 
ebene, Krümmung,  u.  s.  w. 

Flächenfamilien,  definiert  durch 
partielle  Differentialgleichungen 
843  ff.  Siehe  auch  die  spezieUen 
Familien  wie  Linienfiächen  etc. 

Flächeninhalt,  Differential  des 
— es  einer  ebenen  Kurve  192, 
dasselbe  bei  Polarkoordinaten 
204,  —  der  Parabel  219,  —  der 
Ellipse  220,  —  der  Hyperbel  221, 
—  der  Cykloide  288,  —  der  Epi- 
cykloide  241. 

Forderung,  —  Ä  27,  —  ©  zwi- 
schen 81  und  82,  —  ^  zwischen 
261  und  262,  —  ^  zwischen  269 
und  260,  —  a  zwischen  269  und 
270,  —  %  zwischen  279  imd  280. 

Form,  Definition  90,  Eulerscher 
Satz  90,  139. 

Frenetsche  Formeln  272. 

Funktion.  Beeile  —  einer  reellen 
Veränderlichen  6,  Einteilung  7, 
ganze  rationale  7,  rationale  7, 
geometrische  Repräsentation  7, 
Exponentialfunktion  8 ,  gonio- 
metrische  9,  periodische  9,  inverse 
10,  Logarithmus  11,  cjclometri- 
sche  12,  — en  mehrerer  reeller 
Veränderlicher  16  ff.,  Stetigkeit 
20  f.  Siehe  auch  die  speziellen 
Funktionsklassen. 

Funktionaldeterminante,  Be- 
merkungen zu  56,  Bemerkungen 
zu  94. 

9. 

Ganze  rationaleFunktioneiner 
reellen  Veränderlichen:  De- 
finition 6,  Stetigkeit  23,  — 
einer  komplexen  Veränder- 
lichen: Definition  865,  Stetigkeit 
868. 

Gaufssches  Krümmungsmafs 
818,  Bemerkungen  zu  318. 

Gaufssche  Kugel  260,  266. 

Gesch  windigkeit,  gfegeben  durch 
die  Ableitung  32. 

Goniometrisohe   Funktionen, 


Definition  9,  Periodicität9,  Stetig- 
keit 23,  Ableitung  61,  Reihen 
106,  119,  Definition  für  komplexe 
Variabele  373. 

Grenze  siehe  Grenzwert. 

Grenzwert,  1.  reelle  Grenz- 
werte: Definition  13  ff..  End- 
licher —  bei  unendlichem  x 
17,  Unendlicher  —  bei  endlichem 
X  18,  Unendlicher  —  bei  unend- 
lichem o;  19,  Rechnungsregeln  24ff., 

lim  sin -i- 13,  lim  (i-|-JL)**60f., 

1-f-— )    136,  von  Brüchen 
— ^  w/ 

in  unbestimmter  Form  129  ff., 
133,  von  Produkten  in  unbe- 
stimmter Form  134;  2.  kom- 
plexe Grenzwerte:  endlicher 
—  einer  unendlichen  Reihe  von 
Zahlen  869,  —  einer  analytischen 
Funktion  867. 

H. 

Hauptkrümmungsradien,  De- 
finition 307,  Bestimmung  der  — 
317. 

Hauptnormale  262. 

Haupt  schnitte,  Definition  307, 
Die  —  berühren  die  Krümmungs- 
kurven 321. 

Haupttangenten  314,  —kurven 
314. 

Hesse,  — sehe  Determinante  179, 
— sehe  Kurve  179,  — scher  Satz 
über  Wendepunkte  180. 

Homogen,  — e  Funktion  siehe 
Form,  — e  Koordinaten  in  der 
Ebene  175,  176,  — e  Koordinaten 
im  Räume  256. 

Hyperbel,  Flächeninhalt  221, 
Bogenelement  der  —  223,  Evo- 
lute —  229,  Hyperbolische  Krüm- 
mung einer  Fläche  811,  Hülfs — 
337. 

I. 

Imaginäre  Einheit  366. 

Implicite  Funktion,  Definition 
7,  Erste  Ableitung  64,  86,  Höhere 
Ableitungen  76,  76,  86,  Extrem- 
werte 150,  162,  Existenz  187, 
Bemerkungen  zu  64  und  66. 

Indikatrix,  Definition 310,  —  als 
Bild  der  Krümmungseigenschaffcen 
einer  Fläche  312. 
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Interpolation  in  Logarithmen- 
tafem  124,  Lagrangesche  — s- 
formel  398,  Bemerkungen  zu  898. 

Isolierter  Punkt  182,  188. 

Kanalflächen  854. 

Eatakaustika  250. 

Kegelflächen  846. 

Kegelschnitt,  Oskulierender  — 
217,  Krümmung  der  — e  226  f. 
Siehe  auch  Ellipse,  Parabel, 
Hyperbel. 

Kettenlinie  226. 

Kommntatives  Gesetz  bei  der 
Addition  1,  —  bei  der  Multipli- 
kation 1. 

Komplexe  Zahlen  siehe  Zahlen. 

Konforme  Abbildung  880  ff. 

Konjugiert,  — e  Durchmesser  der 
Indikatrix  814,  — e  Hyperbeln 
311,  — e  Tangenten  814,  —  kom- 
plexe Zahlen  857. 

Konkav  und  Konvex  178. 

Konoidflächen  847. 

Konstante,  Definition  4,  Ablei- 
tung 40,  Elimination  willkürlicher 
— n  59 ff.,  77. 

Kontingenzwinkel  einer  ebenen 
Kurve  196,  derselbe  bei  Polar- 
koordinaten 209. 

Konvergenz  einer  Reihe,  De- 
finition für  reelle  Glieder  99,  — 
far  komplexe  Glieder  861,  Kri- 
terien 101  ff.,  Bemerkungen  zu 
101  und  102,  Unbedingte  —  102, 
Gleichmäfsige  —  868,  864. 

Koordinaten,  Verschiedene  Sy- 
steme in  der  Ebene  168,  Homogene 

—  175,  176,  266,  Ein  besonderes 
— System  207,  Verschiedene  — Sy- 
steme im  Baume  251,  Lam^sche 

—  388. 
Kreisevolvente  244. 
Krümmung,    1.    einer    ebenen 

Kurve:  Definition  der  —  195, 
— sradius  196,  — smittelpunkt  198, 
— skreis  198,  218,  —  der  Kegel- 
schnitte 226  f.,  —  der  Cykloide 
285,  —  der  Epicykloide  242; 
2.  einer  Baumkurve:  Defini- 
tion der  —  260,  — sradius  261, 
— smittelpunkt  268,  — saxe  268, 
zweite  —  siehe  Torsion;  8.  von 
Kurven  auf  einer  Fläche: 
— sradius  804,  806,  Meunierscher 


Satz  805,  Hauptschnitte  307^ 
Hauptkrümmungsradien  307,  817, 
Punkt  sphärisdier  —  s.  v.  w. 
Nabelpunkt,  Krümmungskurven 
siehe  dort;  4.  einer  Fläche: 
Mittlere  —  308,  elliptische, 
hyperbolische,  parabolische  — 
311,  Gaufssche  —  818. 

Krümmungskreis  siehe  Krüm- 
mung. 

Krümmungskurven,  Definition 
der  —  320,  Differentialgleichung 
der  —  320,  Die  —  berühren  die 
Hauptschnitte  821,  Kriterien  für 
die  —  324,  326,  Die  Erzeugen- 
den einer  abwickelbaren  Fläche 
sind  —  325,  363,  Dupinscher 
Satz  832,  —  des  Ellipsoids  336  ff., 
—  der  Botationsflächen  349. 

Krümmungsmittelpunkt  siehe 
Krümmung. 

Krümmungsradius  siehe  Krüm- 
mung. 

Kurve  siehe  die  einzelnen  Artikel, 
wie  Koordinaten,  Tangente,  Krüm- 
mung u.  8.  w. 

L. 

Lagrangesche  Interpolationsfor- 
mel siehe  Interpolation,  — s  Be- 
stimmung der  Extremwerte  mit 
Nebenbedingungen  167. 

Lancret,  Sa&  von  —  324. 

L  am ^  sehe  Koordinaten  833. 

Lemniskate  65. 

Limes  siehe  Grenzwert. 

Linienflächen,  Einteilung  348, 
Differentialgleichung  355. 

Linien  gröfsten  Falles  341. 

Liouville,  Satz  von  —  über  cll8. 

Logarithmus,  Definition  11,  Ste- 
tigkeit 23,  Ableitung  47,  Natür- 
licher —  47,  Reihe  106,  120, 
numerische  Berechnung  der  Loga- 
rithmen 121  ff.,  Ordnung  des  Null- 
und  ünendlichwerdens  127,  De- 
finition für  komplexe  Variabele 
376. 

M. 

Mac-LaurinscherSatz  für  Funk- 
tionen Einer  Veränderlichen  116, 
für  Funktionen  mehrerer  Ver- 
änderlicher 188. 

Maxima  siehe  Extremwerte. 

Meunierscher  Satz  805. 


